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PREDGOVOR 


U razvoju svake nauke dođe vreme kada se kvantitet pretoči u novi kvalitet i dotična oblast, 
izgradjivana mukotrpnim induktivnim putem, staje na svoje noge i postaje deduktivna. Tada 
pitanja ”kako su ljudi došli do ovog ili onog saznanja” , koja su ranije uzbudjivala radoznalce, 
inoraju da ustupe rnesto pitanjirna o logičkorn statusu pojedinih zaključaka u sklopu deduktivnog 
zdanja dotiene oblasti. 

U ranijim udžbenicima je intuicija služila kao most za prenošenje znanja na čitaoce. On je 
varljiv i nepouzdan: koliko god da je čvrst i solidan sa onog kraja gde je pisac knjige, može biti 
sav trošan i izlomljen sa drugog kraja gde je čitalac. U deduktivnom prilazu, kakav je usvojen 
u ovoni udžbeniku, polazi se ođ nekoliko osnovnih postavki ili postulata, koji iinaju značenje 
osnovnih zakona inikrosveta, a ostalo se prepušta preciznim i nioćnim algoritmiina matematike. 
Unapred pripremljena, ona predstavlja pouzdan i siguran niost za prenošenje znanja. Sto se tiče 
intuicije, očekuje se da se stvara uporedo sa sticanjem znanja, jer se na sazrianjirna klasične fizike 
ionako nije iriogla formirati. 

Poželjno je da se matematički aparat kvantne mehanike (linearna algebra i elementi lineame 
analize) savlada pre same kvantne mehanike, kao što se i znanja klasične fizike gra.de na već 
položenim temeljima diferencijalnog i integralnog računa. Pošto u vreme pisanja udžbenika 
ovaj cilj nije bio u potpunosti postignut ni na istraživačkom smeru fizike PMF-a u Beogradu (a 
ovaj udžbenik je prvenstveno namenjen i prilagođen njemu), usput sam ubacivao matematičke 
podsetnike koji bez dokaza rezimiraju neko rnaternatičko gradivo potrebno za asirnilaciju kvantno- 
uiehaničkog štiva. 

Kao što će čitalac videti, u udžberriku se rrmogo koristi ” aritmetika” kvantne rrrehanike: 
ortogonalni zbir potprostora stanja (”sabiranje” ; po fizičkom smislu povezano je sa mogućnostima 

rezultata merenja), razlaganje na ortogonalne potprostore (”oduzimanje”), tenzorsko množenje 

faktor prostora stanja ("množenje”; fizički znači spajanje podsistema u nadsistem) i najzad 
tenzorsko faktorisanje ("delenje”). U poređenju sa starijim udžbenicima, u kojima je pomenuta 
"aritmetika” marije uočljiva, ovaj udžbenik se na prvi pogled čini složenijim i nepristupačnijim. 
Ali, pošto se bez tih rnateuratičkih pojrnova u stvari rre rrrože, lakše se usvajaju znanja uz rrjihovo 
eksplicitno korišćenje. Poznavalac kvarrtrre rrreharrike se njirrra koristi sarrro irrrplicitno. Stoga ih 
na kraju kursa treba zarrernariti baš kao što i skele, nužrre u fazi gradnje, postaju na kraju 
suvišne. 

Teorija uglovnog momenta je izložena (na kraju prvog i na početku drugog dela) detaljnije 
nego što je uobičajeno da bi čitalac irnao jedan važan i precizno urađen uzor na koji, po analogiji, 
nrože da nađoveže tretiranje bilo koje simetrije fizičkog sistema. 

Zvezdicom neobeležene partije udžberrika polažu stuđenti istraživačkog snrera fizike (teo- 
retičari i eksperirrrentatori) , a ceo udžbenik polažu poslediplornci smera teorijske fizike. Za razliku 
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ocl poznatog udžbenika kvantne mehanike A. Messiah-a, gde se gradivo izlaže na dva nivou u dva 
koneentrična kruga (na rijega sam se najviše oslanjao u pisanju ovog dela), u ovom udžbeniku je 
celo gradivo izloženo na jednom jedinstvenorn (istraživačkorn) nivou (u jednorn krugu). Zvezdi- 
corn označene partije daju više pojedinosti, dokaze, itd. , ali ne i viši riivo sagleđavanja materije. 

Izlaganje je propraćeno računskim zadacima (bez datih rešenja), čiji je cilj da navedu čitaoca 
da aktivno usvaja gradivo. Oni ne mogu da zamene računske vežbe (na osnovu neke zbirke 
zađataka), koje su neophodne radi sticanja operativnog znanja bez kojeg sarno teorijsko znanje 
kvantne mehanike nije dovoljno za istraživača. 

Autor je unapred zahvalan za sve primedbe koje će mu dovoljno zainteresovani čitaoci pismeno 
ili usrneno dostaviti. 

12. januara 1982. 

prof. Fedor Herbut 
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* IDEJNE OSNOVE KVANTNE 
MEHANIKE 

1.1 Dva prosta i tipična kvantna eksperimenta 

U ovom odeljku opisaćemo dva eksperirnenta koji su veoma jeđnostavni, a ipak sadrže osnovne 
karakteme crte kvantnog ponašanja mikro-objekata. To su difrakcija kroz dva otvora i đelimično 
odbijanje fotona na semireflektivnom ogledalu. U diskusiji baš ovih i sličnih eksperimenata 
bi veliki stvaraoci kvantne mehanike na svojim tzv. Solvay-skim sastancima (počev od 1927. 
svake treće godine u Bruxelles-u) vodili oštre diskusije i kroz borbu mišljenja oformljavali fiziku 
mikro-objekata. I nama će ovi eksperimenti poslužiti da u narednim glavama na njinia baziramo 
osnovne ideje i osnovne zakonitosti kvantne mehanike. 


1.1.1 Uvod 

U klasičnoj talasnoj optici dobro je poznata difrakcija svetlosti kroz dva otvora. To je tzv. 
Young-ov eksperiment (objavljen 1802. godine), jedan od najprostijih primera interferencije. 
Sada ćemo opisati analogni eksperiment sa snopom čestica i to elektrona 1-1 ’ 1 . 

1.1.2 Eksperimentalni uređaj 

Као što je prikazano na Crtežu C 1.1, katodna žica K emituje elektrone, koji se ubrzavaju 
privučeni ka anodnoj ploči A. Tu prolaze kroz mali otvor, koji deluje kao tačkasti izvor elektron- 
skog snopa. Elektroni zatim prolaze kroz otvore 1 i 2 u prvom zastoru i stižu na drugi zastor, 
gde se detektuju. 

Pošto je cilj eksperimenta da se utvrdi gde padaju elektroni, zamislimo da se drugi zastor 
sastoji od sitnih brojača gusto zbijenih jedan do drugog i vezanih za električni uređaj koji razlikuje 
i beleži u kom brojaču se elektron detektuje. Otvor 1 kao i 2 može i da se zatvori. 

L1J R,ađi detaljnijeg upoznavanja sa jedno-fotonskim eksperimentom Young-a (koji je namenjen u pedagoške 
svrhe) videti: S. Parker, American Journal of Physics, 39 (1971) 420 i 40 (1972) 1003 i F. Herbut, American 
Journal of Physics, 60 (1992) 146. 
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Slika 1.1: Young-ov eksperiment. K i A su katoda i anoda. Isprekidane crte prikazuju 
očekivme klasične putanje elektrona koji, prolazeći kroz otvor 1 , odnosno 2, prvog zastora, 
padaju u tačku а, odnosno b, drugog zastora. Tačka c označava sredinu drugog zastora. 


1.1.3 Rezultati 

Rezultate izvršenih eksperimenata prikazaćemo pomoću distribucionih krivih (videti Crtež C 1.2), 
čije ordinate izražavaju broj upadnih elektrona, a apscise označavaju mesto na drugom zastoru 
(duž linije kroz tačke а i b sa Crteža C 1.1). Naravno, krive se dobijaju interpolacijom iz diskretnih 

tačaka. 



Slika 1.2: Distribucione krive u Young-ovom eksperimentu. A. Kada se eksperiment vrši 
s a otvorom 1 otvorenim a otvorom 2 zatvorenim, dobija se distribuciona kriva D\. U simetričnom 
eksperimentu (sa otvorom 1 zatvorenim a otvorom 2 otvorenim) dobija se distribuciona kriva D 2 . 
B. Kada se eksperiment vrši sa oba otvora otvorena, dobija se Di ;2 . C. Zbir krivih D\ i D 2 . 


1.1.4 Diskusija 

Prirodno je da naše razmišljanje o eksperimentu koji smo upravo opisali započnemo sa pozicija 
klasične fizike: elektroni su čestice i zato očekujemo da svaki od njih ima svoju putanju. Ako 
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elektron stigne do drugog zastora, očekujerno da je prošao kroz otvor 1 ili kroz otvor 2 (ne, 
naravno, kroz oba). Distribucione krive D\ i D 2 ne protivureče ovoj pretpostavci. (Rasturanje 
oko tačke a i b može se interpretirati kao rezultat sudara sa ivicom otvora.) 

Najvažniji rezultat, kriva Z) 1)2 , je u oštroj suprotnosti sa naširn očekivanjem. Naime, u slučaju 
kada su oba otvora otvorena, naša pretpostavka nužno dovodi do distribucione krive D\ + D 2 
kao očekivanog rezultata. Drugi zastor ne razlikuje da li je elektron prošao kroz otvor 1 ili kroz 
otvor 2 i detektuje zbir svih ovih čestica. 

Da bismo bolje sagledali koliko se D\$ razlikuje od D\ + D 2 , uočimo sledeća dva detalja: 

a) Na sredini između tačaka a i c ordinata od D 1)2 ne samo da je manja nego odgovarajuća 

ordinata od D\ + D 2 , nego je čak osetno manja nego odgovarajuća ordinata od D\. To 
bi, na osnovu naše pretpostavke o klasičnim trajektorijama, značilo da broj elektrona koji 
stižu u dotičnu tačku na drugom zastoru prolazeći kroz otvor 1 opadne (!) kada se otvori 

i otvor 2. 

b) U tački c ordinata krive D\$ je više nego dva puta veća od ordinate krive D\ + D 2 . Znači, 

ako su oba otvora istovremeno otvorena u tačku c stiže mnogo više elektrona negoli što je 
ukupan broj elektrona koji prođu kroz otvor 1 (sa otvorom 2 zatvorenim) i elektrona koji 
prođu kroz otvor 2 (sa otvorom 1 zatvorenirn) ! 

Ako se podsetimo na difrakcioni obrazac u pomenutom eksperimentu sa svetlošću (upore- 
diti § 1 . 1 . 1 ), zapazićemo da se on kvalitativno podudara sa našom krivom D\$ (tamo jačina 
osvetljenosti odgovara našern broju upadnih elektrona) . 

Dakle, neizbežan je zaključak da elektroni kroz otvore prvog zastora prolaze kao talasi: ako 
su oba otvora na raspolaganju, onda prolaze kroz oba istovremeno, a na drugom zastoru nastaje 
interferencija. Na nekim mestima (као u tački c) interferencija je konstruktivna (ili pozitivna), 
verovatnoća detektovanja elektrona se povećava; na drugirn mestirna (kao na sredini izineđu a i 

c) interferencija je đestruktivna (ili negativna) , tj. verovatnoća padanja elektrona na to rnesto 
se smanjuje. 


1.1.5 Misaoni eksperiment 

Iz klasične teorije difrakcije talasa kroz dva otvora poznato je da je difrakcioni obrazac kvalita- 
tivno jednak našem crtežu D 1)2 sarno ako je rastojanje otvora 1 i 2 reda veličine talasne dužine 
difraktovanog talasa. Ako je rastojanje znatno veće, dobija se veći broj manje izraženih osvetlje- 
nib mesta između a i b; u ekstremnom slučaju ninogo osvetljenih i zamračenih inesta prelivaju 
se jedno u drugo ispod rnoći razlaganja detektora dobija se obrazac nalik na D\ + D 2 . 

Ispostavlja se da je klasična talasna teorija (preko poznate de Broglie-eve jednačine A = ^) 
dobra aproksimacija za kvantitativno opisivanje prolaska elektrona kroz dva otvora. Talasna 
dužina elektrona je reda veličine 10 -8 cm, a to je red veličine prečnika atoma! Zato je eksperiment 
koji smo opisali u ovom odeljku misaoni eksperirnent, u stvari neostvariv u laboratoriji u opisanom 
vidu. Ali, veštirn đomišljanjima, dobijeni su savrerneni realni (rre misaoni) eksperimenti difrakcije 
kroz dva otvora sa elektronima i sa neutronirna LL2 . 


1,1 - 2 Videti: C. Jonsson, American Journal of Physics, 42 (1974) 4 i A. Zeilenger, R. Gahler, C. G. Schull, W. 
Treirner and W. Mainpe, Reviews of Modern Physics, 60 (1998) 1067. 
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1.1.6 Diskretna detekcija 

lako je difrakcioni obrazae D 1)2 u osnovi isti u slučaju elektrona i u slučaju klasične svetlosti, 
rekli srno da klasična talasna teorija sarno približno opisuje ovaj fenomen. Nairne, klasičrra tala- 
sna optika predviđa apsorpciju talasne energije rra drugorrr zastoru, a to je fenornen karakterisarr 
kontinualnošću kako prostornog rasporeda (po đmgorn zastoru), tako i intenziteta upadne sve- 
tlosti. Drugirn rečima, rnože se uzimati kontirrualrro sve slabiji izvor (sve do nulte jačirre) i pri 
torne na svaku površinu drugog zastora pada neka svetlost; raspored je kao na krivoj D 1j2 , ali 
veličine ordinata konformno (tj. kao množeni zajedničkim faktorom koji teži nuli) postaju sve 
manje. 

Ovaj fenomen se u stvari ne opaža na opisani način ni kod svetlosti, jer se i svetlost detektuje 
uvek čestično, tj. u viđn fotona (kvanata svetlosti). Kada je drugi zastor velika foto-ploča, fotoni 
če izbijati elektrone u pojedinim atomima (zacrnjenje ploče) i to će se dešavati povremeno i 
rnestimično, tj. sasvim diskretno. Kriva D 1)2 je irrterpolisarra, kao što srrro rekli, iz diskretnih 
ordinata. Naravno, potpuno analogno stoje stvari sa detekcijom elektrona u brojačima iz kojih 
se sastoji drugi zastor u gore opisanom eksperimentu. 

Dakle, kako kod svetlosti tako i kod masenih čestica, izračivanje u izvoru i detekcija su 
čestične, diskretne pojave, a sarrro prostiranje je u oba slučaja talasna pojava, koja interferencijom 
dovodi do rasporeda padarrja čestica na zastor. 


1.1.7 Interferencija sa samim sobom 

Da bi se otklorrila česta iluzija da se pri interferenciji radi zapravo o nekoj interakciji ili rrekakvorn 
drugačijem uzajamnom uticaju istovremeno prisutnih čestiea u snopu (fotona ili elektrona), 
zamislimo da je intenzitet izvora toliko mali da se izrači čestica, pa dugo ništa, pa opet jedna 
čestica (foton ili elektron). A u svrhu kompenziranja, produžimo vreme trajanja eksperimenta 
(eksponiranje drugog zastora) koliko god dugo je potrebno da se akumulira dovoljno velik broj 
upadnih čestica na pojedinim mestima na zastoru. Dobijaju se potpuno isti rezultati (Crtež 
C 1.2) kao sa intenzivnim snopom i kratkim eksponiranjem. Dakle, radi se o interferenciji fotona 
ili elektrona sa samim sobom kada prolazi istovremeno kroz otvor 1 i kroz otvor 2 na prvom 
zastoru 1-1 ' 3 . 


1.1.8 Eksperiment sa semireflektivnim ogledalom 

Sada ćemo opisati jedan drugi kvantni eksperiment koji je donekle analogan difrakciji kroz dva 
otvora, ali je nešto i različit. Ovaj eksperiment će biti pogodan za razmatranje principa ne- 
određenosti u sledećem odeljku. Ovoga puta ćemo se ograničiti na fotone. (Njihovo kvantno 
ponašanje je isto kao kvantno ponašanje masenih čestica.) Ovo je realan eksperiment, mada 

prikazan pojednostavljeno. 

Eksperimentalni uređaj prikazan je na Crtežu C 1.3. Optičke putanje 1 (tj. ABC) i 2 (tj. 
ADC) završavaju se u C, gde rnogu da interferiraju. Ove dve putanje su očigledno analogoni pro- 

L1 ‘ 3 U vezi sa eksperimentom koji sino opisali preporučuje se kao detaljnije, а veoma slikovito i drarnatično 
napisano štivo: volumen III u seriji The Реуптап Lectures on Physics: R. P. Беушпап, R. B. Leighton, M. 

Sands, Quantum Mechanics (Addison-Wesley, Reading, 1963), str. od 1-2 do 1-13. 
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Slika 1.3: Eksperiment sa ogledalima. Izvor I zrači fotone. koji prolaze kroz kolimator K 
(dva paralelna otvora) kako bi se postigao paralelan snop. U tački A nalazi se semire&ektivno 
ogledalo (S-R. O.; naziva se i poluposrebrenim ogledalom, senčenjem je simbolički prikazan sloj 
srebra), na korne se foton sa jednakom verovatnoćom reSektuje ka tački B ili prolazi ka tački 

D. U tačkama B i D nalazi se po jedno potpuno reflektivno ogledalo (P-R. O.), koje reflektuje 
svetlost ka tački C na zastoru. 


laska kroz otvor 1 odnosno kroz otvor 2 u prethodnom eksperimentu. Znači, u semirefiektivnom 
ogledalu u A imamo analogon prvog zastora sa dva otvora (oba stalno otvorena). 

Analogija nije potpuna dok naš eksperimentalni uređaj ne snabdemo analogonima rnehani- 
zarna za zatvaranje otvora 1 i 2. U tu svrhu na mestu A moramo imati mogućnost da po volji 
zarnenirno semireflektivno ogledalo potpuno reflektivnim ogleđalorn analogonom zatvaranja 
otvora 2 ili pak golorn staklenorn pločorn analogonom zatvaranja otvora 1. Ovo se rnože 
postići, na prirner, jednim diskom na korne se nalaze S-R. O., P-R. O. i staklena ploča i koji 
može da rotira oko horizontalne ose koja prolazi ispod lista hartije u A. 

Sada na zastoru možemo da posmatramo interferencione obrasce u analogiji sa D\, D< 2 i Di. 2 
(Crtež C 1.2). 

1.1.9 Prednost eksperimenta sa ogledalima 

Osnovna razlika između eksperimenta sa semireflektivnim ogledalom i difrakeije kroz dva otvora 
je u touie što su u prvom optičke putanje 1 i 2 više razdvojene, što otvara mogućnost vršenja 
posebnih merenja 11 a njirna. Stoga moramo imati mogućnost đa ogledalo (P-R. O.) 11 B i u D 
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zamenimo detektorom. 

Modifikaciju eksperirnenta pomoću detektora proučićemo u sledećern odeljku. 

1.2 Princip neodređenosti i komplementarnost 

Na primeru ponašanja fotona na semireflektivnom ogledalu objasnićemo Heisenberg-ov princip 
neodređenosti i Bohr-ovu ideju komplementarnosti, kao i neodvojivost objektivnog dešavanja u 
mikro-svetu od eksperimentalnog uređaja posmatrača. Završićemo odeljak ukazujući na jedan 
paradoksalni aspekt opisanog ponašanja fotona. 


1.2.1 Eksperimenti sa ogledalima 

Vratimo se eksperimentalnom uređaju C 1.3. Na mestu A imaćemo stalno semireflektivno ogle- 
dalo, a na mesta B i D stavićemo u varijanti а potpuno reflektivna ogledala, a u varijanti b 
detektore. Radićemo sa slabirn izvororn I koji ernituje fotori po fotorr. 

Eksperirrrent u varijarrti a je sličan difrakciji kroz dva otvora i rrjegov je ishod difrakcioni 
obrazac (rra zastoru) koji je arralogan krivoj D 12 (C 1.2B), tj. koji rrastaje irrterfererrcijom fotona 
sa sarrrim sobom usled istovrerrrerre propagacije i optičkorrr putanjom 1 i putarrjom 2 (tj. fotorr 
se u A istovremeno i odbija i prolazi). 

U varijanti b kad god detektor u B zabeleži da je prispeo foton, detektor u D ćuti i obratno, 

kad se foton detektuje u D, ne detektuje se u B. Znači, ne možemo detektovati delić fotona, već 
samo ceo foton i on je tada ili putanjom 1 stigao u B ili je pak putanjom 2 stigao u D (ali rre 
istovremeno oba događaja). 

Varijantu b eksperimenta možemo da modifikujemo u varijantu b', tako što ćeino, recimo, 
sarno u D imati detektor, a u B ćerno ostaviti ogledalo. Onda se jedan deo polaznog snopa 
fotona detektuje u D, a drugi deo koji se ne detektuje, znači koji ide optičkom putanjom 1, daće 
rra zastoru difrakcioni obrazac koji je analogon od D i (C 1.2). 


1.2.2 Razaranje interferencije 

Možerno posurrrrrjati da li difrakciorri obrazac tipa D 1)2 rra zastoru rružno znači da se fotorr pro- 
pagira istovremeno i putanjom 1 i putanjom 2. Stoga pokušajmo da izvršimo takvu modifikaciju 
eksperimenta da bi u njoj izmerili kojom putanjom foton ide, a da pri tome obe putanje ostaju 
otvorene radi interferencije na zastoru. Detektor u tački B ili D apsorbuje foton i prekida dotičnu 
putanju. Morarno da smislimo nešto drugo. 

U stvari modifikovaćemo varijantu a eksperimenta i nazvaćemo to varijantom b". Zamislićemo 
misaorri eksperiment u korrre rra sarrrom sernireflektivnorrr ogledalu u A rrrožerrro da rnerirno 1 ' 2 * 1 
irnpuls koji fotorr saopštava ogleđalu kada se reflektuje rra putanju 1. Tako ćerno orida uvek zrrati 
da li je foton krenuo putanjom 1 (kađa se pojavljuje impuls od odbijarrja fotorra) ili putanjorri 2 
(kada ovaj inrpuls izostaje), a sarrr fotorr će bilo kojorrr od dve putarrje stići u tačku C. Pitarrro 
se šta je sa interfererrcijorn. 

L2J Ovde se radi o misaonom eksperimentu (tj. o nečeirm što je sarno u prirrcipu izvodljivo). U praksi je 
gotovo nemoguće postići da rrrakroskopski objekt kao S-R. 0. bude u takvorn mikroskopskom stanju da se rnože 
eksperimentalno razlikovati da И mu je mikroskopski impuls od refleksije fotona sapšten ili ne. 
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Kao što čitalac već verovatno sluti, odgovor glasi: difrakcioni obrazac na zastoru u varijanti 
b", nije analogon od D 1>2 već od О г + D 2 (C 1.2)! Mereći kojom putanjom foton ide razorili smo 
irrterferenciju. 


1.2.3 Nerazdvojivost objekta i mernog aparata 

Imajući u vidu pomenute rezultate, postavimo pitanje šta se zapravo dešava sa fotonom, na 
semireflektivnom ogledalu u ,4; da li se cepa na dva dela i ide istovremeno i putanjom 1 i 
putanjom 2 (kao što bi to pravi, tj. klasični, talas učinio), ili pak pođe jednom od dveju putanja 
(kao što bi to prava, tj. klasična, čestica uradila). 

Zahvaljujući pionirskim naporiina Nielsa Bohr-a (čitati: Nils Bor) i Wernera Heisenberg-a, 
danas znamo da ovakvo pitanje nerria srnisla. Nairne, ono pretpostavlja da se u prirodi nešto 
”dešava” nezavisno od posmatrača (ova pretpostavka je prećutno uvek prisutna u klasičnoj fizici), 
tj. da se procesi u domenu kvantnih pojava rnogu odvojiti od uloge posmatrača. Međutirn, u 
kvantnoj fizici ova premisa ne stoji 1-2 ' 2 . Opserver i kvantni objekt čine nerazdvojivu celinu : ono 
što se dešava zavisi rre sarrm od rnikro-objekta, već u presudnoj rrreri i od eksperimentalnog 
uređaja. Figurativno govoreći, u kvantnom domenu pojava ne možemo prosto slušati šta priroda 
govori, a da ona to govori jednako slušali mi ili ne. Moramo postavljati pitanja, a priroda daje 
odgovore. Pri tome je, kao što se često kaže, pitanje već pola odgovora. 

U opisanoj varijanti а eksperimentalni uređaj je takav da merimo talasni aspekt interferencije 
svetlosti (zapravo mogućnosti putanje 1 i 2 interferiraju); čestični aspekt, koji se sastoji u odluci 
da li ići putanjoin 1 ili 2, onda ostaje neodređen, ili, bolje rečeno, neostvaren. Nasuprot ovome, 
u varijanti b ili b' ili b" rnerimo upravo čestični aspekt, tj. odluku po kojoj putanji će se foton 
kretati, a talasni aspekt je neodređen. 


1.2.4 Princip neodređenosti 

Tako smo došli do slavnog Heisenberg-ovog principa neodređenosti. On iskazuje da postoje 
aspekti ponašanja kvarrtriih objekata u kvarrtriim eksperimentima koji su u takvorn odnosu da 
merenje jednog od njih nužno čini drugi neodređenim. Videćemo u odeljku § 2.1 da se neprecizni 
pojam "aspekta” može zameniti preciznim pojmom opservable, a u odeljku §4.1 ćemo se uveriti 
da princip neodređenosti rnože da se iskaže u jednoj kvantitativnoj formi koja nosi inalo drugaćiji 
naziv: relacije neodređenosti. 

1.2.5 Komplementarnost 

Niels-u Bohr-u dugujemo jedriu konceptualnu elaboraciju principa neodređenosti. Naime, za 
jedarr aspekt ponasanja kvantrmg objekta u kvantnom eksperimerrtu običrm postoji više (čak i 

1,2,2 Iako ima suprotnih mišljenja 11 zapadnim krugovima naučnika koji se bave fflosofijorn fizike, autor ovih redova 
se pridružuje onirna koji su ubeđenja da kvantnu nerazmrsivost objekta i subjekta ne treba shvatiti subjektivistički, 
kao da to umanjuje ili dovodi u sumnju objektivnu materijalnu egzistenciju spoijašrijeg sveta (tzv. bića). Radi 
se o torne da sve što je kvantna fizika u stanju da eksperimentalno kontroliše i teorijski izrazi, sve je to nužno 
hibridnog karaktera: zavisi i od kvantnog objekta i od makroskopskog rnernog uređaja (pri čemii je saina svest 
posrnatrača bez značaja). 
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beskonačno rrinogo) drugih aspekata tako da važi princip neodređenosti. Ali često postoji jedan 
određeni drugi aspekt koji je na neki način antipod prvog, u srnislu da je neodređenost tu naročito 

istražena (takoreći maksimalna). Takva dva aspekta Bohr naziva komplementarnim. 

U gornjim eksperimentirna varijanta a s jedrie strarie i varijante b ili b' ili b" s druge, rnere 
baš komplementarne aspekte ponašanja fotona. Merni uređaji dva komplementarna aspekta 
ponašanja se uzajamno potpuno isključuju u smislu da nije moguće napraviti treći uređaj koji bi 
objedinio bitne osobine ova dva uređaja. Zato, po Bohr-u, recimo u varijanti а nema srnisla pitati 
se da li foton ide putanjom 1 ili 2. Ovo pitanje bi bilo zasnovano komplementarnim aspektom koji 
se isključuje u varijanti a. Obratno, fizički je bez sniisla pitati se koju talasnu dužinu ispoljava 
foton u varijanti b ili b' ili b". To je ovde komplementarni aspekt koji eksperimentalni uređaj 
dotične varijante isključuje. 

Citalac bez sumnje prepoznaje u korriplernentarnosti čestičnog i talasnog aspekta ponašanja 
kvantnog objekta poznatu čestično-talasnu dualnost. Ali ne radi se samo o prorneni naziva za 
istu stvar, pojarrr komplementarnosti je šire zamišljen; on u stvari predstavlja uopštenje čestično- 

talasrre dvojstvenosti kvarrtrrih objekata. 


1.2.6 Paradoksalnost 

Као što smo rekli, prolazak fotona kroz đva otvora i kroz poluposrebreno ogledalo sadrže osnovne 
crte kvarrtrrog ponašanja i rnogu da rrarn posluže kao prirodan uvod u prve postulate kvantne 
mehanike, kojirna je posvećena sledeća glava. Ali bilo bi pogrešno zavaravati se da je tinie sve 
postalo sasvinr jasrro. 

Prateći u stopu jedno rezonovanje koje potiče od Einstein-a, izložićerno sad jednu rnarije or- 
todoksrm điskusiju gornjih varijanti a i b' eksperirrrenta sa sernireflektivnim ogledalorn. Pošto 
rastojanja AB i AD irrogu biti u principu proizvoljno velika, rnožerno pretpostaviti da eksperi- 
mentator donese odluku da li će u tački D imati ogledalo ili detektor nakon što je foton već prošao 
kroz S-R. (_). u tački A. (Umesto eksperimentatora odluku može da donese i sama aparatura, tj. 
neki slučajni proces u rrjoj.) Zrrači, ova odluka o varijanti a ili b' u inestu D onda određuje (bez 
interakcije ili drugog vidljivog mehanizma) u dalekom inestu A i to u prošlosti da 11 da foton ide 
obema putanjama ili da krene jednom od njih! To je u najmanju ruku neobično čudno. 

Videćemo u §4.4.7 šta ovo znači u formalizmu kvantne mehanike i uverieemo se da se 
”čudnost” (ili paradoksalnost, kako se obično kaže) u stvari svodi na poznati paradoks distant- 
nih korelacija. Ali već na ovorn rrrestu nrožerno da konstatujemo đa u kvarrtnim ferrorrrenirrra 
irrra nečeg celinskog u prostoru i vrernerru, što je u pojmovnoj koliziji sa lokalnošću na koju smo 
navikli naročito u specijalnoj teoriji relativiteta. Naiirre, lokalnost zahteva da svaki događaj 1-2 ' 3 
u nekoj tački prostor-vremena (prostora Minkowskog) utiče samo na okolne tačke r da se ovaj 
uticaj širi (na sve strane) konačnom brzinom (propagacija signala). Videćemo da lokalnost ne 
možemo uskladiti sa tzv. distantnim korelacijama. 

Treba napomenuti da se u savremenim laboratorijama koriste fotonski interferometri prikazani 
na crtežu C 1.3. Postoje i analogni neutronski interferometri. (Polupropusno ogledalo se naziva 
beam splitter, što na engleskom znači rascepljivač snopa.) 

'^kvarrtnoj fizici definiše sarno u funkciji određenog rnernog uređaja (određenog rrrerenja). Vremenska evolucija 
kvantnog sistema izolovanog od opservera rre rnože se smatrati sukcesijorn ”događaja” kao u klasičnoj fizici. 
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1.3 Princip superpozicije 

Pokazaćemo da iz eksperimenata opisanih u prethodnim odeljcima proizlazi jedan specifičan 
pojam: superpozicija stanja. Razrađujući ovaj pojam na primeru linearne polarizacije fotona, 
daćemo postepeni semi-intuitivni uvod u složeni sadržaj principa superpozicije, najosnovnijeg 
principa kvantne fizike. 


1.3.1 Superpozicija stanja 

U eksperimentu sa dva otvora kao i u eksperimentu sa semireflektivnim ogledalom (§ 1.1.2 odnosno 
§ 1.1.8 i § 1.2.1) videli smo da jedan foton može da prolazi istovremeno oba optička puta koji su 
mu na raspolaganju (kroz oba otvora odnosno i da se odbije i da prođe kroz ogiedalo). Istakli 
smo da je takva osobina poznata u klasičnoj talasnoj optici i da se sastoji u superpoziciji talasa. 

Kada uređaj eksperimenta podesimo tako da srno sigurni da foton ide sarno jednim od dva 
moguća optička puta, onda ćerno govoriti o određenom stanju fotona, što je u stvari pripadnost 
snopu fotona koji se prostire jednim od pomenutih puteva. Kada se foton prostire i jednirn i 
drugim optičkim putem istovremeno, onda se kaže da su odgovarajuća dva stanja superponirana, 
u novo stanje ili da se nalaze u koherentnoj mešavini pomenuta dva stanja. 


1.3.2 Koeficijenti u superpoziciji 

U klasičnoj teoriji talasa superpozicija se svodi na sabiranje amplitude talasnih oscilacija. Stoga 
se rnože očekivati da će i kvantna mehanika opisivati stanja entitetima koji se rnogu sabirati. 

Postavlja se pitanje da li se dva data stanja mogu superponirati samo u jednu superpoziciju, 
ili, kao što je to slučaj sa klasičnim talasima, dotična stanja mogu da učestvuju u superpoziciji sa 
različitim koeficijentima izražavajuci različiti stepen učešća stanja u koherentnoj mešavini; tako 
da ista dva stanja mogu da daju beskonačno innogo superpozicija. 

U naširn eksperimerrtima sa dva optička puta konstrukcija eksperimenata je bila takva da su 
oba puta bila jednako verovatna. Možerno to lako promeniti smanjujući jeđan od dva otvora u 
prvom zastoru odnosno stavljajući četvrt-posrebreno ogledalo itd. Onda se interferentni obrazac 
na drugom zastoru (koji potiče ocl interferencije dva optička puta) osetno menja, znači i super- 
ponirano stanje je znatno drugačije nego u prvobitnim eksperimentima. Dakle, odgovor je da 
postoje koeficijenti pri superponiranju. 

Ova situacija sa potrebom da se stanja sabiru vodeći računa o stepenu učešća (što je u vezi sa 
verovatnoćom) podseća na sabiranje običnih vektora. IJzmimo realni dvo-dimenzionalni prostor 
radijus-vektora u ravni (Crtež C 1.4). 

Pretpostavimo da ort x-ose, x 0 , na neki način predstavlja jedan optički put, a ort у- ose, y 0 , 
drugi optički put u naširn eksperirnentirna. Onda bi stanju koje je koherentna srneša jednako 
verovatnih optičkih puteva mogao da odgovara ort 0 (|), a superpozicij ama nejednako verovatnih 
istih puteva fotona bi odgovarali ostali mogući ortovi između x 0 i y 0 . Pošto je 0(|) = cos |x 0 + 
sin |y 0 , pri ovorn jednakom učešću dva stanja x 0 i y 0 koeficijenti su cos|, a verovatnoće su 
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°(f) 


x 0 х 

Slika 1,4: Foton polarisan duž 0 (|). 

1.3.3 Linearna polarizacija 

Za naša dva eksperirnenta iz prethodnih odeljaka ortovi na Crtežu C 1.4 uspostavljaju sarno neku 
analogiju sa onirn što bi očekivali od teorije. Ali postoji jedan drugi svetlosni fenomen za koji 
ovi ortovi irnaju preeizno značenje. Radi se o linearnoj polarizaciji svetlosti, 

Kao što je poznato iz klasične optike, neki kristali pogodno pripremljeni (tzv. Nicol-ove 
prizme) imaju tzv. optičku osu i svetlost koja kroz njih prođe je linearno polarizovana pod 
pravim uglom na optičku osu. Tu je Nicol-ova prizma u ulozi polarizatora, tj. uređaja koji 
priprema (preparira) polarizovan snop fotona. Pretpostavimo da se foton kreće pod pravim 
uglom na list hartije i to ka našern licu (recimo kroz koordinatni početak na Crtežu C 1.4). Neka 
y 0 definiše pravac linearne polarizacije fotona 1 * 3 ' 1 L3 * 2 

Ako se polarizovani fbton propušta kroz kristal identičan gore opisanom, onda ta Nicol-ova 
prizma igra ulogu analizatora. Recimo da y 0 definiše pravac lineame polarizacije fotona i za 
analizator. Onda naš foton sigurno prolazi kroz kristal. Međutim, ako x 0 određuje pravac 
lineame polarizacije analizatora, foton sigurno neće proći (ugasiće se u kristalu). 

Pretpostavimo sad da je polarizator bio zaokrenut tako da je foton lirrearrro polarizovan duž 
orta 0(“) na Crtežu C 1.4. Analizator neka je u istom položaju kao malopre, tj. neka propušta 
sarno fotone koji su polarisani duž ж -ose. Šta će se desiti sa našim fotonom? On će ili proći 
(ceo, foton se ne može rasparčati), ili će ga analizator apsorbovati. Ako propustimo kroz isti 
analizator snop fotona identično polarizovanih (na polarizatoru u pomenutom položaju), proći 
će sairm jedan deo rrjih i to oko polovine. Kao što srrm i rnalopre irnali, ~ = cos 2 |, a cos | je 
projekcija orta 0 (|) na ort x 0 . Morarno se zapitati da li ovo dizanje koeficijenta na kvadrat irria 
dubljeg zračenja. 

Odgovor ćenio lako dobiti inalom izmenom našeg polarizaciono-analizacionog eksperimenta. 
Zaokrenimo polarizator tako da snop fotona koji prođe kroz njega bude linearno polarizovan duž 

orta 0 (|) na Crtežu C 1.5. Neka analizator i dalje propušta sanio linearno polarizovane fotorre 
duž x 0 (što se tiče rrjihove polarizacije nakon prolaska). Ispostavlja se da oko 85 procenata fotona 

131 Ort уо u ovom primeru linearno polarizovanog fotona predstavlja unutrašnje stanje. Da bi dobili kompletno 
stanje fotona, уо se rnora dopuniti sa prostorno-vremenskim stanjem. 

L3 * 2 Nekad se urnesto o pravcu linearne polarizacije govori, rra ekvivalentan način, i o polarizacionoj ravrri, misleći, 
u našem slučaju, na уг -ravan (ort z 0 je u smeru prostiranja fotona) . 
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Slika 1,5: Foton polarisan duž O(f). 


prolazi, a 0, 85 ~ cos 2 f . 

U dmgoj varijanti ovog eksperimenta ostavimo polarizator nepomeren (fotoni su polarizovani 
duž 0(f )), a analizator zaokrenimo za f , tako đa propušta sarno fotone koji su polarizovani duž 
Уо- Ispostavlja se da prolazi oko 14 posto fotona. Opet imamo 0.14 ~ cos 2 +C 

Pošto se ovi rezultati mogu dobiti sa snopom fotona bilo kog intenziteta i to za bilo koju 
orijentaciju polarizatora, očigledno, svaki foton ili prođe kroz analizator ili ne, a verovatnoća 
prolaza jednaka je kvadratu projekcije orta polarizacije fotona na ort propuštanja analizatora. 

Lako je uočiti da rnogućnosti raznih lirrearrrih polarizacija uspostavljaju kontinuum inter- 
medijernih stanja između x 0 -polarizacije i y 0 -polarizacije, U literaturi je pokazarro da postoji 
kontinuum medđustanja i izrrređu gore porrrenutih čestičnih i talasnih stanja kvantne čestice. 

1.3.4 Nclinearne polarizacije 

Uverili srrro se da se pri superpoziciji stanja kvantnomehaničkog sistema radi o sabiranju vektora 
u vektorskorn prostoru (koji igra ulogu prostora stanja). Ali postavlja se još pitarrje da li je 
realni vektorski prostor (kao na Crtežu C 1.4 i C 1.5) uvek dovoljari; pre svega da li je đovoljan 
za potpuno opisivanje polarizacionih pojava svetlosti. 

Za linearnu polarizaciju je dvodimenzionalni realni vektorski prostor, kao što smo videli, 
dovoljan. Ali, kao što je poznato, postoje i druge polarizacije fotona: cirkularne, eliptične itd. 
One se, da podsetimo, opisuju pornoću vektora iz dvodimenziorialnog kornpleksnog vektorskog 
prostora (koji dobijarno rnnožeći ortove x 0 i y 0 sa kornpleksnim brojevirrra). 

Na primer, desno cirkulamo polarizova.no stanje fbtona opisuje se vektorom stanja (u stvari 
ortom u dvodimenzionalnom kompleksnom vektorskom prostoru) : 

(-f7|X 0 + -^=Уо)е ш \ (1.3.1) 

gde je u frekvencija, a t vreme. Kao što se vidi iz (1.3.1), upotrebom kompleksnih koeficijenata 

(razvijarrja kornpleksnog vektora starrja po x 0 i y 0 kao bazisu) pojavljuje se konstantna (u vre- 
rnenu) razlika u fazi izrneđu linearnog oscilovanja duž rc-ose i oscilovanja duž у- ose (jer г = e+), 

što i dovodi do cirkularne polarizacije. 
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1.3.5 Princip superpozicije 

Na kraju ovog semi-intuitivnog uvođenja u sadržaj pojma koherentnog mešanja, možemo reći 
da se princip superpozicije (ili princip koherentnog mešanja) stanja u stvari sastoji u izražavanju 
stanja fizičkog sisterna ortovirna koji su elementi kompleksnog linearnog vektorskog prostora, 
tako da sabiranje vektora odražava rnogućnosti fizičke superpozicije stanja. 


1.4 Osnovni statistički pojmovi u fizici 

U ovom odeljku daćemo koncizni pregled nekih osnovnih pojrnova bilo koje statističke oblasti 
fizike. Ovi pojmovi leže podjednako u osnovi kvantne mehanike kao i klasične statističke fizike. 
Svrha ovog pregleda je da se otkloni mogirćnost nesporazuma i uspostavi jedari statistički rečrrik 
koji će biti neophodan u izlaganju kursa. Neke dovoljno važne opšte teoreme ćemo i dokazati. 
Sto se tiče ilustracije pojmova, oslonićemo se na eksperimente iz odeljaka § 1.1, § 1.2 i § 1.3. 


1.4.1 Statistički ansambl 

Osnovni pojam i istovremeno osnovni predmet proučavanja svake statističke nauke je statistički 

ansambl To je, po definiciji, dovoljno velik broj po nečemu jednakih objekata. Najmanji broj 
objekata koji je dovoljno velik varira od jedne primene do druge i većinom se empirijski određuje, 
a po čeinu objekti moraju biti jednaki, to takođe zavisi od definicije konkretnog statističkog 
ansambla. 

Mi smo imali primer ansambla (snopa) fotona kako u eksperimentu sa dva otvora, tako i u 
eksperimentu sa semirefiektivnim ogledalom. 

1.4.2 Osnovne vrste statističkih ansambala 

Pre svega postoje tzv. prostorni ansambli (nekad zvani i Boltzmann-ovi ansambli), u kojima se 
objekti (elementi ansambla) nalaze istovremeno jedan pored drugog u pmstoru. Ali, što je od 
presudne važnosti, sve posmatrane pojave potiču od svakog objekta pojedinačno, a veliki broj is- 
tovremeno prisutnih objekata (na primer fotona) samo daje obično nagomilavanje, intenzifikaciju 
efekata. 

Kao što smo rekli ranije, oba eksperimenta iz odeljaka §1.1 i §1.2 inogu se izvesti i u vari- 
janti sa tzv. vremenskim ansamblima fotona. U ovakvom ansamblu objekti su raspoređeni po 
vremenskoj osi, tj. objekti se pojavljuju jedan posle drugog, nikad dva istovremeno. U riaširn 
prirnerima fotonski ili elektronski izvor je izračivao jeđnu po jednu česticu. 

U stvari, prostorni i vreinenski ansambli predstavljaju dve krajnosti. Najčešće se susreću 
prostorno-vremenski ansambli, kao snop fotona ili elektrona, kojih i trenutno irna priličan broj 
jedan pored drugog u prostoru, a i vrširno akurnuliranje dotičnih čestica u izvesnom vremenskom 
intervalu (kako bisrno postigli dovoljnu intenzivnost merenih efekata). 
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1.4.3 Preparacija ansambla 

Mada često nailazimo na ansarnble u prirodi (na pr. atmosfera je ansambl molekula vazduha) , 
to u stvari nisu ansambli u statističkom smislu, jer nismo sigurni da svi elementi ansambla 
imaju jednu ili više jednakih osobina koje karakterišu statistički ansambl. Zato je statistički 
ansambl potrebno u početnom trenutku pripremiti ili preparirati kako bi se osvedočili da svaki 
element ima osobine o kojima je reč. Ova preparacija ansambla u početnom trenutku u stvari 
predstavlja početni uslov. U našim primerima preparaciju vrši izvor monohromatske svetlosti 
(zajedno sa kolimatorom ako ga ima). koji upućuje snop fotona ka otvorima zastora odnosno ka 
semireflektivnom ogledalu. U ovorn slučaju ”jednake” osobine fotona su određena talasna dužina 
i odgovarajuća usrnerenost u kretanju. 


1.4.4 Stohastičke varijable i distribucije po događajima 

Osnovne predikcije statističke nauke su verovatnoće pojedinih događaja. U fizici se događaj 
obično definiše kao dobijanje određene brojne vrednosti određene realne stohastičke (ili .stati- 
stičke) varijable, koja se, sa svoje strane, definiše određenim skupom realnih vrednosti i određenim 
mernim postupkom. 

Vratimo se, primera radi, našim eksperimentima. Pretpostavimo da zastor na korne se opaža 
interferentni obrazac ima pojednostavljenu formu kao na Crtežu Cl.6, tj. da se sastoji od 8 
kvadratića, a geometrija celog eksperimenta da je takva da svaki foton rnora pasti na zastor 
(”idealni” eksperiment). Stohastičku varijablu X onda možemo da definišemo tako da uzima 
vrednosti 1,2,. ..,8, a pojedine vrednosti znače da je foton pao u kvadratić označen tim brojem. 
(Drugi primer imamo u bacanju kocke.) 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 


Slika 1.6: Zastor. Vrednosti stohastičke varijable su 1, . . . ,8. 


Zamislimo jedan prostorno-vremenski ansambl fotona koji pada na zastor. Eecimo, radi 
jednostavnosti, da pri datom intenzitetu svetlosti i pri datom intervalu eksponiranja zastora 
(koji možemo da zamislimo i kao foto-ploču) imamo 1000 upadnih fotona (broj sigurno premali 
za jasan interferencioni obrazac, ali dovoljan za našu ilustraciju pojmova). Neka je raspored ili 
distribucija fotona po kvadratićima zastora data, recimo, krivom kao na Crtežu C 1.7. Na apscisi 
su nanesene vrednosti varijable X (tj. brojne oznake kvadratića) , a na ordinati je prikazan broj 
fotona koji je pao na dotični kvadratić i to, radi jednostavnosti, u stotinama fotona. 


1.4.5 Verovatnoća 

Na kvadratić 5, na primer, palo je 400 od 1000 fotona. Broj 400 je frekvencija, a broj = | 
je relativna frekvencija dotičnog događaja pri merenju. To je, po definiciji, pravi razlomak koji 
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Slika 1.7: Distribucija rezultata merenja stohastičke varijahle sa Crteža Cl.6 u eksperirnentu 
sa 1000 fotona. 


pokazuje za koliki deo od ukupnog broja objekata u ansamblu se dotični događaj desio. Pri 
tome se, naravno, pretpostavlja da se na svakom elernentu ansarnbla vršilo merenje u našern 
primeru, da je svaki fbton pao na zastor. Eelativna frekvencija događaja 4, 6 i 7 je I, odnosno 
4, odnosno 4-, 

Svrha verovatnoće nekog događaja je da predskaže njegovu relativmi frekvenciju pri odgo- 
varajućem merenju. Verovatnoća v^ i-tog događaja definiše se kao granična vrednost relativne 
frekvencije i- tog događaja kada broj elemenata u ansamblu (tj. veličina ansambla) N teži 
beskonačnosti. 

Pošto ”4 > 0, jTji jf = % = C uvek važe veorrra važne relacije koje izražavaju nenegativnost 

verovatnoće, odnosno njenu normiranost (na jedinieu): 


Vi > 0 , % = 1 , 2 , 




(1.4.1a, b) 


1.4.6 Klasični prostor događaja 

Vrednosti 1 ,2, ... ,8 stohastičke promenljive X sa Crteža Cl.6 su događaji koji određuju tzv. 

prostor događaja. To je, po definiciji, skup svih elementarnih i složenih događaja. Elernentarni 

događaji u našern prirneru su sarrre pornenute vrednosti varijable, a jedarr složen događaj na 
рг. glasi: (1 ili 5 ili 7). Očigledno, prostor događaja svodi se na isto što i partitivni skup (tj. 
skup svih podskupova od) skupa {1,2,..., 8}, samo što se operacija unije zamenjuje operacijom 
”ili”, koja se obeležava takođe sa U (kao i unija). Skupovna operacija "presek” zamenjuje se 
događajnom operacijom ” istovremeno” ; na pr., događaj (1 ili 3) istovremeno sa događajem (1 ili 
5) je đogađaj (1). Ova operacija obeležava se sa П (kao i presek skupova) 1 ' 4 ' 1 . 

Ako pri merenju promenljive X na statističkom ansamblu od N objekata dobijemo na Ај 
objekata rezultat X = i, i = 1, 2, ..., 8, onda je relativna frekvencija na pr. složenog događaja (1 


i.4.ip rog t or događaja je po strukturi, kao i partitivni skup, tzv. Bool-ova (čitati: Bulova) algebra. 
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ili 5 ili 7) očigledno ЊЈЈЏ+Ш, a verovatnoća mu je 

v(l ili 5 ili 7) = w(l) 4- 1'(5) + v(7), (1.4.2) 

tj. jednaka je zbiru verovatnoća elementarnih događaja na koje se dotični složeni događaj razlaže. 

Kaže se da su dva događaja đisjunktna ako nernaju ni jedan zajednički elementaran događaj (u 
analogiji sa disjunktnim skupovima, koji nemaju zajednički element). Na primer, događaj ”parne 
vrednosti od X” i događaj ”neparne vrednosti od X” su disjunktni. Očigledno, verovatnoća 
događaja koji se dobija operacijom ”ili” iz dva ili više disjunktna događaja jednaka je zhiru 
verovatnoća tih pojedinih događaja na koje se složeniji događaj razlaže (bez obzira da li su ovi 
elementarni ili složeni sa svoje strane) . 

U prostoru događaja postoji sigumi događaj i nemogući događaj. Ovi događaji se često 
nazivaju i a/psolutno sigurnim i apsolutno nemogućim, jer se u svakom pojedinom merenju prvi 
mora desiti, a drugi ne može desiti. Kako god da se zada verovatnoća, ona sigurnom događaju 
mora da pripiše 1, a nemogućem 0. U slučaju pomenutog prostora događaja apsolutno sigurni 
događaj je (1 ili 2 ilL.ili 8), a apsolutno nemogući događaj je (nijedna vrednost). 

Jedna konkretna tzv. distribucija verovatnoće i = 1 , 2 , .... 8 (to je zadavanje verovatnoće 
svih elementarnih događaja) na prostom događaja rrmže da pripiše vrednost 1 i događaju koji 
nije apsolutno siguran, a vrednost 0 i događaju koji nije apsolutno nemoguć. Onda se govori o 
stohastički sigurnom odnosno o stohastički nemogućem događaju (relativni pojmovi, definisani u 
odnosu na dotičnu distribuciju verovatnoće + !). U ansamblu od 8 događaja koji opisuje dotična 
distribucija verovatnoće stohastički siguran događaj se može desiti N s < N puta, a stohastički 
nemogući događaj N n > 0 puta, ali fjr -+ 1 kad N -+ oo i -+ 0 kad N -+ oo. 


1.4.7 Uslovna verovatnoća 


Као što smo rekli, a (1 b je događaj koji se definiše kao događaj a istovremeno sa događajem 
b. Pored obične relativne frekvencije NV 1 događaja a П b, od važnosti je i uslovna relativna 
frekvencija (uslov je da se događaj a desio), a još više njen limes 1 * 4-2 : 


v a (b) d = lirn 


af)b 


N a oo N n 


(1.4.3) 


koji se naziva uslovnom verovatnoćom (a je uslovni, a b je tekući događaj). Radi razlikovanja od 
uslovne, o običnoj \ T erovatnoći se ponekad govori kao o apsolutnoj vero\ T atnoći. 

Osnovni teorem uslovne verovatnoće glasi: 


v(a П b) = v(a).v a (b). (1-4.4) 

Lako se vidi da iz (1.4.3) odmah sleđi (1.4.4), kao relacija koja povezuje apsolutnu i uslovnu 
verovatnoću. Na osnovu (1.4.4) znamo kojoj apsolutnoj verovatnoći odgovara koja uslovna ve- 
rovatnoća (obe su definisane na istim frekvencijama N a ). 

Kaže se da događaj b implicira događaj a, i piše se b C a ako b = a(~)b (tj. kad god se đesi b, 
desio se i a, tj. a je složeniji događaj). Onda se a rnože razložiti na b i na još neki sa b đisjunktan 

događaj. Iz (1.4.4) sledi za slučaj da b C a: 

v(b) = v(a)v a (b). (1-4.5) 


def„ 


ozriačavaćerno ”po definiciji jednako”. 


1,4 ‘ 2 Sirnbolom 
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1.4.8 Srednja vrednost 

Ako je neka stohastička varijabla X diskretna, npr. ako uzirna vrednosti iz nekog diskretnog 
skupa realnih brojeva X = {x\,X 2 , ■ ■ .}, onda se srednja ili očekivana vrednost od X, koja se piše 
X' (u kvantnoj mehanici često kao ( X )), definiše kao aritmetička srednja vrednost: 



(1.4.6a) 


gde je jj- relativna frekvencija događaja х*. Ako se uzme N dovoljno veliko i izjednači relativna 
frekvencija sa odgovarajućom verovatnoćom u*, onda se (1.4.6a) svodi па 


v — f V' т 'n 


(1.4.66) 


često se o (1.4.66) govori као o usrednjavanju varijable X. 

Treba uočiti da u slučaju diskretne \ T arijable X, srednja vrednost ne mora biti jedna od 
mogućih vrednosti X\, x 2 , ... te varijable. A ako slučajno jeste, ne mora biti najverovatnija vred- 

nost. 


1.4.9 Gustina verovatnoće 

Ako je stohastička varijabla Y neprekidna, npr. ako uzima kontinualno sve vrednosti iz ne- 
kog intervala (a, b), onda se obično definiše gustina verovatnoće p(y) tako da je p(y) dy (infini- 
tezimalna) verovatnoća da se pri merenju promenljive Y dobije vrednost iz (infinitezimalnog) 
intervala (у — | d у, у + | d у). Srednja vrednost je u ovorn slučaju 

(1.4.7) 


1.4.10 Neodređenost distribucije 

Pored srednje vrednosti, najvažnija veličirra koja narri daje kvantitativne informacije o distribuciji 
verovatnoće po mogućirn vređnostima stohastičke varijable X je tzv. neodređenost ili standardna 
devijacija ДХ. To je, po definiciji, pozitivni kvadratni koren iz srednje kvadratne devijacije: 

ДХ ^ \J( Xi -X) 2 = ^>(ж<-Х) 2 . (1.4.8a 

Naime, (х^ — X) su pojedine (i = 1, 2, . . .) devijacije ili odstupanja (od srednje vrednosti), 
(х^ — X) 2 su pojedine kvadratne devijacije, a (х^ — X) 2 je srednja kvadratna devijacija (ДХ) 2 , 
koja se često naziva i disperzijom. 

Ako stohastička varijabla Y nije diskretna nego je neprekidna, onda se AY definiše po uzoru 
na sledeći obrazac: 

Д Y = Jtp(y)(y-Yrdy, (1.4.86) 




koji važi za prirner varijable definisarre u intervalu (a, b). 

Sada čerrm da dokažemo veoma važari teorem za neodređenost distribucije verovatnoće. 
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Teorem 1 . 4.1 Za svaku stohastičku varijablu Z i za svaku distribuciju verovatnoće po mogućim 

vrednostima od, Z kvadrat neodređenosti (( AZ) 2 je jednak razlici srednje vrednosti kvadrata va- 
rijable i kvadrata srednje vrednosti varijable: 

(1.4.9) 

Dokaz: 1ЉЗ (AZf = (Z - Z) 2 = Z 2 - 2 ZZ + Z 2 ='W-2Z' 2 + Z 2 ='Z 3 -Z 2 . Q. E. D. 

Napomena 1.4.1 U dokazu smo (Z — Z) 2 tretirali kao novu stohastičku varijablu koja je funkcija 
varijable Z (i ona je diskretna ili kontinualna več prerna torne da li je Z diskretna ili kontinualna 
varijabla). Osirri toga, iskoristili smo sledeće dve osnovne osobine srednje vrednosti, koje neposredno 
slede iz definicije (1.4.66) i (1.4.7): 

a) srednja vrednost je linearni funkcional na skupu varijabli, tj. [aZ\ + hZ^) = aZ\ + 6 Z 2 , gde su a 

i b brojevi, a Z± i Z 2 varijable (a ”funkcional” znači unarno preslikavanje, tj. preslikavanje po 
jednog elementa iz nekog skupa, i to u brojeve): 

b) srednja vrednost konstante je ta ista konstanta: Z = a +> Z = a. 

Očigledno, rezonovanje 11 dokazu Teorema T 1.4.1 ne zavisi od toga da li je Z diskretna ili 
neprekidna varijabla. 

1.4.11 Oštra vrednost varijable 

Neka je X diskretna stohastička varijabla koja uzima (konačno ili prebrojivo beskonačno mnogo 
ne nužno različitih) vrednosti Xi,x 2 , . . . Neka je vi, v 2 , . . . jedna zadata distribucija verovatnoće. 

Kaže se da X ima oštru vrednost х^ 0 ako 

Vi = 0 kad god ф х^ 0 , (1.4.10) 

tj. ako je jedna od vrednosti varijable stohastički sigurna, a sve ostale vrednosti su stohastički 
nemoguće. 

Sada ćemo dokazati važan potreban i đovoljan uslov za to da diskretna varijabla X ima oštru 
vrednost pri zadatoj distribuciji verovatnoće гд. 

Teorem 1 . 4.2 Neka je X diskretna stohastička varijabla, a v^, i = 1,2,... zadata distribucija 
verovatnoća. X ima oštru vrednost ako i samo ako je neodređenost nula: 

(1.4.11) 

Dokaz: a) Potrebnost. Pretpostavimo da Vi zađovoljava (1.4.10). Onda X = Yli v i x i = х + 1 (ДХ ) 2 = 

ЈЈОФг ~X io ) 2 = 0 . 

b) Dovoljnost. Pretpostavimo da važi АХ = 0, tj. Ydi v i( x i ~ X ) 2 = 0. Pošto je ovde zbir nenegativnih brojeva 
nula (uporediti (1.4.1a) i irnati u vidu da tretirarno sarno realne varijable), svaki sabirak posebno rnora biti 
nula 1-4-4 : Vi(xi — X) 2 = 0, Vi. Pošto svaka distribucija verovatnoće rnora biti normirana na jedinicu (uporediti 
(1.4.1b)), a sve su verovatnoće nenegativne, bar za jednu vrednost indeksa moramo imati pozitivnu verovatnoću. 
Neka j prebrojava elementarne događaje (tj. vrednosti od i) za koje je verovatnoća pozitivna. Iz gornjeg sledi: 
Vj(xj — X ) 2 = 0, =š> ( Хј — X) 2 = 0 =>- х j = X, Vj. Dakle, X je jedna od mogućih vrednosti i ona je stohastički 
sigurna (jer se sve Хј podudaraju), tj. X ima oštru vrednost. Q. E. D. 


АХ = 0 


(AZ) 2 =' Z 2 - Z 2 


L4 * 3 ”Q. E. D.” je skraćeno od qimd erat demonstrandum ; to na latinskorn znači: što je trebalo pokazati. 

1,4,4 Simbolom ”V” označavamo ”za svaku od mogućih vrednosti”. 
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1.4.12 Mešanje ansambala 

Statističke ansamble možemo pomešati u nađansambl. Neka imamo, recimo, K ansambala sa po 
Nk, k = 1, 2, ..., K objekata u njinia. Pod rnešanjem ovih ansambala podrazumeva se uzirnanje 

nadansambla od svih N = Y^=i objekata. (U nadansamblu objekti sn ”pomešani”, tj. ne 
zna se koji objekt potiče iz kog od K prvobitnih ansambala.) 

Nadansambl se naziva mešavinom ili snrešom (K prvobitnih ansambala) , a razlomci == 4r 
nazivaju se statističkim težinama podansambala k = 1,2, .... K u njeiriu 1 * * - 4 - 0 . Kada —t oo, Vk, 
onda i N — > oo i (što u stvari kompletira definiciju mešanja ansambala) statističke težine w^ 
ostaju nepromenjene. 

Ako su bar dva pođansarnbla ”različita”, onda se za nadansambl kaže da je nehomogen ili 

mešan (u užem smislu). Ako se, naprotiv, neki statistički ansambl ne može dobiti mešanjem 
dva ili više ansambala od kojih su bar dva različita, onda se kaže da je ansambl homogen ili 
čist. Mešanim ansamblom u širem smislu naziva se ansambl koji je nehomogen ili (u specijalnom 
slučaju) homogen. 

U eksperimentu sa semireflektivnim ogledalom u varijanti h" (videti § 1.2.2) skup svih fotona 
koji stignu na zastor je nadansambl ili mešavina sastavljena od dva podansambla: od skupa svih 
fotona koji optičkoin putanjom 1 (prvi podansambl) i od skupa svih fotona koji idu optičkom 
putanjom 2 (drugi podansambl) . Pošto semireflektivno ogledalo jednak broj fotona reflektuje i 
propušta, ovde su statističke težine Цј- = jj- = |. 

Mešavirru (nadansambl) treba dobro razlikovati od koherentne mešavirre ili superpozicije 
(§ 1 . 3 . 1 ). Varijanta a eksperimenta sa semireflektivnim ogledalom (§ 1.2.1) daje superpoziciju 
(difrakcioni obrazac tipa I\ 2 , C 1.2), a, kao što srno rekli, u varijanti b" iniarno prirner za običnu 
(tj. nekoherentnu) mešavinu ansarnbala (difrakcioni obrazac tipa Di + D 2 ). 


1.4.13 Vremenska evolucija 

Ako u toku nekog vremenskog intervala eksperimentator ne vrši nikakvu intervenciju na objek- 
tima ansambla, onda se sa svim tim objektima dešava spontana vremenska evolucija (promena 
po zakonu kretanja). Samim tim menja se i statistički ansambl i ova promena se naziva vre- 
menskom evolucijom ansambla. Teorijsko znanje o objektima u ansamblu, koje se, kao što sino 
videli, izražava raspodelama verovatnoća u,;. takođe mora (u opštem slučaju) da se menja pri 
vremerrskoj evoluciji. 

1.4.14 Selektivno i neselektivno merenje 

Prilikom merenja jedne diskretne stohastičke varijable X na ansamblu, možemo na dva načina 
dobiti krajnji ansambl: 

i) ako izdvojimo podansambl svih objekata iz ansambla rra kojirrra srrro dobili određeni urrapred 

fiksirani rezultat х^ pri merenju X, oncla govorimo o selektivnorn merenju vrednosti od 

A; 


1,4 ' a Statističke težirie su analogoni kvadrata od rnodula koeficijenata u superpoziciji, uporediti § 1.3.2 i § 1.3.3. 
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ii) ako i nakon rnerenja sve objekte ostavirno u jednorn ansamblu, onda govorirno o neselektivnom 
merenju. 

Pri neselektivnom uierenju se broj sistema u ansarnblu konzervira, tj. i nakon uierenja irnarno 
sve objekte ansarnbla u vidu. Nasuprot torne, pri selektivnorn rnerenju ograničavamo se posle 
merenja. na podansambl i ispuštamo iz vida sve objekte na kojima nismo dobili unapred fiksirani 
rezultat. 

Ansambl koji nastaje neselektivnirn rnerenjern varijable X je mešavina podansambala koji 

nastaju selektivnim merenjem, a statističke težine su pri torne jednake relativnim frekvencijarna, 

tj. (približno) verovatnoćama гц. 

1.4.15 Prediktivno i retrospektivno merenje 

Radi ilustracije pojmova iz prethodnog paragrafa, vratimo se na linearnu polarizaeiju svetlosti 

(§ 1.3.3). Pretpostavimo da je polarizator preparirao čisti snop fotona polarisanih duž orta O(-). 
Postavimo analizator duž orta x 0 . Na fotonima koji prođu analizator izvršili smo selektivno 
merenje 1 ' 4 ' 6 linearne polarisanosti duž x 0 , a njihov snop (koji se ovog puta sam izdvaja) je 
ilustracija podansambla koji posle merenja sađrži sve objekte sa određenim mernim rezultatom. 
Tu se radi o tzv. prediktivnom merenju, jer je to rnerenje koje ornogućuje da predskažemo 
(izvršimo predikciju) u korn će se stariju foton naći posle rnerenja. 

Za fotone koje je analizator apsorbovao se u stvari ispostavilo da su bili polarizovani duž y 0 
orta. Na njima je, kao što se kaže, retrospektivno izmeren dotični rezultat. Naime, rezultat se 
odnosi na prošlost: na trenutak početka interakcije fotona sa rnernirn aparatorn. 

Pošto foton ili prođe ili bude apsorbovan u analizatoru, ” analiza” niože da se smatra neselek- 
tivnirn rnerenjein u korne se odlučuje da li je foton polarizovan duž x 0 ili ortogonalno na rijega. 
Samo, kao što smo videli, ovo je đelom prediktivno, a delorn retrospektivno merenje, tako da se 
ne uklapa u potpunosti u gornju definiciju neselektivnog merenja, jer srno gore irnali u vidu (kao 
što je to uobičajeno u kvantnoj mehanici) isključivo prediktivno merenje. 


1.4.16 Promena ansambla pri merenju 

Као što je poznato, u klasičnoj fizici se pretpostavlja da merenje uopšte ne menja objekte u an- 

samblu, već samo dovodi do saznanja koja je vrednost merene varijable. U stvari, i u klasičnoj fi- 
zici realno merenje uspostavlja privremenu interakciju između mernog aparata i inerenog objekta 
i zato, po pravilu, dolazi do izvesne promene osobina i, preina toine, do proinene stanja objekta. 
Ali teorija korespondira idealnom, a ne realnom, eksperirnentu, a to je po definiciji granični 
slučaj realnog eksperirnenta u korne i jačina interakcije i vrerne trajanja interakcije teže nuli. 
Onda naravno i pomenuta promena osobina objekta izazvana interakcijorn teži nuli. 

U kvantnoj rnehanici se svaka interakcija svođi na izmenu dejstva izrneđu interagujućih fizičkih 
sisterna, a đejstvo se izrnenjuje u kvantima h (Planck-ova konstarrta) . Zrrači, postoji rrrinirrralna 
izrrrena. dejstva (jedarr kvarrt), te u prirrcipu rre možeirro da pustirrro interakciju da teži rruli. Prema 
torrre i idealrio mererrje u kvantnoj mehanici (koje je i ovde po definiciji graničrri slučaj u kome je 

1 ‘ 4-6 U ovom eksperimentu nemamo na prirodan rračin definisanu stohastičku varijablu sa rnogućim vrednostima, 
mada to inožemo formalno lako učiniti. 
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Glava 2 


STATISTIČKI POSTULATI I 
GEOMETRIJA KVANTNE 
MEHANIKE 

2.1 Stanja, opservable i verovatnoća 

U ovom odeljku započinjemo deduktivnu izgradnju kvantne mehanike formulacijom tri najosnov- 
nija postulata. Oni daju odgovor na sledeća pitanja: 

i) kako teorijski izraziti homogeni kvantni ansambl? 

ii) kako opisati ponašanje objekata u eksperimentima? 

iii) kako izračunati verovatnoće pojedinih mernih rezultata? 

Izvešćemo i nekoliko neposrednih posledica prva tri postulata. 


2.1.1 Čisti kvantni ansambli 

Svaki fizički sistern je u osnovi kvantni sistern, ali izvesna gruba posmatranja na njernu rnogu da 

se objasne klasičnorn fizikorn, koja se srnatra aproksirnacijorn kvantne rnehanike (u kojoj h teži 
nuli). Prerna torne, o fizičkom sistemu se govori kao o kvantnom sistemu ako se na njeuru vrše 
rnerenja čiji se rezultati rre rnogu objasrriti u aproksimaciji klasične fizike, već je za to rreophodrra 
kvantrra meharrika. 

Statistički ansambl sastavljen od ”jednakih” kvantnih sistema naziva se kvantnim ansamblom. 
”Jednakost” svakako sadrži iskaz da se radi o istoj vrsti fizičkog sistema 2-11 (npr. o atomu 
vodonika). U preparaciji ansambla ”jednakost” dobija precizan sadržaj. 

Dva kvantna ansambla se smatraju ekvivalentnim ako daju jednake distribucije verovatnoće 
po mernim rezultatima svake stohastičke varijable. Ekvivalentni ansambli se opisuju istim mate- 
matičkim entitetom 2-1 ' 2 . Kvantni ansambl se naziva homogenim ili čistirn ako nije ekvivalentan 

2J J U kvantnoj mehanici se pretpostavlja da je vrsta kvantnog sisterna unapred fiksirana i onda joj se, kao što 
ćeino videti, pridružuje prostor stanja. Sav kvaritnoinelianički fbrrnalizam i kvantne zakonitosti formulišu se u 
prostoru stanja dotičnog kvantnog sistema. 
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mešavini kvantnih ansambala od kojih su bar dva uzajamno rieekvivalentna, tj. ako rrije neho- 
mogen. Kada se ima u vidu kvarrtni sistem koji pripada čistom kvarrtrrom arisamblu, običrro se 

govori o čisiom stanju , ili najčešće kratko o stanju, sistema. Takozvano rnešano stanje kvantnog 
sistema, što u stvari znači da sistem pripada kvantnom ansamblu koji rriože biti i nehomogen, 
proučićemo detaljnije u odeljku § 4.3. 

Cisto stanje je osnovni pojam pri opisivanju kvantnog sistema i predstavlja analogon klasičnog 

čistog stanja, tj. tačke u faznom prostoru sistema. U čistom stanju kvantni sistem je maksimalno 

preeizno i potpuno opisan. 

Veliki pioniri kvantne mehanike Niels Bohr, Werner Heisenberg, Wolfgang Pauli, Мах Born 
itd. (tzv. kopenhagenska škola mišljenja) smatrali su da je kvantni čisti ansambl homogen u 
apsolutnom smislu, tj. da je fizički besmisleno postaviti pitanje da li je to možda mešavina ne- 
ekvivalentnih subkvantnih podansambala (karakterisanih tzv. skrivenim parametrima). Takođe 
su zamišljali čisto stanje kao stanje individualnog kvantnog sistema, a ansambl su smatrali ne- 
ophodnim sarno za laboratorijsko osrnišljavanje distribucije verovatnoće po rezultatima rnererija. 
Danas njihov stav sve više podleže preispitKanju. Eksperirnentalni i teorijski rezultati bliže ili 
đalje budućnosti će pokazati da li su kvantni čisti ansambli u stvari subkvantni rnešani (rreho- 
rnogerri) arrsambli (kako god da se jedrrog darra defirriše pojam ” subkvarrtrrog” ) ili ne; drugirn 
rečima, da li je kvantno čisto stanje kvantnog objekta samo za kvantnog fizičara maksimalno po- 
znato stanje, a u stvari odgovara nepotpunom poznavanju sistema (kao što je slučaj u klasičnoj 
statističkoj fizici) ili je to maksimalno određeno stanje kvantnog sistema kako to leži u prirodi 
stvari. 


2.1.2 Postulat o stanjima 

Prvi zadatak kvantne mehanike sastoji se u tome da definiše entitete koji će teorijski korespon- 
dirati čistom stanju datog kvantnog sistema. 

Moramo se zapitati šta se zapravo očekuje od jednog entiteta pomoću kojega je statistički 
ansambl ” zadat” , tj. koji teorijski korespondira ansamblu. Odgovor proizlazi iz našeg pregleda 
statističkih pojmova (§1.4): Za svaku stohastičku varijablu Z koja niože da se meri na svim 
objektima ansambla rnora da se iz dotičnog entiteta može izračunati distribucija verovatnoće po 
mogućim vrednostirrra od Z. 

Setimo se linearne polarizacije i pretpostavimo za trenutak da se jedino linearna polarizacija 
rnože rneriti na ansamblu fotona. Onda, kao što srno videli u §1.3.3, entitet koji opisuje čisti 
ansambl linearno polarizovanih fotorra npr. duž orta 0(|) je sarn taj ort, jer njegov kvadrat 
projekcije daje verovatnoću. Viđeli srno u § 1.3.4 da se, pri uzimanju u obzir i nelinearnih polari- 
zacioriih fenomena, urrutrašnje stanje fotorra izražava ortorrr u kompleksriom lirrearrrom prostoru. 
U opštem slučaju u tu svrhu služi jedan kompleksni Hilbert-ov prostor TL, koji se naziva prosio- 
rom sianja zadatog kvantnog sistema. Kako se ovaj prostor definiše u slučaju jedne i više čestica, 
videćemo u odeljcima § 2.5 i § 2.6. Sada ćemo pretpostaviti da je % već zadat. 

Pre nego što koncizno fbrmulišemo prvi postulat, podsetimo se još da se stanje fotona koje se 
sastoji u linearnoj polarisanosti duž ж -ose npr. rnože tačno izraziti ortom x 0 . Lako je videti da 
bi ort — хо isto tako dobro poslužio, jer daje iste kvadrate projekcija. Dakle, iniamo dvoznačnost 
u izboru orta koji će definisati pravac realne ж -ose. U opštem slučaju u kvantnoj mehanici stanje 


2 ' L2 EkvivaIentni rnogu biti sarrro ansambli kvantnih sistema iste vrste (inače bi se bar nekirri merenjem razlikovali) . 
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predstavlja vektor u Ti jedinične norrne ili, kao što se običrio kaže, normirani vektor (uopštenje 
ројпга realnog orta), ali u stvari opet se radi o jednodimenzionalnom potprostoru ili pravcu koji 
đotični vektor definiše u TL. Stoga iriramo višeznačnost u izbom entiteta koji odgovara čistom 
stanju: zajedno sa ф € % (||^|| = 1, ”|| . . . ||” označava normu vektora) i е‘ Хг ф, gde je Л bilo koji 
realan broj, predstavlja isto stanje kvantnog sistema. Ova nejednoznačnost u izboru ф izražava 
se obično rečima: vektor stanja ф je određen s tačnošću do proizvoljnog faznog faktora (tj. do 
e tX ), ili rečima: vektor stanja ima otvoren fazni faktor. 

I POSTULAT O STANJIMA 

Svako stanje kvantnog sistema predstavlja se u kvantnoj mehanici nekirn 
vektoroin jedinične norrne u prostoru stanja 'H dotičnog sisterna, i obratno, 
svaki vektor jedinične riorine vzTin principu predstavlja neko rnoguče stanje 
dotičnog kvantnog sistema. Pri torne dva vektora jedinične norine koja se 
razlikuju sarrio za fazni faktor predstavljaju isto stanje, i obratno, sarno 
takva dva vektora predstavljaju jedno te isto stanje. 

Na osnovu obostrano jednoznačne veze između fizičkih stanja kvantnog sistema i normiranih 
vektora u Ti (s tačnošću do otvorenog faznog faktora), koju uspostavlja I Postulat, nećemo 
terrninološki razlikovati stanje i norrnirani vektor (koji ga pređstavlja), tj. kad god kažerno 

”stanje”, izrazićemo to 2 - 1 - 3 sa ф G Ti, { ф | ф) = 1. Naravno, treba stalno irnati na urnu 
da ”stanje” znači čisto stanje, a ovo u stvari znači pripadnost kvantnog sistema određenom 
homogenom kvantnom arrsamblu. 

Postulat o starrjima je u neku ruku preciznija i potpunija formulacija principa superpozicije. 
Nairne, iz ovog postulata sledi sledeći iskaz: ako zrramo da kvantrri sistern rirože biti u stanjima 
Ф 1 , ф 2 , ..., фк (normirani vektori), onda može biti i u stanju c(ai^i + aNh + + а-кФк), gde 

su cik, k = 1,2, ..., K proizvoljni kompleksni brojevi, а c je konstanta normiranja. A ovaj iskaz u 
stvari izražava princip superpozicije i interferenciju (videti niže u paragrafu § 2.1.8). 

U formulaciji Postulata I nešto je moralo ostati nedorečeno. Naime, nije iskazano kako se 
ostvaruje korespondencija ф +> ”homogeni kvantni ansambl” . Ovu ćemo prazninu popuniti ka- 
snije u paragrafu § 2.4.6, kada buderno irnali izvestan broj, za to neophodnih, pojrnova i rezultata. 


2.1.3 Postulat o opservablama 

Rasčistivši šta su teorijski entiteti koji odgovaraju čistirn ansamblima kvantnih sisterna tek smo 
rešili problem početnog uslova, koji se, kao što srno rekli, naziva preparacijorn početnog ansambla. 
Dakle, kad eksperimentator na neki način preparira čisti ansambl u laboratoriji, teoretičar torne 
na hartiji (ili tabli) korespondira normiran vektor ф G H. 

Kao što srno videli u našim tipičnim kvantnim eksperirnentima (§1.1 i § 1.2), ansambl kvant- 
rrih objekata se po izboru eksperimentatora dovodi u interakciju sa nekirn klasičnim rnernim 
uređajem kako bi kvantni objekti ispoljili ono što smo nazivali kvantno ponašanje. Sada treba 

2 - L3 VektX)re stanja pisaćemo i sarrio sirnbolirna, recirno i kao Dirac-ove ketove | ф). Bez opornene preskakaćerno 
s jedne notacije na drugu (prećutno pretpostavljajući da imarno samo jedno 'H). Tako će se čitalac navići na ovu 
dvojezičnost, što je veoma poželjno jer se oba jezika obilno koriste u literaturi. 
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da precizno formulišemo šta se uopšte rnože ineriti u kvantnoj fizici, drugirn rečirna, šta su sto- 
hastičke varijable kvantne mehanike. 


II POSTULAT O OPSEEVABLAMA 


Svaku stohastičku varijablu kvantnog sistema, tj. svaku tzv. opservablu, 

predstavlja neki hermitski operator u prostoru stanja H sistema i obratno, 
svaki hermitski operator u % predstavlja neku opservablu koju u principu 
inožemo da merirno. Pri tome različite stohastičke varijable predstavljaju 
različiti operatori i obratno, različiti operatori uvek odgovaraju različitim 
varijablama. 

Na osnovu obostrano jednoznačne veze iz Postulata II riećemo terminološki razlikovati opser- 
vable i hermitske operatore u %. 

U poslednje vreine iieki istraživači u oblasti zasnivanja kvantne mehanike pokušavaju da 
gornju formulaciju Postulata II zamene opreznijom, u kojoj se skup svih stohastičkih varijabli 
kvantne mehanike biunivoko relira sa jeđnim (nedefmisanirn) pravirn podskuporn skupa svih her- 
mitskih operatora u TL. To omogućuje da se neki (sa gledišta fizike) patološki slučajevi herrnitskih 
operatora ni u principu ne osrnišljavaju fizički. Ali nernogućnost da se definiše pomenuti podskup 
”prihvatljivih” operatora čini eeo pokušaj još nedovoljno zrelirn. Kvantna rnehanika, kao i svaka 
druga oblast teorijske fizike, iziskuje zatvorenost matematičkog aparata sa kojirn radi. Zato se 
naša formulacija Postulata II koristi skupom svih hermitskih operatora. 

Videćemo u paragrafu §2.5.7 da su opservable od velikog značaja za određivanje prostora 
stanja. 

Kada u ođeljku § 2.4 buđerno shvatili da opservable inogu biti kornpatibilne i rrekompatibilne 

i kada u odeljcima §4.1 i §4.2 izvederno iz riekompatibilnosti relacije neodređenosti, onda ćerrio 
videti da činjenica da se stohastičke varijable u kvantnoj rnehanici predstavljaju upravo hermit- 
skim operatorirna u % u stvari ria precizan i opšti način iskazuje princip neodređenosti, koji smo 

kvalitativno diskutovali u odeljku § 1.2. 


2.1.4 Spektralna forma hermitskog operatora 

Као što smo videli na primeru naših tipičnih eksperimenata, rneri se u stvari raspodela ve- 
rovatnoće (u našim primerima raspodela verovatnoće padanja fotona po dužini zastora). Ova 
raspodela rnora da zavisi kako od stanja kvantnog objekta, tako i od opservable koju rnerimo. 
Morarno se zapitati kakve veze irriaju herrnitski operatori sa raspodelorn verovatnoće po realnoj 
osi, ili bar sa sarnorn realnorn osorn. 

Matematički podsetnik 

Hermitski operator A ima svoj domen definisanosti Т>\ C %. Skup P| inože biti ceo prostor 
%. Ako je Рд pravi podskup, onda je to lineal gust u %. To znači da je skup Рд zatvoren 

na forrniranje bilo koje linearne kornbinacije i da se svaki element % rnože proizvoljno tačno 
aproksimirati nekirri elementom iz Рд. (Skup racionalnih brojeva je npr. gust na realnoj osi, ali 
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nije lineal.) Za svaka dva vektora ф, <p G važi (Аф, <p) = (ф>, Аф), tj. A = АФ Ali ovo je sarno 
njeg'ovo lice i ono nerria neposrednog značaja za fiziku. Herrnitski operator irrra i svoje naličje. 

Hermitski operator, pre svega, ima tačno određen diskretni spektar ili skup diskretnih svoj- 
stvenih vrednosti, tj. realnih brojeva a za koje tzv. svojstvena jednakost 


Аф = аф (2.1.1) 

irria rešenje ф G ф ф 0. Osirn toga hermitski operator A irria i svoje svojstvene projektore 
koji odgovaraju pojedinim svojstvenirn vređnostirna. Na primer svi vektori koji zadovoljavaju 
(2.1.1) sa fiksirarrom vrednošću a, čine potprostor, tzv. svojstveni potprostor od A koji odgovara 
svojstvenoj vrednosti а. Projektor na ovaj potprostor je tzv. svojstveni projektor P a (A), za koji 
se takođe kaže da odgovara ili da pripada svojstvenoj vrednosti a. 

Ako se ograničimo na operatore sa čisto diskretnim spektrom, onda se hermitski operator u 
svojoj spektralnoj forrni piše u vidu 


A = a n P n (,4) , (2.1.2) 

П 

gde su a n različite svojstvene vrednosti (one su uvek realne), a P n (A) su odgovarajući svojstveni 
projektori. Oni daju razlaganje jedinice, ortogonalni su i idempotentni: 

X] Pn( A) = i, P m (A)P n (A) = б тп Р т (А), Vm, n (2.1.3a) 

п 

(I, identični operator u %, deluje isto kao množenje sa 1). Broj sabiraka u (2.1.2) i (2.1.3) je 
konačan ili najviše prebrojivo beskonačan 2-1-4 . 

Hermitski operator A preko svojih svojstvenih projektora definiše tzv. spektralnu rneru svakog 
intervala na realnoj osi. Na primer zatvorenom intervalu [a, 6] odgovara kao spektralna rnera 

projektor (koji zavisi od opservable ,4): 

p m(A)= p "(4- (2- 1 - 4 ) 

a n e[aM 

Dakle, surnira se po oriirn svojstverrim projektorima čije odgovarajuće svojstvene vrednosti pri- 

padaju dotičnorn intervalu. Ako takvih nema, podrazurneva se da je spektralna mera nula. Za 
poluzatvorene, poluotvorene i otvorene intervale spektralna rrrera se definiše analogno sa (2.1.4). 

Ukoliko se iz konteksta podrazumeva za koji hermitski operator A se navodi svojstveni pro- 
jektor ili spektralna mera, oznaka A se izostavlja i piše sarno P n , tj. P\ a ,b}- 

2.1.5 Postulat o verovatnoći rezultata 

Pošto smo se podsetili da hermitski operator ima veze sa realnom osom preko svoje spektralne 
mere, možemo da pristupimo formulaciji narednog postulata, koji ima najveću praktičnu važnost. 

2 . 1.4 Хо je posledica činjenice da je Ћ rrajviše prebrojivo beskonačno dimenzionalan u kvantnoj rnehanici. (Može 
se pokazati da je to ekvivalentno zahtevu da je % separabilan, tj. da sadrži najviše prebrojiv podskup koji je gust 
u П.) 
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III POSTULAT O VEROVATNOĆI REZULTATA 


Verovatnoća da se, pri merenju opservable A na kvantnom sistemu u sta- 
nju ф, dobije rezultat koji leži u unapred zadatom intervalu [a, b], jednaka 
je kvadratu norrne projekcije od ф spektralnorn rnerom dotičnog intervala 
definisanom sa A, tj. 


v([a,h], A, ф) = \\Р[ а дф 


(2.1.5) 


Naravno, u iskazu Postulata III umesto zatvorenog intervala možemo staviti bilo koji drugi od 

četiri moguća tipa intervala. Kako bismo proučili šta zapravo znači ovaj postulat, izvešćemo 
nekoliko njegovih neposrednih posledica. 

2.1.6 Verovatnoća određene vrednosti opservable 

Korolar 2.1.1 Verovatnoća da se dohije diskretna svojstvena vrednost a n kao rezultat merenja 
opservable A na kvantnom, sistemu u nekom stanju ф jednaka je kvadraiu norrne projekcije od ф 
u svojstveni potprostor koji odgovara svojstvenoj vrednosti a n , tj. 

v (a n , A, ф) = 1 1 Р п ф 1 1 2 . (2.1.6) 

Dokaz: Očigledna posledica od (2.1.5) i (2.1.4) ako se uzme interval [a„,o n ]. Q. E. D. 

Korolar 2.1.2 Verovatnoća da se dohije rezuiiat a koji nije diskretna svojstvena vrednost od A 

pri rnerenju opservable A na kvantnorn sistemu u stanju ф je nula. 

Dokaz: Odmah sledi iz činjenice što je u ovom slučaju P a = P[ a , a \ = 0. Q. E. D. 

Citalac se lako može uveriti da iskazi Korolara K 2.1.1 i K 2.1.2, sa svoje strane, imaju za 
posledicu iskaz Postulata III. Očigledno, ima više načina kako se osnovni postulati mogu for- 
mulisati, razni autori to čine na različite načine. Naš Postulat III ima prednost velike opštosti. 
Videćemo u odeljku § 2.3 da se odiriah uopštava i na kontinualni deo spektra opservable 2 ' Lt> . 

2.1.7 Drugi vid formule za verovatnoću 

Cesto se (2.1.5) koristi u sleđećoj ekvivalentnoj forrni: 

v([a, b], A, ф) = (ф | Рџр[ | ф). (2.1.7) 

Naime, desna strana (odsad: DS) od (2.1.5) daje ((ф \ P[ a ,b])(P[a,b] I Ф )) = (Ф I Рџл,} I Ф) = (Ф I 
P[ a ,b] | Ф), jer svaki projektor je ne sarno herrrritski rrego i iderrrpotentan. 

2Л * 5 Као što je čitaocu sigurno jasno, naše postulate ne krasi vrlina iskazne minimalnosti kako je to slueaj sa 
aksiornima u matematici. U fizici se ova osobina redovno žrtvuje radi postizanja jasnoće i opštosti fizičkog 

sadržaja. 
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( 2 . 1 . 8 ) 

Ako je B hermitski operator, a ф vektor stanja jedinične norme, onda se izraz {ф \ B | ф ) 
naziva očekivanom ili srednjom vrednošću opservable B. Smisao ovog naziva postaće nam jasan u 

§ 2.2.8. Zasađ je dovoljno da kratko možerno reći da je verovatnoća intervala jednaka očekivanoj 
vrednosti spektralne rnere tog intervala. 

Ako je svojstveni potprostor koji odgovara diskretnoj svojstvenoj vrednosti a n opservable A 

jednodirnenzionalan, tj. ako je, kao što se kaže, a n nedegenerisana svojstvena vrednost, onda a n 
jednoznačno (s tačnošću do faznog faktora) određuje svojstveni vektor | <p n ) jedinične norme i 
(2.1.8) (ili (2.1.6)) se svodi na 

(2.1.9) 


v(a n ,A,'ijj) = |( 


Фп 


10 ) 


v(a n , A, ф) = (ф | P n | ф ) 


jei P n | Tn ) {Тп |- 

Slučaj degenerisane svojstvene vrednosti a n ćerno proučiti đetaljnije u drugom paragrafu 
sledećeg ođeljka i tarno ćerno svesti (2.1.8) na praktičniju fornui. 

2.1.8 Interferencija 

Neka je ф superponirano (koherentno pomešano) stanje ф = а гФг-, gde su ф^ ortonormirani 

vektori i ]Tb |<+| 2 = 1 da bisrno irnali ( ф | ф) = 1 (uporediti pretposlednji pasus u paragrafu 

§2.1.2). Iz (2.1.7) sledi 


v([a, b], A, ф) 




m 


a*a 


'j \Vi 


P. 


[a,6] 


Фј ) 




v([a,b], А,фф + ^a*a, 

'Џј 


{Фг | P\aM | Фј ) ■ 


( 2 . 1 . 10 ) 

Poslednji izraz je tzv. interferentni sabirak; ako je on različit od nule (i samo u tom slučaju) 
imamo interferenciju (koherentni efekat) stanja ф^, i = 1,2 ,...,K. 

U eksperirnentu sa dva otvora i u eksperirnentu sa poluposrebrenim ogledalom irnarno 


ф 


л/2 


''Ф\ 



( 2 . 1 . 11 ) 


gde ф\ opisuje stanje elektrona koji je stigao na drugi zastor a prošao je kroz prvi otvor (stanje 
fotona koji je stigao na zastor optičkom putanjom 1 odbivši se od semireflektivnog ogledala), a 
'02 opisuje stanje elektrona koji je do drugog zastora dospeo kroz drugi otvor (stanje fotona koji 
se kretao optičkom putanjoin 2 prošavši kroz polupropusno ogledalo). Prostornu distribuciju na 
drugorn zastoru (duž ose х) onda daje 


\Ф(х)\ 


Ai(x)\ 


1ша)\ 2 


ф{ (х)ф 2 (х) + ф\ (х)ф^(х) 


( 2 . 1 . 12 ) 


(\ф(х)\ 2 itd. su u stvari gustine verovatnoće u ovom slučaju, uporediti §1.4.9). 

Poslednji izraz u (2.1.12) je interferentni član bez kojeg bi (2.1.12) đalo raspodelu tipa Di + D^ 
sa C 1.2 bez interferencije, a sa njim (tj. kada nije nula) daje distribuciju sa interferencijom tipa 
Di .2 (na istorn crtežu). 
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2.2 Pojedinačni sistemi i srednja vrednost opservabli 

Ovaj odeljak eemo posvetiti proučavanju kvantnih osobiria ili kvaritnih događaja (to se u kvant- 
noj mehanici svodi na isto jer oba se ispoljavaju samo u merenju). Pronaćićemo jednostavne 
opservable koje odgovaraju ovim fizičkim pojmovima i prodiskutovaćemo njihove osnovne oso- 
bine. Formulisaćemo jedini postulat koji se odnosi na pojedinačne kvantne sisteme. Na kraju 
ćeino izvesti obrazac za srednju vrednost opservable. 


2.2.1 Kvantne osobine ili događaji 

Videli smo u prethodnom odeljku da spektralna forma hermitskih operatora nosi fizičku inter- 
pretaciju: diskretne svojstvene vrednosti su mogući merni rezultati, a odgovarajući svojstveni 
projektori omogućavaju da se iz proizvoljnog stanja ф izračunaju verovatnoće pojedinih rezultata. 

Svaki projektor P u TL je i sam opservabla i to najprostija (ako ne uzimamo u obzir realne 
konstante). Projektor je takoreći već napisan u spektralnoj formi: 

P = l-P + 0-(i-P), (2.2.1) 

gde je I — P tzv. komplementarni projektor od P, on projektuje na ortogonalni komplement 

potprostora na koji projektuje P. Nameće se pitanje da li spektralna forma (2.2.1) ima neko 

specijalno značenje u kvantnoj mehanici. 

Projektori se interpretiraju kao kvantne osobine fizičkih sistema. Nairne, pri merenju opser- 

vable P mernom rezultatu 1 pripisuje se fizički smisao da kvantni sistem ima ili poseduje kvantnu 
osobinu P, a memi rezultat 0 tumači se tako da sistem ”ne poseduje” ovu osobinu. 

Da bismo našli ilustracije za kvantne osobine, vratimo se našim prostim primerima kvantnih 

pojava. Linearna polarisanost fotona duž .u-ose je, na primer, jedna kvantna osobina. Pošto je 
unutrašnji prostor stanja fotona dvodimenzionalan (uporediti §1.3.3), komplementarna kvantna 
osobina I — P ima takođe prost fizički sinisao: to je polarisanost duž у- ose. Analogno stoje stvari 
pri prolasku fotona kroz semireflektivno ogledalo: odbijeni foton iina, recimo, kvantnu osobinu 
P, a foton koji je prošao ima komplementarnu kvantnu osobinu I — P. 

Malo je složenija situacija kada foton stiže do prvog zastora u eksperimentu difrakcije elek- 
trona kroz dva otvora. Ovđe postoje tri kvantne osobine: prvu od njih poseduje foton kada je 
prošao kroz otvor 1, drugu kada je prošao kroz otvor 2, a treću osobinu je (retrospektivno) irnao 
foton koji je uđario u zastor. Ako je P prva osobina, onda J — ЈР izražava drugu i treću zajedno. 

Cesto se izložena interpretacija mernog rezultata 1 za projektor P kao posedovanja ođređene 
kvantne osobine zarnenjuje interpretacijorn istog rezultata kao kvantnog đogađaja koji se desio. 
I — P onda znači da se isti događaj nije desio. 

U smislu ove interpretacije, ako svojstvena vređnost 1 od P odgovara lineamoj polarizaciji 
fotona u pravcu ж -ose, onda se kaže da se desio kvantni događaj dotične polarizacije; svojstvena 
vrednost 0 onda znači da se ovaj događaj nije desio ili da se clesio događaj polarizacije duž у- ose 
(komplernentarni događaj). Čitalac će bez teškoća sam prevesti ostala dva primera sa jezika 
kvantnih osobina na ekvivalentni jezik kvantnih događaja. 

Postoji i treći ekvivalentni jezik: jezik kvantne logike. Tu se govori o istinitosti ili neistinitosti 
iskaza, a iskaz sađrži osobine ili događaje. 
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2.2.2 Svojstveni problem projektora 

Eadi povećanja naših operativnih mogućnosti sa projektorima, dokažimo dve lerne. 

Lema 2.2.1 Za svaki projektor P sleđeće dve svojstvene jednakosti su ekvivalentne: 

Рф = ф (/ — Р)ф = 0 ( 2 . 2 . 2 ) 

(na desnirn stranama srno izostavili 1 odnosno ф). 

Dokaz je očigledan. 

Lema 2.2.2 Ako je P n svojstveni projektor opservakle A koji odgovara svojstvenoj vrednosti a n , 
a opservahia irna čisto diskretan spektar, onda su sledeće dve svojsivene jednakosti ekvivalentne: 

Аф = а п ф O Р п ф = ф. (2.2.3) 

Dokaz је nepotreban jer obe jednakosti u (2.2.3) iskazuju da ф pripada svojstvenom potprostoru 
od A koji odgovara svojstvenoj vrednosti a n . 

Lerna L 2.2.2 važi i za slučaj opservable koja irna i kontinualni deo spektra, tj. važi u opštern 
slučaju sa izuzetkom čisto kontinualnog spektra (uporediti sledeći odeljak). 

Iz Lerne L 2.2.2 proizlazi da se kvantni đogađaj sastoji ili u torne da se pri rnerenju opservable 
P n dobije rezultat 1 ili da se pri rnerenju neke opservable A (čiji je P n svojstveni projektor) dobije 
vrednost a n (svojstvena vrednost od A kojoj pripada P n ). 

Kada irnamo nedegenerisanu svojstvenu vrednost a n opservable A (ekvivalentno: Tr P n = 1 
4Ф P n je projektor pravca), onda govorirno o eiernentarnorn kvantnom događaju (uporediti § 1.4.6 
za klasični analogon). Videli smo u (2.1.9) kako glasi obrazac za verovatrmću u ovorn slučaju. 

Degenerisana svojstvena vrednost a n opservable A (ekvivalentno: Tr P n > 1) predstavlja 
složen kvantni događaj. Videli srno u (1.4.2) da se složen klasični događaj jednoznačno razlaže 
na elemerrtarrre događaje i da se verovatnoća složenog događaja svodi na zbir verovatnoća dotičnih 
elernentarnih događaja. Pitanro se da li je tako i u kvantnom prostoru događaja 2-2-1 . 

U kvarrtrrom slučaju složeni događaj se nejednoznačno razlaže rra elemerrtarrre događaje: rreka 
je (| <fi ), | (p 2 ),..., | <Pn )} proizvoljan ortoriormiran bazis u oblasti likova od P n ( N = Tr P„), 
tj. neka 

N 

Pn = ^ \pi)(pi\ ■ (2.2.4) 

i = 1 

Zamenjujući (2.2.4) u (2.1.8) dobijamo 


(2.2.5) 


kao uopšterrje od (2.1.9) rra složeni događaj i kao kvantni analogon od (1.4.2). Naravrro, izbor 
pomenutog podbazisa je nejedrroznačan. 

2 ‘ 2J Kvantni prostor đogađaja je u stvari skup svih projektora u H. I to je parcijalno uređen skup (kao i u 
klasičnom slučaju), ali nije Bool-ova algebra, već ima drugačiju strukturu. 


v(a n , A, ф) = J2i=i K 4>i I Ф) I 
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2.2.3 Oštra vrednost i svojstveni problem opservable 

Postulat III ima još dve važne neposredne posledice. 

Korolar 2.2.1 Ako je vektor sianja ф svojstveni vektor opservable A koji pripada svojstvenoj 
vrednosti a n , onda kvantni sisiern u ansamblu koji ф opisuje ima oštru vrednost a n . 


Dokaz: Iz Аф = а п ф, ||'0|| = 1 i (2.2.3) sledi ||.P„b|| = 1, što na osnovu K 2.1.1 znači da je v(a n , A, ф) = 1 , tj. 
vrednost a„ je stohastički sigurna. Q. E. D. 

Korolar 2.2.2 Ako u stanju ф kvantni sistem irna oštru vrednost a n opservable Л, onda je ф 
svojstveni vektor od Л koji odgova/ra diskretnoj svojstvenoj vrednosii a n . 

Dokaz: Neka Poznato je da u opštoj nejednakosti ||Pw|| < Ц^Ц važi jednakost ako i samo ako je Рф = ф. Mi 

irnarno и(а п ,А,ф) = \\Рф\\ = 1 i ||'0|| = 1. Stoga, iz (2.2.3) sledi navedeni iskaz. Q. E. D. 

Mi smo u stvari dokazali iskaze Korolara K 2.2.1 i K 2.2.2 samo za opservable A koje imaju 
samo diskretne svojstvene vrednosti. U sledećem odeljku ćemo videti da se pomenuti dokazi 
neposredno proširuju na opšti slučaj opservable (koja može da ima i kontinualan spektar). 


2.2.4 Postulat o pojedinačnim kvantnim sistemima 

Već smo više puta imali slučaj stohastičke sigumosti ili stohastičke nemogućnosti. Moramo se 
zapitati ne radi li se tu zapravo uvek o apsolutnoj sigurnosti, odnosno nemogućnosti (upore- 
diti §1.4.6), što bi nam omogućilo da govoriino o pojedinačnim kvantnim sistemima uinesto o 
ansamblu. U stvari to je tačno u kvantnoj mehanici. 

IV POSTULAT O POJEDINAČNIM KVANTNIM SISTEMIMA 


Ako je verovatnoća da se dobije rezultat iz intervala [a, b] pri merenju op- 

servable Л u stanju ф jednaka jedinici, onda svaki pojedinačni sistern u torn 
stanju nužno daje dotični rezultat, tj. 

v({a,b], А, ф) = 1 rezultat G [a, b] apsolutno sigurno. (2.2.6) 

Naš Postulat IV nije uobičajen u literaturi, mada mnogi autori prećutno prave ekvivalentnu 
pretpostavku. Zahvaljujući ovom postulatu kvantna mehanika nije potpuno statistička nauka. 

Saglasnost teorije sa eksperimentalnim činjenicarna postigla bi se, naravno, i bez ovog Postu- 
lata. Naš rriotiv da ga formulišerno eksplicitno proističe iz sledeća dva razloga: 

i) lako svaka statistička teorija (dakle i kvantna mehanika) verovatnoće pridružuje neograničeno 

velikim ansamblima (jer verovatnoća je granična vrednost relativne frekvencije), u praksi 
imarno sarno konačne ansamble, sa ograničenim brojem elemenata. Naime, ne možemo broj 
kvantnih sistema N u ansamblu da uzimamo proizvoljno velikim. Zbog toga je poželjno da 
teorija što više kaže na jeziku konačnih ansambala. Stohastički siguran ali ne i apsolutno 
siguran događaj se na jeziku ograrričerrih konačnih ansambala ne inože definisati (uporediti 
§ 1.4.6), tj. ne rnože se razlikovati od praktično sigurnog đogađaja (za koji je 1 — v(a n ) < e, 
e vrlo mali broj). 
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ii) Poželjno je da teorija što više kaže o pojedinačnim fizičkirn sistemima; ansambli su nužno 
zlo a ne cilj koirie se teži. 

2.2.5 Apsolutna nemogućnost i pojedinačni kvantni si- 

stemi 

Postulat IV ima kao neposrednu posledicu analogan iskaz poistovećenja stohastičke i apsolutne 

nemog'ućnosti. 

Korolar 2.2.3 Ako je verovatnoća da se dobije rezultat iz intervala [ a , b] pri merenju opservable 

A u stanju ф jednaka nuli, onda svaki pojedinačni kvantni sistern u tom stanju nužno daje rezuiiat 
koji je van tog intervala, tj. 

u([a, b], A, ф) = 0 4Ф- rezultat ф [a, b] apsolutno sigurno. (2.2.7) 

Dokaz: Događaji Di d = "rezultat spada u interval [a, 6]” i D 2 ^= f ”rezultat spada u uniju intervala (— oo, a) i 

(b, +оо)” su disjunktni i događaj koji se sa ” ili” dobija iz njih je siguran događaj S ^"гегикаГ pripada realnoj 
osi” . Stoga se verovatnoće događaja D\ i D 2 sabiru u jedinicu (videti (1.4.2) i pasus ispod toga), što usled 
v(D i) = 0 daje v(D 2 ) = 1. Na osnovu Postulata IV na svakorn kvantnorn sisternu u ansarnblu koji odgovara 
vektoru ф događaj D 2 rnora da se desi, a sarnirn tirn D i ne rnože da se desi. Q. E. D. 

2.2.6 Oštra vrednost opservable — puno značenje 

Naoružani Postulatom IV. njegovim blizancem Korolarom K 2.2.3 kao i Korolarima K 2.2.1 i 
K 2.2.2, sad rnožemo da iskažerno u černu je fizički sinisao Lerna L 2.2.1 i L 2.2.2. 

Svih 9 sleđećih iskaza su uzajamno ekvivalentni: 

a) Na jeziku ansarnbala: 

Kvantni ansambl opisan sa ф ima oštru vrednost 

a.l) a n opservable A = 'фР, п > a n'Pn'\ 
a.2) 1 opservable P n ; 

a. З) 0 opservable (/ — P n ); 

b) Na jeziku pojeđinačnih sistema: 

Sistern u stanju ф 

b. l) apsolutno sigurno daje rezultat a n pri merenju opservable A; 
b.2) irna kvantnu osobirru P n ; 

b. 3) nema kvantnu osobinu (I — P n ); 

c) Na jeziku formalizrria: 

c. l) Аф = а п ф; c.2) Р п ф = ф; с.З) (/ - Р п )ф = 0. 
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Čitalac, još nedovoljno verziran u kvantnoj mehanici, rnože lako da ne razlikuje iskaz ”nema 
kvantnu osobimi P” i logičku negaciju od ”ima kvantnu osobinu P” . Veoma je važno da se to 
razlikuje, jer ovo je jedan od mnogih primera oštre razlike izrneđu kvantne i klasične rnehanike. 

Na primer, neka ф ima nenultu projekciju kako u oblast likova 2 ' 2 ' 2 od P, tj. u 1Z(P), tako i 
u 7Z(I — P). Onda ne stoji da kvantni sistem ima kvantnu osobinu P (logička negacija), ali ne 
stoji ni to da merenje opservable P nužno daje nulu, a to je to što izražavamo rečima ”sistem 
nema osobinu P” . U našem primeru lineame polarizacije fotona duž 0(|) (§1.3.3) nije tačno 
(irnarno logičku negaciju) da foton irna osobinu polarizovanosti duž x-ose, a sarno kad je u stanju 
liriearne polarizacije duž у- ose on ”nema” pornenutu osobinu (polarizovanosti duž ж -ose) 2 ' 2-3 . 

Kada je stanje ф takvo da kvantni sistem niti irna neku kvarrtrra osobirra P niti stoji da je 
rrerna, onda se kaže da je ova kvantna osobina latentna u ф (imarno superpoziciju osobina P i 
(I — P j). Kada je u eksperimentu difrakcije elektron prolazio kroz oba otvora ili kada se foton 
i odbijao i prolazio kroz semireflektivno ogledalo, imali smo slučaj latentnosti obeju optičkih 
putanja. A kada smo merni uređaj podesili tako da smo upravo merili recimo osobinu ”optički 
put 1” i zato nužno dobili rezultat da fbton ima ili nema ovu osobinu, tada smo razarali interfe- 
renciju (inherentnu u superponiranom stanju) i latentne kvantne osobine pretvarali u eksplicitno 
posedovane (ili neposedovane) osobine. 


2.2.7 Pojedini brojevi kao rezultati merenja 

Videli smo u Korolaru K 2.1.2 da je pri merenju opservable A stohastički nemoguće dobiti tačan 
rezultat (tj. jedan realan broj) koji nije jedna od diskretnih svojstvenih vrednosti od A. U 
svetlosti Korolara K 2.2.3 sad nam je jasno da u stvari stoji apsolutni iskaz, veoma fundamentalni 
zakon kvantne mehanike: 

Na svakom pojedinačnom kvantnorn sistemu potpuno precizni rezultat me- 
renja, tj. rezultat u vidu jednog realnog broja, rnože biti sanro diskretna 
svojstvena vrednost merene opservable. 

2.2.8 Srednja vrednost opservable 

Proučimo sad kako se u kvantnoj mehanici izračunava srednja vrednost opservable. Podsetimo 
se da se srednja vrednost (sinonimi su prosečna vrednost i očekivana vrednost) stohastičke va- 
rijable X sa vrednostima x\,X2 , ... i sa verovatnoćama v\,V2 , ... (da se ove vrednosti dobiju u 
eksperimentu) izračunava po obrascu 


X 




v„x. 


( 2 . 2 . 8 ) 


(uporediti § 1.4.8). 

2.2.2 objast likova operatora A piše se obično lcao 'R(A) po engleskoj reei range (čitati: rejndž), koja znači: oblast 
likova. 

2 - 2 ' 3 Zbog ovakvih svojevrsnosti od fiiridamentalnog značaja u kvantnoj mehanici bilo je predloga (na pr. od 
Reichenbach-a) da se na kvantnu mehaniku primeni polivalentna logika umesto uobičajene dvovalentne. Ovaj 
predlog nije usvojen jer nije iiužan, a 11 stvari nije ni poželjan jer ionako sve što hoćerno da razumemo rnoramo 
na kraju izraziti dvovalentnom logikorn. 
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Pretpostavimo da opservabla A ima čisto diskretan spektar а г , a 2 , ... i spektralnu forrnu 


A = J2anPn, 


( 2 . 2 . 9 ) 


Pitarno se kako najprostije izračunati srednju vrednost ovakve opservable u nekoin stanju. 


Teorem 2.2.1 Srednja vrednost opservable A sa čisto diskretnim spektrom u stanju ф je 


( A )„ = «■ | .4 | ф) 


( 2 . 2 . 10 ) 


Dokaz : Obrazac (2.2.8) pornoću (2.1.8) daje ( A ).ф = Ј2 п {Ф I I ^K 5 a zahvaljujući spektralnoj forrni (2.2.9) 
onda dolazimo do (2.2.10). Q. E. D . 


Zadatak 2.2.1 Pokazati da je u svom svojstvenom stanju, opservabla ima srednju vrednost jednaku odgova- 
rajućoj svojstveneoj vrednosti. 


Zadatak 2.2.2 Pokazati da stanje | ф) u kojeni je disperzija opservable jednaka nuli, mora biti svojstveno stanje 
iste opservable. 


Zadatak 2.2.3 Pokazati da je za opservablu koja je događaj (A je projektor) njena srednja vrednost u stanju 
| гр) jednaka verovatnoći da će se taj događaj desiti ako se izvrši merenje tog događaja (tj. opservable /1). 


2.3 Kontinualni spektar opservabli 

Svrha ovog odeljka je da ornogući uopštenje rezultata prethodna dva odeljka na opšti slučaj op- 
servable, koja rnože da ima i kontinualni spektar. Sto se fizike tiče, tu riema novih rezultata, ali 
matematički aparat za ova uopštenja je veoma složen (tačke kontinualnog spektra, uopšteni svoj- 
stveni vektori itđ.). Stoga je prvi paragraf posvećen kratkom rezimeu neophodnih matematičkih 
pojmova, kako bi čitalac bez teškoća mogao da usvoji dotična uopštenja. 

2.3.1 Matematička rekapitulacija uopštenih vektora i kon- 
tinualnog spektra 

U prethodna dva odeljka postavili smo prve stubove kvantne mehanike pomoću opservabli sa 
čisto diskretnim spektrom. Ali to nije opšti vid hermitskog operatora u Hilbert-ovorn prostoru 
7i (osiiri ako je konačnodirnenzionalan) , niti je to najšira klasa opservabli na koje nailazimo u 
praksi kvantne mehanike. 
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Matematički podsetnik 

U spektar hermitskog operatora A može da spada i realan broj s za koji svojstveni problem 
Алр = s%) nema nužno nen.ul.to rešenje ф u TL. Naime, postoji jedan širi prostor (natprostor) od 
H, koji ćerno obeležavati sa 14(71), u kojem se pored vektora iz 74 pojavljuju i tzv. uopšteni 
vektori, koji riemaju konačnu nonnu. Kad s nije diskretna svojstvena vrednost, svojstvena 
jednakost Aip = sp može ipak da iiria rešenje u vidu uopštenog vektora 0 Ф p G 11(74). Tađa se 
kaže da je s tačka iz kontinualnog spektra ili da je kontinualrra svojstvena vrednost od A. 

Kao što srrio rekli, natprostor 14(74) čak nije rii normiran prostor, jer za uopštene vektore 
nije definisana norma. Samo je definisan skalarni proizvod između njih i određenog skupa 2-3 ' 1 
S običnih vektora ф (tj. elemenata iz 74): ( ip | ф). Naime, uopšteni vektori su u stvari 
neprekidne linearne funkcije (funkcionali) na tom skupu, a ( p \ ф) je upravo kompleksni broj 
koji p pridružuje vektoru ф. Kao što smo rekli, 14(74) D 74, jer kako god ođabrali vektor 
х e 74, linearni funkcional ( х I Ф)> (tj- skalarni proizvod u 74) je definisan za sve vektore ф na 
pornenutom skupu S. 

Za tačku kontinualnog spektra s postoje sve mogućnosti đegeneracije isto kao za tačke dis- 
kretnog spektra. Mi ćemo ipak jednostavnosti radi pretpostaviti da uopšteni svojstveni vektori 
sa kojima ćerno raditi odgovaraju nedegenerisanim svojstvenim vrednostima, tj. da svaka konti- 
nualna svojstvena vrednost s definiše jednoznačno (s tačnošću do faznog faktora) odgovarajući 
uopšteni svojstveni vektor | s ) kao nenulto rešenje svojstvenog problema 


(2.3.1) 

(naravno, \ s) ф74Г nije mižno da postoji 0 Ф ф £ 74 koji bi u (2.3.1) mogao da zameni | s)). 
Osim toga, ograničićemo se na slučajeve u kojima sve tačke kontinualnog spektra pripadaju 
jednom intervalu, koji ćemo pisati u vidu [p,t] (mogao bi biti i interval drugog tipa), jer se 
obično u kvantnoj mehanici ne pojavljuju složeniji slučajevi. 

Neka za diskretni spektar opservable A {«„,} = f {a n \ n = 1, 2...} važi analogna pretpostavka 
nedegenerisanosti svih svojstvenih vrednosti a n , ili, kao što se to još kaže, pretpostavka prostog 
spektra. Onda su svojstveni projektori P n projektori pravaca P n =| n)( n |, gde su | n) 

odgovarajući svojstveni vektori: A | n) = a n | n) i to ortonormirani, tj. ( n \ n') = б пп >. 

Pretpostavirrm sad da ista opservabla A pored diskretnog spektra {a n } ima i kontirraalni 
spektar [p,t]. To znači da A ima pored diskretnog svojstvenog podbazisa {| n ) | n = 1, 2, ...} i 
kontinualni svojstveni podbazis {j s) \ s G \рЛ]} sastavljen iz uopštenih svojstvenih vektora. 

Uopštenje linearnih kombinacija običnih vektora su integrali uopštenih vektora j b ф(в) \ s) ds, 
p < a < b < t, koji pod uslovom kvadratne integrabilnosti po modulu: 

f b 2 

/ | ф ( s ) | ds < +oo 

J a 

2 - 3J Prostor Ц(Ћ) naziva se i opremljenim Hilbert-ovirn prostorom ( rigged Hilhert space na engleskom, оснагцен- 
ное ГилЂбертово пространство na ruskom). Porneriuti pravi podskup S od 'H, na korne se uopšteni vektori 
definišu kao linearne funkcije, je od presudnog značaja pri ”opremanju” Hilbert-ovog prostora %. Da je to ceo 
Ћ. ђ dobili bisrno tzv. dualni prostor od Ћ ђ koji je izomorfan sa Ћ. Ovako se dobija pravi natprostor и(Ћ) 
dualnog prostora (a ovaj se preko izornorfizma poistovećuje sa Ћ). Dakle, irnamo s tačnošću do izornorfizama: 

8сЋс и(Ћ). 


(2,3.2) 


,4 I s) = s I s), s) £И(«) 
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i sarno pod tirri uslovorn pripadaju Hilbert-ovorn prostoru: 


ijj(s) | s ) ds G Ћ. 


(2-3.3) 


Nas će, naravno, zanimati samo integrali koji zadovoljavaju (2.3.2). Postoji i pojam uopštenih 
projektora pravaca | s){s |, Vs G [p, t], čiji analogni integrali daju spektralne mere intervala [a, b\ 

po kontinualnom spektru opservable A: 


P, 


(k) def 


[а ђ о 


s)ds(s | , y[a,h] C [p,t . 


(2.3.4) 


Leva strana (odsad LS) od (2.3.4) je projektor u %. 


Ako uzmemo proi.zvol.jan vektor | Ф ) E % i projektujemo ga. sa P^l] » onda ćeino dobiti 


Ć2]I>G = (/ |. s >d40)h0= / {< s I 0» | s)d, 5 ; 


ili ako obeležimo { s | ф) sa ip(s), kao što se obično eini, 


(2.3.5) 


ĆS] I j’) = l i'(s)\s)ds, (2.3.6) 

J a 

što daje geometrijski smisao u % gornjim integralima (2.3.3) uopštenih vektora | s). Kompleksni 
brojevi ip(s) nazivaju se koeficijentima razvoja (razvojnim koeficijentima) ili Fourier-ovim koefici- 
jentima vektora | ф) po kontinualnom podbazisu { | s) \ a < s < h} u ШјК). Videli smo u (2.3.4) 
da ovaj podbazis preko integrala obrazuje potprostor Р(Р^\ф C ' H , u koji Рџц projektuje sve 
vektore iz %. 

Ako je J*(( s | ф)) | s ) d.s G % vektor iz pomenutog skupa S C %, onda je definisano 
(s' | (f b ф(в) | s)ds), Vs' G [a.b] kao broj koji uopšteni vektor | s' ) pridružuje vektoru 
fp(( s | Ф)) | s ) ds G č> i to je ф(з'). 

Sledeći veoina praktičnu Dirac-ovu preskripciju , u kvantnoj mehanici je uobičajeno da se 
smatra đefinisanom fiktivna funkcija dve promenljive: 


(2.3.7) 

To je tzv. Dirac-ova delta funkcija, koja se zamišlja kao nula za s' ф s, a za s' = s da je beskonačna 
i to ”toliko jako beskonačna” da kada dođenio do (s' | (ј^ф(в) \ s)ds) = f p R(s){ s' | s) ds = 

f b ^(s)S(s' — s) ds važi 2-3 * 2 : 

(2.3.8) 

tj., kao što se kaže, da delt.a funkcija izbacuje vrednost podintegralne funkcije u fiksiranoj tački. 

2.з.2џ p van t no j mehanici je uobičajeno da se potpuno ignoriše skup S, tj. da se postupa kao da S = 'H, tj. uzima 
se da (2.3.8) važi za svaki j p ip(s) | s ) ds G H. Motiv po j eđnost avlj enj a (eliminacijom nebitnog), koji je imperativ 
u ovako složenoj rnateriji, navodi fizičare na matemat.ičku nerigoroznost. 


f! fi(s)5(s' 


s) ds = f ф(Ф) 


{ s' | s) == б(з' — s), s, s' G [p, i 
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Dakle, uopšteni svojstveni vektori su ortonorrnirani na delta funkciju, što će reći da važi 

(2.3.7). Uopšteni projektori pravaca zadovoljavaju 


1= Olv I s I 1= Ф - s') | s)(s | . 


[2.3.9a, b) 


Diskretnom spektru {a n } opservable A odgovara spektralna mera (određena sa /1): 

N I n)(n |= P{a n }, | n)( п I п')(п' |= б пп > I п)(п I, (2.3.10a, 6) 


u punoj analogiji (ili paralelnosti) sa (2.3.9). 


Projektori P{a n } i P\pl] su uzajamno komplementarni 


2 . 3 . 3 . 


U.} + ЕЈ = L 


;2.3.ii) 


Na jeziku potprostora koji odgovaraju diskretnom odnosno kontinualnom spektru od A, 
(2.3.11) se inože prepisati u vidu: 


U d ®U k = U, 


(2.3.12 a) 


gde je 

Н/=ТЦР М ). H t = K(P^) (2.3.126) 

(a ® znači da se radi o ortogonalnom zbiru potprostora) . 

Iz formula (2.3.11), (2.3.10a) i (2.3.9a) sleđi relacija koja se u matematici naziva razlaganje 
jedinice: 

(2.3.13) 

U kvantnoj mehanici relacija (2.3.13) igra veoma važnu ulogu i poznata je pod nazivom relacija 
kornpletnosti ili, još češće, relacija zatvorenosti (engleski: closure property, čitati: klouže propeti). 
Ona (kao i (2.3.11)) pokazuje da za svaki hermitski operator postoji svojstveni bazis, čiji deo 
iriogu činiti uopšteni vektori. 

Spektralna forrna hermitskog operatora ,4 giasi: 


En I n )( n I +Ip I s)ds(s |= / 


^ = E„a»|n)(n|+/ p 1 |*M*l da 


(2.3.14) 


Ne treba zaboraviti da je zbir 11 (2.3.13) i (2.3.14) napisan pod pretpostavkom prostog spek- 
tra. Citalac će, po potrebi, lako sain uopštiti ove jednačine radi uzirnanja u obzir degeneracije 
pojedinih tačaka spektra. 


2,3,3 U sledećem paragrafu, u formuli (2.3.17), videćemo da spektralnoj m.eri proizvoljnog intervala [a, 6], koju 
pišemo P[ a .b] (određena je sa A), doprinosi kako diskretni tako i kontinualni spektar (u opštem slučaju) i to 
preko svojih tačaka koje padaju u [a, &]. Stoga P{ a . n } u stvari jeste spektralna mera diskretnog spektra. Naim.e, 


kontinualni spektar pojedinačnim tačkama ne daje doprinose (jer se doprinos računa preko integrala). Nasuprot 
tome, u opštem siučaju Р^# nije cela spektralna mera intervala [p, i] već samo doprinos od kontinualnog spektra. 
Samo u slučaju kada u [pj] ne pada nijedna diskretna svojstvena vrednost, irnamo P ^\ j = P\ p p 
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Primenjujući (2.3.13) na proizvoljni vektor | ф) G H, iiriamo 


Ф) = / Ф( 8 ) 


jp 


s ) ds + ф п 


n), 


(2.3.15) 


gde su г ф п = ( n | ф) koeficijenti razvoja od | ф ) po diskretnom svojstvenom podbazisu od A. 

Ako (2.3.15) napišerno mutatis mutandis (tj. menjajući šta treba promeniti) i za drugi vektor 
| ф') E TL, onda skalarni proizvod možeriro izraziti pomoću koeficijenata razvoja: 

( Ф' \Ф) = f ф/*(в)ф(з) ds + ^2 ФпФп- (2.3.16) 

J P n 

Za specijalni slučaj | ф') =| ф), formulom (2.3.16) izražavamo kvadrat rionne. 


2.3.2 Gustina verovatnoće 

Postulat III smo formulisali tako (u § 2.1.5) da se neposredno proširuje na slučaj kada opservabla 
A ima i kontinualni spektar. Naime, spektralnoj meri proizvoljnog intervala [a, b], tj. projektoru 
P[a,b] ' u opštem slučaju doprinosi kako diskretni tako i kontinualni spektar preko svojih preseka 
sa intervalorn [a, b] i odgovarajućih svojstvenih projektora: 


Р 


def 


0 , 6 ] 


j{n | OnG[o,6]} 


P 'I + /а' I S ) d S i S 


(2.3.17) 


ako je, recimo, interval [a! , b'] presek intervala [a, b] sa kontinualnim spektrorn \p, t] od A: [a', b'] ‘= 
[a,b] П [p, t], 

Ključna formula za verovatnoću (2.1.7) raščlanjuje se pomoću (2.3.17) na sledeći način: 


у([а,Ц,А,ф) = J2{n ! а п е[аД}(Ф \Pn\ Ф) + 1а> | + (s)| 2 ds 


(2.3.18) 


Funkcija p(s, A, ф) = \ф(з)\ 2 naziva se gustinom verovatnoće, jer |+(s)| 2 ds je verovatnoća da 

merenje opservable A u stanju ф daje rezultat iz infinitezimalnog intervala [s — | ds, s + | ds] 
(pod pretpostavkom da nijedna od diskretnih svojstvenih vrednosti ne pada u taj interval). 


Zadatak 2.3.1 Dokazati lernu L 2.2.2 i korolare K 2.2.1 i K 2.2.2 za opšti slučaj opservaMe. 


2.3.3 Rezultati merenja iz kontinualnog spektra 

Ako je s tačka iz kontinualnog spektra opservable A (a ne pripada diskretnom spektru), onda 

P[s] = 0. (Spektralnu meru tačke P\ s ] = 0 ne treba mešati sa | s)(s |, koji je uopšteni projektor 

pravca u ифН) i nije projektor u %.) To znači da u svakom stanju ф: 

v(s, A, ф) = 0. (2.3.19) 

Na osnovu Postulata IV (u § 2.2.4), (2.3.19) moraino interpretirati tako da nijedan pojedinačni 
kvantni sistem nikada ne rriože (kao rezultat kvantnog irierenja) imati tačnu vrednost s. 
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U stvari to i nije začuđujuće ako imarno u vidu da svako merenje nužrro irna rezoluciju q > 0. 
Nairrre, po pravilu, merenje daje neki rezultat a sa tačnošću 2-3 ' 4 q, tj. rezultat leži u intervalu 
[a — \q,a + | q]. Za rrrererrje diskretnih svojstvenih vrednosti ovo je ipak dovoljno za tačrro 
merenje, jer rezolucija mererrja može biti u prirrcipu pr'oizvoljrro fina (q proizvoljno rrralo) 2 " 3 " 5 . Ali 
za kontinualnu svojstvenu vrednost uvek preostaje konačni interval kao rezultat. 


2.3.4 Srednja vrednost 

Formula za srednju vrednost 


( A )ф = (ф | A | ф ) 


(2.3.20) 


tj. (2.2.10), važi i u opštern slučaju opservable A. Nairne, iz (2.3.18) sledi na osnovu sarne 
definicije sredrrje vrednosti: 


( A ) ф = Y^a n {0 \P n \ "Ф) + I sjA(s)| 2 ds. 


;2.3.21) 


Pošto je |+(з)| 2 = ( 'ф | s)( s | Ф), irnamo 


( i )ф = {ф | (Y,a n Pn + f | s)s(s | ds) | ф). 

J V 


(2.3.22) 


Najzad, (2.3.20) sledi iz činjenice da je izraz u zagradi u (2.3.22) u stvari operator Л napisan u 

spektralnoj formi (uporediti (2.3.14)). 


2.3.5 * Borel-ovo u-polje realne ose 

Као što smo rekli u § 2.3.3, intervali se prirodno pojavljuju iz fizičkog razloga konačne rezolucije 
svih mernih aparata. Međutim, sa matematičke tačke gledišta, mnoštvo svih intervala (sva četiri 
tipa) nije dovoljno zatvorena struktura. Teorija mere (bez obzira da 11 se radi o nenegativnoj 
brojnoj ineri ili o projektorskoj meri koja će tek, sa svoje strane, da definiše brojnu meru — 
verovatnoću u našern slučaju) iziskuje da rnnoštvo skupova za koje se definiše rnera (tzv. rnerijivi 
skupovi) bude bar tzv. Borel-ovo cr-polje ili mnoštvo svih Borel-ovih skupova. To je u stvari 
rninimalno u-polje rrad rnnoštvom svih irrtervala. cr-poljerrr se naziva takvo rnnoštvo skupova koje 
je zatvoreno na sve urrije i preseke ne više od prebrojivo beskonačno rnnogo skupova iz rnrroštva 
(сг je tu urnesto kardinalnog broja prebrojivo beskorračnog skupa koji se obično piše kao K 0 , tzv. 
alef rrula). 

Dakle, mnoštvo svih intervala realne ose ”obrazuje” Borel-ovo n-polje u smislu da se to 
mnoštvo mora maksimalno proširiti kako bi se zatvorilo u pogledu pomenutih cr-operacija. 

2 ‘ 3-4 Ne treba misliti da su idealna merenja u kvantnoj mehanici idealna i po rezoluciji, tj. da je q = 0. ” Idealnost” 
je sarrro u torne da se pretpostavlja apsolutno sigurno dobijanje nekog rezultata. Nairne, realni eksperiment može 
i da omane i da ne da nikakvu informaciju. 

2 - 3 ‘°Ako je diskretna svojstvena vrednost a n neke opservable A tačka nagomilavanja diskretnog spektra iste 
opservable, onda se zbog q > 0, očigledno, a n ne niože dobiti kao tačan rezultat rnerenja. Fizički ovo je patološki 
slučaj, posledica zatvaranja (u srnislu upotpunj avanj a) matematičkog aparata. 
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U lineamoj analizi se dokazuje važan stav, koji daje matematičke osnove našern Postulatu o 
opservablama: Svaki hermitski operator u Hilbert-ovom prostoru povezan je (biunivoko) sa jed- 
nom (projektorskom) spektralnom rnerom definisanom na Borel-ovom cr-polju realne ose. Dotična 
veza se uspostavlja preko spektralne forme herrnitskog operatora. 


2.4 Kompatibilne opservable i merenje 

U ovoiri odeljku proučićemo kompatibilne opservable, koje najviše liče na klasične varijable u po- 
gleđu svog uzajarnriog odnosa. Objasnićemo kako se forrniraju kompletni skupovi kompatibilnih 
opservabli, pomoću kojih ćemo dopuniti Postulat o stanjima i zasnovati teoriju reprezentovanja 
(izloženu u § 2.7-§ 2.9). Definisaćemo kvantno-mehaničko merenje i izvešćemo formule za promenu 
stanja pri merenju 

2.4.1 Kompatibilne opservable 

Sad ćemo videti koji je najpovoljniji uzajamni odnos u kojern dve opservable rnogu da budu i 
šta je fizički sinisao tog ođnosa. 

Ako dva hermitska operatora A i B u % komutiraju, tj. ako važi 


'A, B] = f AB - BA = 0 , 


(2.4.1) 


onda se kaže da se radi o kompatibilnim opservablama. Operator [A, B] se naziva komutatorom 

od AiB. 

U teoriji Hilbert-ovih prostora dokazuje se sledeći stav. 

Stav 2.4.1 Ako su А г , A 2 , ..., A n hermitski operatori u % od kojih svaka dva komutiraju, onda 
postoji ( nejednoznačno određen) hermitski operator B u % iakav da je svaki od pomenutih ope- 
ratora njegova operatorska ј'ипкслја 1ЛЛ : 

Аг = h(B),A 2 = f 2 (B),...,A n = f n (B), (2.4.2) 

i obratno, (2.4-2) povlači komutativnost operatora A\,A 2 , ..., A n . 

Prema Postulatu II B je opservabla, a njeno merenje predstavlja istovremeno merenje svih 
n opservabli А г , ..,A n . Naime, ako merenje opservable B daje rezultat b na nekom kvantnom 
sistemu, onda na istom sistemu imamo rezultat fi(b) za A\, f 2 (b) za A 2 ,...,f n (b) za A n . Stoga se 
fizički smisao kompatibilnosti opservabli sastoji u mogućnosti njihovog istovremenog merenja. 

Nekompatibilne opservable (tj. nekomutirajući hennitski operatori) se ne rrrogu istovremeno 
ineriti. Na njih se odnosi Heiserrberg-ov princip neodređenosti (§ 1.2 i §4.1). 

2A.i PoJsetimo se da je po definiciji herrnitski operator A funkcija herrrritskog operatora B ako je svaki svojstveni 
vektor (pravi ili uopšteni) od B svojstverri vektor i od A. Piše se i A = f(B) ako iz B \ b ) = b | b) sledi 
A | b) = f(b) | b), pri ćerriu je / jedna brojna funkcija (analitička ili opštija). 
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2.4.2 Kompletan skup kompatibilnih opservabli 

Sada ćemo se upoznati sa jednim od najosnovnijih i najvažnijih pojmova kvantne mehanike, čiji 
je naziv dat u naslovu paragrafa. 

Počećemo definicijom kompletne opservable A. To je hermitski operator sa prostim spek- 
trom, tj. opservabla čija je svaka svojstvena vrednost (diskretna i kontinualna) nedegenerisana i 
stoga jednoznačno, s tačnošću do faznog faktora, definiše odgovarajući (pravi odnosno uopšteni) 

svojstveni vektor. Spektralna forma kompletne opservable A glasi: 

A = У ) a n | n)(n | + f | s )s(s | d.s, (2.4.3) 

n -'p 

gde su | n ) i | s ) poinenuta jednoznačna rešenja diskretnog odnosno kontinualnog svojstvenog 
problema: A | n) = a n | n), A | s) = s \ s). 

Kompletna opservabla se, na žalost, susreće dosta retko među značajnim fizičkim veličinama. 
Srećom nju rnože u potpunosti da zameni njeno uopštenje, tzv. kornpletan ili potpun skup kom- 
patibilnih opservabli. To je izvestan broj 2-4 * 2 , recimo K, kompatibilnih opservabli Ai,A 2 , ..., Ак 

čiji su svi zajednički svojstveni potprostori (u Ti i u 14{Ћ)) j edn odirri enzionalni. 

Zajednički svojstveni potprostor je u ovom slučaju skup svih zajedničkih ili istovremenih 

rešenja | a\,a 2 , ...,ак) svojstvenih problema 

A.fc | Oj'i , a 2 ..... a к ) — ai,, | U] , . . . , ci к ) , k — 1. , 2 , . . . , .E. (2.4.4) 

sa fiksiranim svojstvenim vrednostima а* od A^, k = 1,2 , ... ,K. 

Ne mora svaki izbor respektivnih svojstvenih vrednosti a^, a 2 , ..., ак da da neko nenulto rešenje 
sistema jednakosti (2.4.4). To se kaže da možeirio imati nekompatibilne svojstvene vrednosti 
kompatibilnih opservabli. Slog brojeva « 1 , a 2 , ..., ак koji daje nenulto rešenje u (2.4.4), znači koji 
definiše zajednički svojstveni potprostor (tzv. kompatibilne svojstvene vrednosti) je analogon 
jedne svojstvene vrednosti a n ili s kompletne opservable A i, po definiciji kompletnog skupa 
А и A 2 , .... Ак, mora biti nedegenerisan, tj. mora da jednoznačno (do na fazni faktor) određuje 
I a,\ , a 2 , ■ ■ ■ , ttK ) A 0. 

Napomenimo uzgred da se indeks n, koji prebrojava diskretne svojstvene vrednosti a n neke 
opservable A, obično naziva kvantnim brojem. On ne uzima nužno cele vrednosti niti nužno sve 
uzastopne vrednosti, ali je po pravilu njegov skup vrednosti prostiji od sainog diskretnog spektra 
opservable. Analogno kao što smo rekli za svojstvene vrednosti, i kvantni brojevi kompatibil- 
nih opservabli A\, A 2 , ..., А к daju, u opštem slučaju, kompatibilne i nekompatibilne kombina- 
cije konkretnih vrednosti п\, n 2 , ..., п к , prema torne da li postoji zajednički svojstveni vektor 
0 ф\ п\, n 2 , ..., п к ) = | а пк , а П2 , ..., а Пк ) ili ne. 

Ако neka opservabla A\ nije kompletna (što će često biti slučaj na primer sa hamiltonijanom 
kvantnog sistema), možemo je kompletirati, tj. dopuniti do kompletnog skupa kompatibilnih 
opservabli. Ovo dopunjavanje je, naravno, nejednoznačno. 

Da bismo u sledećem paragrafu bolje razumeli geometrijski sadržaj pomenutog dopunjavanja 
(a i za druge kasnije potrebe), podsetimo se još nekoliko stavova o komutiranju operatora iz 
teorije Hilbert-ovih prostora, koji irnaju veoiria važnu primenu u kvantnoj mehanici. 

2 ' 4/2 Mada matematički u datom Hilbert-ovom prostoru K rnože biti proizvoljno, videćeino kasnije da za fizički 
najvažnije potpune skupove kornpatibilnih opservabli u prostoru stanja % kvantnog sistema K je fiksiran broj i 
iiria fizički smisao broja stepeni slobode sistema. 
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Stav 2.4,2 Hermitski operator A i hermitski, unitarni ili antiunitarni operator B u % hornuti- 

raju ako i sarno ako B korrmtira sa svakim svojstvenim projektorom od, A. 

Stav 2.4.3 Herrnitski operator A i herrnitski, unitarni ili antiunitarni operator B u % kornuti- 
raju ako i sarno ako je svaki svojstveni potprostor od A invarijantan za B. 

U invarijantnom potprostoru operator B samim svojirn đelovarrjem indukuje jedan operator. 

Kaže se da se B redukuje u taj operator u dotičnoin potprostoru. 

Stav 2.4.4 Dva hermitska operatora A\ i A 2 u % komutiraju ako i samo ako svaki svojstveni 
projektor prvog korrmtira sa svakirn svojstvenirn projektorom drugog. 

Stav 2.4.5 Ako dva projektora Р г i P 2 komutiraju, onda je P\P 2 projektor i on projektuje % na 
potprostor TZ(Pi) П TZ(P 2 ). 

Stav 2.4.6 Dva hermitska operatora A\ i A 2 korrmtiraju ako i sarno ako postoji (bar jedan) 

zajednički svojstveni bazis 2 ' 4 ' 3 u Ji ili u U(H). 

Ovaj bazis se u opštem slučaju sastoji delom od pravih, a delom od uopštenih vektora. Svi 
gornji stavovi se odnose na potprostore i projektore u U(H) isto kao u %. 

2.4.3 Dopunjavanje nekompletne opservable 

Ako je A\ nekompletna opservabla, ne možemo je doprmiti (kompatibilnom) opservablom A 2 
koja je funkcija od Aj , tj. sa A 2 = f(A\). Naiine, као što sledi iz Stava S 2.4.3, A 2 se redukuje 
u svakom svojstvenom potprostoru V(a x ) od A x (a x je odgovarajuća svojstvena vrednost). Zbog 
funkcionalne zavisnosti, A 2 se redukuje u broj /(a x ) (uporediti Primedbu 2.4.1), tj. svaki V(a x ) 
je već sarn zajednički svojstveni potprostor od A\ i A 2 i nismo se odrnakli od početnih svojstvenih 
potprostora (od kojih je bar jedan bio bar dvodirnenzionalan). 

Ako kornpatibilna opservabla A 2 nije funkcija od A\, ona se u potprostorirna V(a x ) redukuje 
u netrivijalne operatore. Ovi onda svojom svojstvenom dekornpozicijorn dalje razlažu V(a x ) i 
tako daju zajedničke svojstvene potprostore od A\ i A 2 , manje dirnenzije. 

Ako je skup A\, A 2 i dalje nekompletan, moramo ga dalje dopunjavati trećom kompatibilnom 
opservablom A :i itd. 

Zadatak 2-4-1 Neka je 'H trodimenzionalan i neka je u njeiriu zadat bazis {| 1 ), | 2 ), | 3 )}. Definišimo dve 
opservable preko spektralne forme: 

A ‘= a\P\ + a 2 P 2 , ai ф a 2 , (2.4.5a) 

P\ = f | 1 )<1 |, P 2 = f | 2) (2 | + | 3)(3 | . (2.4.56) 

B = 6NA + b 2 Q 2 , h ф b 2 , (2.4.6 a) 

Qi ‘=\ 1)<1 I + | 2) <2 |, Q 2 d =| 3)(3 | . (2,4.66) 

2 * 4 * 3 0dsad ćerno stalrio pod ”bazisom” podrazumevati ortonorrnirani kompletni bazis (ako narn zatreba opštiji, 
to ćerno posebno istaći). Pod bazisom u ШЋ) se podrazumeva skup uopštenih vektora po kojirna se svaki pravi 
vektor može jednoznačno razviti. 
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A. Pokazati a) da su A i B nekompletne opservable; b) da su A i B kompatibilne opservable; c) da je ,4,1?, 

kompletan skup kompatibilnih opservabli. 

B. a) Koje su svojstvene vrednosti od A kompatibilne sa kojim. svojstvenim vrednostima od B ? b) U koje 

operatore se B redukuje u pojedinim svojstvenim potprostorima od ,4. ? c) Pokazati kako ovi operatorL 
u koje se B redukovao, svojom svojstvenom dekompozicijom dalje razlažu svojstvene potprostore od ,4. i 
tako daju upravo zajedničke svojstvene potprostore operatora A i B. 

C. Ilustrovati Stavove S 2.4. 1-S 2.4.6 na primeru operatora iz zadatka Z 2.4.1. 

Zadatak 2J$.*2 A. Dokazati da je opservabla B koju u srnislu Stava S 2.4.1 definiše neki kompletan skup 
kompatibilnih opservabli Ai, ,4 2 , . . . , Ак nužno kompletna opservabla. 

B. Ilustrovati rezultat iz A. na primem opservabli A i B iz zadatka Z 2.4.1. 

Kompletna opservabla je speeijalni slueaj kompletnog skupa korripatibilnih opservabli kada 
je K = 1 . S druge strane, vidirno iz Zađatka Z2.4.2.A. i iz Stava S 2 . 4 . 1 , da bilo koji potpuni 
skup opservabli inožemo, bar u princlpu, zameniti jednom jedinom kompletnom opservablom. 

Po pravilu se а priori ne zna koji je kompatibilni skup kompletan, bar ne ctok prostor stanja H 
nije dobro poznat. A to se obično saznaje ili iz analogije sa klasienom fizikom ili iz eksperimenta. 

2.4.4 Merenje 

Sada ćemo da definišemo pojam merenja. Čitaocu je već, bez sumnje, jasno da je to jeđan od 

karnena temeljaca kvantne rnehanike. 

Pretpostavirno da sirio u laboratoriji priprernili ansambl od N kvantnih sisterna i da znarno 
da je ansarnbl čist i da se opisuje vektororn stanja ф. Pretpostavirno, osirn toga, da irnamo 
aparat koji nakon interakcije sa pojeđinim kvantnim objektirna iz našeg ansarnbla pokazuje neki 

rezultat a, koji je diskretna svojstvena vrednost neke opservable A. Neka N a sistema iz ansambla 
daju određeni rezultat a. 


Definicija 2.4.1 Pornemdi aparat se naziva kvantnim mernim, aparatom, a njegova interakcija 

sa sistemima pomenutog ansambla prediktivnim merenjem 2,4 * 4 (ili merenjem prve vrste) opser- 
vable A ako su zadovoljena sledeća dva uslova za svako početno stanje ф i za svaku diskretnu 

svojstvenu vrednost a od A: 

i) Фф -> (ф | P a | 'ф ) = v(a, A, ‘ф), kada N — > oo 

(P a je svojstveni projektor od A koji odgovara svojstvenoj vrednosti a); 

ii) po prestanku interakcije aparata i sistema svaki od pomemdih, N a sistema ima, vrednost a od 

Л (tj. dao bi ovaj rezultat apsolutno sigurno u ponovljenom merenju ); 

Ako je dodatno ispunjen sleđeći uslov, inerenje se naziva idealnim: 

iii) svaka opservabla B kompatibilna sa A koja je irnala oštru vrednost b u početnom stanju ф, 

u svakom od pornenutih N a sisterna i nakon merenja ima vrednost b. 

2 ллјј literatiii'i je uobičajeno cla se formuliše i postulat "redukcije talasnog paketa” , koji u suštini sadrži iskaze 
naših Teorema T 2.4.1 i T 2.4.4 niže. Naš prilaz preko đefmicije merenja kao određene interakcije, sa izvođenjem 
pomenutih rezultata kao posledica, bazira na radovima: F. Herbut, Annals of Physics,55 (1969) 271 i F. Herbut, 
International Journal of Theoreticai Phpsics, 11 (1974) 193. 
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Primer selektivnog prediktivnog merenja irnali srno u eksperimentu sa poliipropusnirn ogle- 
dalom u varijanti b' (videti §1.2.1), kada srrio ogledalo u D (videti C1.3A) zamenili detektororn 
i tako srrro izđvojili podansarrrbl fotona koji se kreću optičkim putem 1, preko ogledala u B. 
Idealno rrrerenje se u kvantnoj mehanici obično rraziva prosto rrierenjerrr. 

2.4.5 Promena stanja pri merenju — nedegenerisana svoj- 
stvena vrednost 

U ovom paragrafu daćemo odgovor na pitanje kako merenje inenja stanje ф. 

Pretpostavimo da je diskretna svojstvena vrednost a opservable A nedegenerisana , tj. da joj 
odgovara jednodimenzionalni svojstveni potprostor ili, kao što se obično kaže, svojstveni pravac. 
Selektivno merenje vređnosti a od A se onđa naziva kompletnim . 


Teorem 2*4,1 Merenje nedegenerisane diskretne svojstvene vrednosti a opservahle A prevodi 
proizvoljno počeino sianje | ф) u svojstveno stanje | a ) od A. ij . u sianje koje je definisano sa 

A\a)= a | a ), { a | a) = 1. (2.4.7) 

Dokaz: Uslov ii) đeflnicije prediktivnog merenja garantuje da konačni kvantni ansambl ima oštru vrednost a od 
А ђ a kao što smo videli u § 2.2.6 (a.l c.l), to u slučaju čistog stanja može biti sarno ako se radi o svojstvenom 
vektoru definisanom sa (2.4.7). 

A priori konačno stanje ne rnora biti čisto stanje. Međutim, pošto je a nedegenerisana svojstvena vrednost od 
A, postoji sarrio jedrio čisto stanje koje zadovoljava (2.4.7) (s tačnošču do proizvoljnog faznog faktora). Ako 
pretpostavimo da je konačno stanje mešano (uporediti §1.4.12), tj. pomešano iz više čistih podansambaia, 
očigledno svi oni takođe moraju imati oštru vrednost a od A (jer pojedinačni sistemi irnaju ovu vrednost), 
te nioraju biti određeni sa (2.4.7). A pošto (2.4.7) jednoznačno određuje čisto stanje, konačno mešano stanje ne 
niože sadržavati dva neekvivalentna čista stanja, tj. ono mora biti čisto. Q. E. D. 

Pošto se eešće koristimo potpunim skuporn kompatibilnih opservabli nego jednorn komplet- 
noin opservablom, formulišimo odgovarajuće uopštenje Teorema T 2.4.1. 


Teorem 2,4,2 Ako se izvrši istovremeno merenje diskretnih svojsivenih vrednosti a^ od А^, k = 
1, 2, ..., K, pri čemu A- h A 2 , .... А к čine kompletan skup kompatihilnih opservabli , onda proizvoljno 
stanje | ф ) prelazi u sianje | ai, a 2 , ..., а к ) definisano (do faznog faktora ) sa А^ | ai, a 2 , ..., а к ) = 
aj$ | a\, a 2 , . . . , а к ) « k — 1. , 2 , . . . , Ki , { a-\ , a 2 , . . . , а к | ii\ , a 2 , . . . , а к ) — 1. . 

Dokaz: odmali sledi iz prethodnog Teorema ako skup A\, А 2ј . . . , А к zamenimo kompletnom opservablom B u 
smislu Stava S 2.4.1 (uporediti Zadatak Z2.4.2.A). Q. E. D. 

2.4.6 Kako se vektor stanja pridružuje ansamblu 

U ovom kratkom paragrafu ukazaćemo na jednu važrru posledicu Teorema T 2.4.2. 

Kada srno formulisali Postulat o stanjima, nisino još iinali razrađen kvantnornehanički for- 
malizam i riisnro rnogli ništa da kažerno o sarnonr načinu pridruživanja vektora stanja | ф) datorn 

homogenom kvantnom ansamblu. Sada ćemo popurriti ovu prazniriu. 
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Vidi se da je rezultat selektivnog merenja iz Teorema T 2.4.2 stanje | a\, a 2 , ..., ак) i to bez ob- 

zira od kog stanja se polazi (ako je v(a\, a 2 , .... ак', A\, Л 2 , .... А к : ф) = |( a\, a 2 , .... а к \ ф )\ 2 Ф 
0). Baš zbog toga se ovo merenje može iskoristiti za preparaciju ansambla u stanju | a\, a 2 , ..., а к )'. 

Korolar 2.4.1 Kvantni ansarnbl sisterna na kojima su dobijeni (kompatibilni) rezultati а^ od А^, 

k = 1, 2, ..., K, pri selektivnorn prediktivnorn rnerenju potpunog skupa kompatibilnih opservabli 
A\, Л 2 , ...,A K homogen je i opisan vektorom stanja | a\, a 2 , ..., а к ) (bez obzira na to kakav je bio 

polazni ansarnbl). 


2.4.7 Verovatnoća prelaza 

Kao što smo videli 11 Teoremima T 2.4.1 i T 2.4.2 vektori stanja se pojavljuju u formalizmu 
ne sarno pre merenja, nego i posle, kao stanja u koja sistemi mogu da pređu pri kompletnom 
selektivnom inerenju. 

Teorem 2*4,3 Verovatnoea prelaza kvaninog sistema iz sianja ф u sianje cp glasi 

у(ф p) = |{ p | ф )\ 2 . (2.4.8) 


Dokaz: Neka je p definisan kao normirani svojstveni vektor neke opservable ,4 koji odgovara nedegenerisanoj 

diskretnoj svojstvenoj vrednosti a. Verovatnoća prelaza u stanje p je onda isto što i verovatnoća rezultata a pri 
rnerenju opservable A (videti Teorern T 2.4.1). Prema torne, v(gp ->(/?)= у(а.Амф) = \( tp \ ф)\ј (iskoristili srno 
(2.2.9)). Q. E. D. 


Zadatak 2*^*3 Pokazati da je verovatnoća prelaza и(ф • tp) jednaka jedinici ako i sarrio ako ф i tp opisuju isto 
stanje. (Indikacija: Razviti ф po bazisu u kome je p jedan od bazisnih vektora.) 


2.4.8 Promena stanja pri merenju — degenerisana svoj- 
stvena vrednost 


Postavlja se pitanje kako da se uopšti Teorem T 2.4.1 na slučaj kad se radi o merenju degenerisane 
diskretne svojstvene vrednosti a neke opservable A (odgovarajući svojstveni projektor P a onda, 
po definiciji, projektuje na višedimenzionalni potprostor, tj. Tr.P (1 > 1). 

Videli smo u prethodriom odeljku da je nemoguće u merenju dobiti kontinualnu svojstvenu 
vrednost. Pri proučavanju efekta merenja na stanje ograničićemo se (radi jednostavnosti) na 
opservable sa čisto diskretnim spektrom, tj. na opservable koje imaju svojstveni bazis. Neka je 
spektralna forma ovakve opservable 

A = J2a-nPn, (2.4.9) 


n ф п => а п ф a n 


PnPn' 


5 , p • 

Ј пп ' 1 ni 


n 


(2.4.10a, 6, c) 


gde su a n (različite) svojstvene vrednosti, a P n odgovarajući svojstveni projektori od A, a I je 
identični operator u TL. 
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Teorem 2.4.4 Ako v(a n , А.ф) > 0, gde je A opservabla sa čisto diskretnim spektrom, onda 
merenje svojstvene vrednosti a n od A prevodi početno stanje ф u stanje 


(2.4.11) 


Xr 


def 


\/.ју1Ј\Ј) 


Pn | Ф ) 


Dokaz ćemo clati u Dodatku §2.4.11. 

Zadatak 2-4-4 Pokazati da je Teorem T2.4.4 uopštenje Teorema T2.4.1, tj. da je | a) iz (2.4.7) specijalni slučaj 
od | Хп ) u (2.4.11). 


Teorern T 2.4.4 se lako može uopštiti na slučaj opservable koja ima i kontinualni spektar, ali 
merena svojstvena vrednost a n mora da pripada diskretnom spektm. 


2.4.9 Uslovna verovatnoća 

Sad možemo postaviti pitanje kako da se uslovna verovatnoća (1.4.3) i dve u fizici važne formule 
(1.4.4) i (1.4.5) prenesu u kvantnu mehaniku. 

U kvantnom prostoru stanja (uporediti Postulat I u §2.2.2) operacija ”istovremeno sa”, koja 
je u klasičnom prostoru događaja primenljiva na bilo koja dva đogađaja (operacija ” П”), rnože 
da se primeni sarno na dva kompatibilna događaja, tj. na dva komutirajuća projektora, na piirner 
na P\ i P 2 , [Pi,P 2 ] = 0, a njihov proizvod P\P 2 (koji je nužno opet projektor) je onda kvantni 
đogađaj ”Д istovremeno sa P 2 \ 

Ako je | Ф) proizvoljno stanje, u(l, Д, ф) > 0 i | х) == тт — Г — гтгА I Ф) stanje u које prelazi 

11 р 1|и)11 

| ф) pri selektivnom merenju svojstvene vrednosti 1 opservable P\ (tj. kada se ”desi” događaj 

Pi), onda je 

v(l, P\p 2 , ф) = u(l, Р\,ФУи(1, P 2 , х), (2.4.12) 

gde je poslednja verovatnoća uslovna verovainoća; uslov je da se desio događaj P± i on ulazi u 
verovatnoću preko х, a (2.4.12) je analogon od (1.4.4). 

Ako je P 2 < P\ (na jeziku oblasti likova TZ(P 2 ) C 7t(Py)), tj. ako dešavanje događaja P 2 
”povlači” dešavanje događaja F\, kao što se u kvantnoj logici kaže, onda 

v(l, P 2 , ф) = v ( 1 , P\, ф)п(1, P 2 , х). (2.4.13) 

Zadatak 2*4*5 Dokazati (2.4.12) i (2.4.13). (Indikacija: Iinati u vidu da je P 2 < Д ДД ------- P 2 .) 

2.4.10 Prediktivno i retrospektivno merenje i preparacija 

Neka su A i B dve opservable sa čisto diskretnim spektrom takve da po jednoj svojstvenoj 
vrednosti a n od A i b n od B odgovara isti svojstveni projektor P n . Iz formule za verovatnoću i 
formule za promenu stanja pri merenju odmah se vidi da v(a n , A, ф) = v(b n , B, ф), Уф, kao i da 
ф prelazi u isto stanje bez obzira da li se meri A i dobije a n ili se meri B i dobije b n kao rezultat. 
Opservabla bi iriogla da irna, pored diskretnog i kontinualni spektar, i to ne bi irnalo uticaj na 
selektivno rnerenje diskretne svojstvene vrednosti. 

Sada ćerrm prodiskutovati jednu neposrednu posledicu Teorema T 2.4.4. 
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Korolar 2.4,2 Ako u stanju ф opservabla A irna oštru vrednost a, onda selektivno merenje koje 
daje a od A uopšte ne rneiija 'ф (bez obzira da li je multiplicitet svojstvene vrednosti a jedan ili 
više). 


Dokaz: Oštra vrednost znači A | ф) = a | ф), što je ekvivalentno sa, P a | ф) =| ф), gde је Р а svojstveni projektor 
od A koji odgovara svojstvenoj vrednosti a. Iz { ф \ ф) = 1 onda sledi -> 4 — P a | ф) =| ф). Q. Е. D. 

Л/{Ф\Ра\-ф) 

Zbog iskaza Korolara, K 2.4.2, pređiktivno merenje n.ije uvek moguće ostvariti u direktnoj 
interakciji raernog aparata i merenog kvantnog sistema osim u slučaju tzv. negativnog merenja, 
kada, se rneri lokalizacija i konstatuje da, mereni sistem nije prisutan (kao u pomenutora slučaju 
varijante h' u eksperirneritu sa semireflektivnim ogledalorn). Kad je kvantrri sistern prisutarr i 
stvarrro stupa u interakciju sa rnerriirrr aparatom, starije sistenra nvek trpi rieku prorrrenu i, ako 
važi pretpostavka Korolara. K 2.4.2, nužrro protivureči Korolaru K 2.4.2 i prema torne to nije 
prediktivno merenje. Neselektivno prediktivrro merenje (§1.4.14), koje takoreći sadrži u sebi 
selektivna merenja svih diskretnih svojstvenih vrednosti, može se ostvariti sarno u slučaju tzv. 
distantnog merenja, o čemu će biti reči u § 4.4. 6-§ 4.4.7. 

Na kraju kvantnog eksperimenta se obično vrši tzv. retrospektivno rnerenje ili merenje druge 
vrste, koje zadovoljava samo uslov i) iz definicije prediktivnog raerenja, a druga dva ne. 

Priiner ove vrste rnererrja irnali srno u eksperirnentu sa dva otvora kao i u eksperimentu sa 
polupropusrrirn ogledalom (uporediti i §1.4.15). U drugorn, na prirner, rnerni aparat je bio sa- 
stavljeri od fotoploča koje su rnerile lokalizaciju fotoria na drugorn zastoru. Tu se nije rnoglo 
govoriti o stanju u koje se foton prevodi (on se u stvari apsorbuje), ali pojedine vrednosti opser- 
vable položaja na zastoru dobijaju se sa različitim relativnim frekvencijama (rr stvari pojavljuju 
se rnrlje različitog zacrnjenja), u sklađu sa kvantnoirreharričkim predviđanjem po Postulatu o 
verovatnoći. 

Na kraju da, podsetimo na to da se na, početku kvantnog eksperimenta, obično vrši preparacija 
kvantnog ansambla. To je laboratorijski postupak za koji važi uslov ii) iz Definicije prediktivnog 
inerenja, a ne nužno i uslovi i) i iii). Osini toga, uređaj koji vrši preparaciju naziva se filtar (on 
filtrira, tj. propušta sarno sisteme koji imaju vrednost a od A). Kao što srrro viđeli u Korolaru 
K 2.4.1, kompletno selektivno prediktivrro merenje predstavlja ujedno i preparaciju. 


2.4.11 * Dodatak — dokaz teorema 4 

Indeks n u (2.4.11) zamenićemo sa, tiq, a n će biti tekući indeks. Na osnovu (2.4.10c) imarrio 


Ф) = )ГР„ 


Ца, i ф ). 


(2.4.14) 


gde se sumiranje u poslednjem izrazu vrši sanio po nenultim sabircima (što je naglašeno ozna- 
koin ]Г)'); po pretpostavci iz Teorema T 2.4.4 tu spada i гц. Zbog idempotentnosti projektora, 


(ф | P m | ф) = у ((ф | Р т )(Р т | ф)) је norrna vektora Р т \ ф). Prerna, torne, možeirro defini- 

sati jedan pomoćni projektor Q kao zbir ortogonalnih projektora pravaca: 


def 


m 


(Ф \Р т \ф) 


P-m Ф ) (Ф P'in- 


(2.4.15) 
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Q je opservabla kompatibilna sa A. Nairne, za bilo koje n, P n Q = 0 ili (ф \ P n \ 'ф)~~ 1 Р п \ ф)(ф \ P n , 
već prerna tome da li n ne spada među m-ove ili spada; isto daje i QP n . Dakle, [ P n , Q ] = 0, Vn, 
a prerna gornjern Stavu S 2.4.2 onda sledi 

[Q,i]=0. (2.4.16) 

Osiin toga, Q kao opservabla irna oštru vrednost 1 u stanju ф. Naiirie, iz (2.4.15) sledi 
u(l ,(ј,ф) = (ф | Q | ф) = РФпрФ I Дп I Ф) = 1 ( na osnovu (2.4.14) i normiranosti ф). 

Preina uslovu iii) iz Definicije merenja, nakon izmerene vrednosti a no od A kvantni sistem 
mora i dalje biti u stanju u kojem Q ima oštru vrednost 1, a prema uslovu ii), opservabla A 

rnora irnati oštru vrednost a no u torn stanju. Iz Aip = a no (p P n 0 ! p = <p> (2.2.3) sledi da se 
poslednji iskaz inože zameniti iskazorn da ЈР„ 0 iiria oštru vrednost 1. Pošto [ Q, P no } = 0, P no Q 
je projektor (uporediti gornji Stav S 2.4.5) i ako sa % obeležimo neko čisto stanje koje ulazi u 
sastav rnešanog stanja koje nastaje pri selektivnom merenju a no od A, orrda 

Pn 0 Qx = (2-4.17) 

pošto i P no Q ima oštru vredrmst 1 iiakon merenja. Iz (2.4.15) i pretpostavke v(a no ,A, ф) > 0 

sledi P no Q = (ф | P no | ф ) l P no | ф )(ф | P no , а to је projektor pravca. (2.4.17) kazuje da х 

pripada toin pravcu, tj. | х) = (Ф I Pn 0 I Ф)^Рг 0 I Ф ) (izvršili smo izbor najprostijeg faznog 
faktora). Pošto ovo čisto stanje sledi jednoznačno (kao u dokazu Teorema T 2.4.1), konačno 
stanje ne rrrože da sadrži dva neekvivalentna čista stanja, tj. rnora biti čisto i jednako %. 

2,5 Kvantizacija 

Prva četiri postulata kvantne mehanike, koje smo izučavali u prethodnoj grupi odeljaka, vrlo su 
opšte i apstraktne prirode. Mi još ne znamo kako da dođemo do prostora stanja 'H kvantnog 
sisterna i kako da u rrjernu definišerno bar nekoliko najvažnijih opservabli, na kojirna bisrno mogli 
da zasnujemo opisivanje kvantnog ponašanja sistema. U grupi odeljaka § 2.5 i § 2.6 rešićerno 
ovaj problern, na taj način što ćerno sa pogodrrih klasičnih varijabli preći na jedan osnovni skup 
opservabli tzv. kvantizacijom. Na osnovu ovih operatora ćerno onđa odrediti prostor stanja. IJ 
ođeljku § 2.5 izvršićerno ovo određivanje za j ednodirnenzionalnu česticu što je relativno prost 
(mađa fiktivan) fizički sistem. U sledećem odeljku ćemo rešiti analogni problem za realnu čestieu. 
Započinjemo odeljak formulacijom Postulata V o kvantizaciji klasičnih varijabi. 


2.5.1 Poisson-ove zagrade 

Pretpostavimo da irnarrro jedarr kvantni sistern od N čestica. Da je reč o klasičnorn sistemu od N 
materijalnih tačaka, iriogli bisrno taj fizički sistem da opišerno klasičnom rnehanikorn. Postavlja 
se pitarrje da li rirožerrro na osnovu klasičnog opisivanja preći rra kvantrro-mehaničko opisivanje 
pomenutog kvantnog sistema. 

Potvrdan odgovor ćerrro formulisati u rrovour postulatu, u kojern rrajvažniju ulogu igraju tzv. 
Poisson-ove (čitati: Puasonove) zagrade (odsad: PZ-e) klasične rnehanike. Podsetimo se rrajpre 
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da je Poisson-ova zagrada klasičnih varijabli A i B, tj. analitičkih funkcija u faznorn prostoru 
sistema, klasična varijabla: 


r-u ч def г л \ 0/ \ 1 def s^fdA дВ дА дВ , 

^(гг,...,Глг;Р1,...,Рју) = [A(r u ...,p N ),B(r 1 ,...,p N )} FZ = ^ — — ( 2 . 5 . 1 ) 


П = 1 


'дг п др п др п дт г 


gde je 


дА дВ d ef 


дА дВ 


дт п др п z dq n dp q _ n 


( 2 . 5 . 2 ) 


Ако imamo samo jednu česticu, onda suma u (2.5.1) otpada. U slučaju još prostije, jeđnođi- 
menzionalne čestice, otpada i surna u (2.5.2) i ostaje sarno jedan sabirak u (2.5.1). 


2.5.2 Osnovni skupovi varijabli i opservabli 

Osnovni skup varijabli je definisan u Hamilton-ovoj fbrmi klasične mehanike: ako fizički sistem 
ima K stepeni slobode, onda se osnovni skup sastoji od K uopštenih koordinata i od K od- 
govarajućih uopštenih impulsa (kanonično konjugovanih koordinatama). Kao što je poznato, 
izbor osnovnog skupa varijabli je nejeđnoznačan. Analognu fundarnentalnu ulogu u formalizrnu 
kvantne teoiije irna osnovni skup opservabli. 

Osnovni skup opservabli u prostoru stanja % kvantnog sistema je, po definiciji, skup herrnit- 
skih operatora za koji su zađovoljeni zahtevi: 

a) skup je ireducibilan u H, tj. osim celog % i njegovog nultog potprostora nijedan drugi njegov 

potprostor nije invarijantan istovremeno za sve operatore skupa; 

b) skup sadrži podskup koji je kornpletan skup kornpatibilnih opservabli u H: 

c) rnogu da se konstmišu operatorske funkcije osnovnog skupa opservabli pomoću kojih se 

iz jednog (proizvoljnog) zajedničkog svojstvenog vektora pomenutog kompletnog skupa 
opservabli mogu generisaii svi ostali zajednički svojstveni vektori; 

d) prostor stanja % datog kvantnog sistema je jedinstven u tom smislu da svaki drugi prostor 

Ћ! u korne takođe deluje neki osnovrri skup opservabli dobijen kvantizacijorn istih klasičnih 
varijabli rnora biti izomorfan sa %, tj. rnora biti %' = ЈЋ., gde je J izomorfizam, a 
pomenuti skup u TL' rnora biti ekvivalentan 2 ' 0,1 po J sa osnovnim skuporn {Ај. \ Vk} u TL, 
tj. rnora biti vida {jAi t J~ 1 \ VA;}. 

2.5.3 Postulat o kvantizaciji varijabli 

Pređirno sad na formulaciju sarnog Postulata V r Pojmove poinoću kojih se postulat izražava 
objasnićerno odrnah posle toga. 

г.ол ројат ekvivalentnosti ćemo obilno koristiti u teoriji reprezentovanja u § 2.7-§ 2.9, a ponovo ćemo je susresti 

u § 6.3.6. 
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V POSTULAT O KVANTIZACIJI VARIJABLI 


Sa klasičnih varijabli fizičkog sistema prelazi se na opservable u prostoru 

stanja % sistema tako da pri tome važi: 

1) linearna kombinacija varijabli prelazi u istu linearnu kombinaciju odgo- 

varajućih opservabli; 

2) proizvod varijabli prelazi u simetrizovani proizvod odgovarajućih opser- 

vabli, na primer: AB м- ^(AB + BA) (oncla u slučaju [ A, B ] PZ = 0 
sledi AB н+ AB); 

3) prelaz je neprekidan, tj. varijabla koja je limes beskonačnog niza va- 

rijabli prelazi u opservablu koja je takođe limes niza odgovarajućih 
opservabli; 

4) svaka Poisson-ova zagrada prelazi u komutator odgovarajueih opservabli 

pomnožen sa — 4 ; 


5) osnovni skup varijabli prelazi u osnovni skup opservabli. 


Zahtev 4) znači da svaka trojka varijabli A, B, C za koje važi [ A, B ] PZ = C prelazi u trojku 
opservabli A, B, Ć tako da 


-”[ A, B ] = f -j ( АВ ~~ BA) = Ć. (2.5.3) 

(I i h 

U zahtevu 5) je naglašena veza osnovnih skupova klasičnih varijabli i kvantnih opservabli. 
Međutim, kvantna teorija proučava i sisteme za koje pored klasičnih, postoje i tzv. unutrašnji 
stepeni slobode (tako će biti uveden spin u poglavlju §6.9). U takvim slučajevima, kada klasični 
analogon sistema ne postoji, osnovni skup opservabli se, u odnosu na osnovni skup varijabli, 
mora proširiti opservablama relevantnim za unutrašnje stepene slobode. 


2.5.4 Uloga konstante ћ i imaginarne jedinice 

Sto se tiče faktora | u zahtevu 4) Postulata V, moramo u definiciji Poisson-ove zagrade (2.5.1) 
uočiti da su fizičke dimenzije varijable [ A, B ] PZ jednake dimenzijama od AB podeljenim sa 
dimenzijama dejstva. Stoga se i u (2.5.3) u imenitelju mora pojaviti dejstvo. Ispostavlja se da 
je to baš ћ i tako fundamentalni kvant dejstva ulazi u formalizam kvantne mehanike. Sto se tiče 
faktora —г u zahtevu 4) Postulata V, razlog za to leži u činjenici da je komutator dva hermitska 
operatora [ A, B ] uvek kosohermitski operator. (Operator C je kosohermitski ako CĆ = —C.) 
Lako je uveriti se cla se svaki kosohermitski operator može napisati u vidu il), gde je D neki 
hermitski operator. Faktor —г potire ovo г, tako da ostaje hermitski operator D u iD = f [ A, B ]. 
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2.5.5 Princip korespondencije i matematički smisao po- 
stulata 

O prelasku sa varijabli na opservable, koji se reguliše Postulatorn V, ponekacl se govori kao o 

kvantizaciji klasične mehanike (ili njenih varijabli) ili kao o prvoj kvantizaciji (sa tzv. drugom 
kvantizacijom upoznaćemo se u glavi § 11 ovog udžbenika) . Isti prelazak se često naziva i prin- 
ciporn korespondencije u sinislu da Postulat đaje preskripciju kako opservable korespondiraju 
klasičnim varij ablama. 

Matematički smisao Postulata kvantizacije je u tome cla se sa realne Lie-jeve algebre klasičnih 
varijabli kontinualnim homomorfizmom prelazi na realnu Lie-jevu algebru kosohermitskih opera- 
tora, tj., kao što se kaže, nalazi se linearna reprezentacija pomenute klasične algebre. Naravno, 
dok je u Lie-jevoj algebri klasičnih varijabli Lie-jev proizvod realizovan PZ-om, u Lie-jevoj al- 
gebri kosoherrnitskih operatora realizovan je komutatoroui. (Obratiti pažnju na činjenieu cla 
kosoherrnitski operatori, a ne hermitski, čine Lie-jevu algebru.) 

Pređimo sad na primenu kvantizacije na najprostiji fizički sistem sa sarno jeclnim stepenorn 
slobode. 


2.5.6 Komutaciona relacija koordinate i impulsa 

Zamislimo fiktivnu česticu koja postoji u jednodimenzionalnom prostom duž ose х. IJzećemo 

najprostiji osnovni skup varijabli: koordinatu х (— oo < х < oc) i impuls p x (— oo < p x < oo). 
Pretpostavićemo da su ostale varijable analitičke (stoga proizvoljno mnogo puta diferencijabilne) 
funkcije ocl х i p x . 

Kao što smo napomenuli u §2.5.1, PZ-e sad glase: 


C(x,p x ) = [ A(x,p x ),B(x,p x ) ] PZ 


de? мав _ дл дв 

дх др х др х дх 


(2.5.4) 


Odmah sledi 

[x,p x ] pz = 1. (2.5.5) 

Na osnovu Postulata V očekujemo da х, p x čirie osnovni skup opservabli. Iz zahteva 4) 
Postulata sledi da ovi operatori zadovoljavaju sledeću osnovnu komuiacionu relaciju: 

[х,р х ]=гћ, (2.5.6) 


u šta (2.5.5) prelazi. 

2.5.7 Ideja određivanja prostora stanja % x 

Bazirajući se na osnovnoj komutacionoj relaciji (2.5.6), odredićemo Hilbert-ov prostor stanja 

čestice na ir-osi, koji ćemo obeležavati sa % x . 

U stvari počećemo sa pretpostavkom da već imamo H x i u njemu skup opservabli х i p x koje 
zadovoljavaju (2.5.6). Pretpostavićerno da je х kompletna opservabla (preina drugorn zahtevu u 
definiciji osnovnog skupa opservabli ili х ili p x rnora biti kompletna opservabla; videćemo niže u 
§ 2.9.1 i § 2.9.2 da je i p x kompletna opservabla) . 
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Posle toga ćerno proučiti svojstveni problem od х i, preokrećući potrebne uslove u dovoljne, na 
osnovu svojstvenog bazisa od х odredićemo % x . Ovaj prostor stanja biće apstraktni prostor 2 * 0-2 . 

2.5.8 Operatori, analitičke funkcije operatora i izvod po 
operatoru 

Analitička funkcija opservabli х i p x je po definiciji limes polinoma od х i p x . Uzmimo kao primer 
eksponencijalnu operatorsku funkciju eB 3x ( b realan broj): 

e m. « lim f' (2.5.7) 

п >0O^ kl 

k = 0 


(obično se DS od (2.5.7) piše skraćeno kao 

Parciialni izvod dA( - B <f '■■■’'> definiše se na sledeći način: 

дА def ,. A(B + el, Ć , ...) - A(B, Ć , ...) 

— - = lrm 

дВ e 

i postoji ako postoji desna strana. Naravno, totalni izvod se definiše analogno (izostavljajući Ć 
i eventualne druge opservable i zamenjujući ”ć?” sa ”d”). 


Zadatak 2.5.1 Pokazati da važi 


dx 


Ах 


'П- 1 


Ako je A(x,p x ) analitička funkcija od х i p x , ispostavlja se da se orida izvodi 
izračunavaju u analogiji sa funkcijama brojeva, na primer 2-5-3 : 


8A 

дх 


ал 

др х 


д_ 

дх 


х п р™ = nx n ~ l p™. 


Ali pošto su х i p x operatori, mora se održavati redosled pisanja (jer ne komutiraju). Analitička 
operatorska frmkcija poseduje izvode bilo kog reda. 

Da bisrno rrrogli da računamo sa operatorima koji su analitičke funkcije potrebna su rrarrr tzv. 
kornutatorska pravila. 

2.5.2 (j matematici je apstraktni Hilbert-ov prostor sa datom dimenzijom jedan jedini, određen kompletnirn si- 
sternom aksiorna. U kvantnoj mehanici međutirn, u centru pažnje su izvesne osrrovne opservable (a ne sarno 
matematička struktura prostora) i njihov fizički smisao (kojim klasičnim varijablama korespondiraju, kako se 
mere). Stoga razlikujemo apstraktne Hilbert-ove prostore kao prostore stanja (makar i imali istu dimenziju) 
prema najvažnijim opservablama koje u njemu deluju. Naravno ”apstraktnost” prostora je u tome što elementi 
(tj. vektori) nemaju konkretnu prirodu, označavaju se simbolima, a razlikuju se po svom odnosu prema osnovnim 
opservablama. 

2 5 - 3 Na osnovu (2.5.6), na prirner: = 2 jp x - гћ. 
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2.5.9 Komutatorska pravila 

Lako je dokazati da iz same definicije komutatora sleđe sledeća komutatorska pravila (važe u 
svakorn TL): 



[ A,B ] = -[ B,A ], 


(2.5.8a) 

A + B ђ C ] 

= [A,ć] + [b,ć], [A,b + ć] = 

'А,в] + [ A, ć ], 

Ao 

сд 

bo 

AB.Č\ = [ 

A, ć]š + A[ b,ć ], [ A, bć ] = [A 

, в ]ć + š[ A,ć], 

(2.5.8c?, e) 


[bA,B] = b[A,B], [ A, ђв ] = 

h[A,B], 

(2.5.8 f,g) 


[A,[B,ć]] + [š,[ć,A]] + [ć, 

[ А,в ] ] = o 

(2.5.8/i) 


za svaka tri operatora A, B i Ć i svaki kompleksni broj b. Relacija (2.5.8Л,) naziva se Jacobijevim 
identitetom. Takođe se lako dokazuje (metodom totalne indukcije na primer) da važi: 

AJE\ ¥ir\A.B 1Г ' ' (2.5.9) 

za svaki pozitivan ceo broj n. Važan specijalni slučaj od (2.5.9) je 

[ A, A n } = 0, Vn. (2.5.10) 


2.5.10 Komutatori sa analitičkim funkcijama 

Teorem 2*5 Л Neka je А(х ђ р х ) proizvoljna analiiička funkcija opservabli х i p x . Važe sledeće 
komuiacione relacije: 

г ^ t i . (ЈА л ^ 0A , ^ ч 

х, A = гћ~тгг~ ђ p x , A = — m-— -• (2.о.Г1а,о 

др х ' ' дх 


Dokaz: Neka je A nionoiii x m p n x . Pišući LS-u od (2.5.11a) kao LS i koristeći se jednakostima (2.5.8 e) i (2.5.10), 
imamo LS = [ x.x m 'Px ] — % т [ x,p™ ]. A jednakosti (2.5.9) i (2.5.6) onda daju LS = x m Y^s-o Рх^Рх -8-1 — 
гћх т (fip'N 1 ) = ^i~^x m p r j — DS. Zbog (2.5.8c) i (2.5.8#) sada (2.5.11a) siedi za svaku opservablu A koja je 
polinom, tj. linearna kombinacija monoma. 

U poslednjem koraku dokaza rnoramo se koristiti limesom polinoma da bisrno (2.5.11a) proširili na sve analitičke 
funkcije. Da su х i -ф-- neprekidni operator odnosno operacija, ovaj korak bi bio očigledan. Ali, kao što ćerno 
kasnije videti, oni nisu neprekidni. Dokaz se rnože dovršiti na osnovu pojrna zatvorenosti hermitskih operatora 
(eventualno videti primedbu 6.4.3), ali rni u to ovde nećerno ulaziti. (2.5.116) se dokazuje analogno. Q. E. D. 

Zadatak 2.5.2 Pokazati da je svaka analitička funkcija A(xpp x ) koja komutira sa operatorom х u % ђ nužno 
funkcija samo od х. 

Zadatak 2.5.3 Neka je B = Yć n ^ n I n )i n I kompletna opservabla u spektralnom vidu. Neka [ А ђ В ] = 0. 
Pokazati da postoji funkcija / (i izraziti je tabelarno) takva da A = f(B). (Indikacija: iskoristiti S 2.4.3). 
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2.5.11 Svojstveni problem opservable koordinate 

Neka je | х) svojstveni vektor (pravi ili uopšteni) opservable х (da ovakav vektor sigumo postoji 
sledi iz (2.3.13)), za svojstvenu vrednost х: 


х | х ) = х | х ) , 


(2.5.12) 


gde je | х ) uopšteni vektor iz U(H X )). 

Definišimo sledeću familiju operatora 

U (q) = f e Ti qPx , —oo < q < oo. (2.5.13) 

Pošto je lP(q) = et qPx = U~~ l (q) (uporediti (2.5.7)), radi se o unitarnim operatorirna u % x . U 
natprostoru U(% x ) unitarni operatori deluju kao nesingularni operatori. Pitamo se da И je i 
U(q ) | х) rešenje svojstvenog problema od х. 

Iz formule (2.5.11a) u Teoremu sledi [ х, U(q) ] = = qU (q) ili 

xU(q) = U(q)(x + q). (2.5.14) 

Primenjujući ovu operatorsku jednakost na | х), iz (2.5.12) sledi 

x(U(q) | ,x)) = (x + q)(U(q) \ х)). (2.5.15) 

Jednakost (2.5.15) znači da je i U(q) | х) rešenje svojstvenog problema od х i to za svojstvenu 
vrednost x + q. U(q) | х) ne može biti pravi vektor, jer onda bi i | х) = U~ l (q)(U(q) \ х)) rriorao 
biti pravi vektor jednake norme (jer i U~ l (q) = U(—q) je unitaran operator), a nije. Znači, i x + q 
pripada kontinualnom spektm. Pošto sve ovo važi za svaki realni broj q, kontinualni spektar od 
х je cela realna osa. 

Postavlja se pitanje da li х uopšte irria i diskretnih svojstvenih vrednosti ili rnu je spektar 
čisto kontinualan. Pokazaćemo da je х opservabla sa čisto kontinualnim spektrom uzimajući, kao 
pokušaj, % x == %k tj. izjednačavajući % x sa prostorom koji odgovara kontinualnorn spektru od х 
(uporediti (2.3.12a) i uspevajući da konstruišemo operator p x u tom prostoru (u §2.5.15). Onda 
je prema tački a) u definiciji osnovnog skupa opservabli (u § 2.5.3) jasno da х nema diskretni 
spektar. Naime, ako bi ga imao, onda bi prema (2.3.12a) % x bio jednak %k Ф %d-, a sam %u 
bi bio netrivijalan invarijantan potprostor za x,p x u protivurečnosti sa zahtevom ireducibilnosti 
osnovnog skupa. 


2.5.12 Neke matematičke osobine operatora х 

U teoriji Hilbert.-ovih prostora dokazuje se sledeći stav. 

Stav 2.5.1 Sledeće četiri osokine hermitskog operatora A su ekvivalentne: 

a) operator A je neprekidan, tj. iz ф п — > ф, n -+ oo sledi Аф п -+ Аф, n — > oo; 

h ) opemtor A je ograničen tj. postoji konačan pozitivan broj C tako da važi \\АФ\\ < С\\Ф 
VU G % (C ne zavisi od izbora ф); 
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c) spektar operatora A je ograničen, tj. postoji C < oc tako da sav spektar leži u intervalu 

[~C,C\. 


d) operaior A je svugde definisan, tj. dornen mu je ceo prostor TL. 

Pošto operator koordinate х ima celu realnu osu kao svoj spektar, za njega ne važi c). Stoga 
х nije ograničen operator, nije neprekidan i nije svugde definisan. 


2.5.13 Određivanje prostora % x 

Као što smo rekli u paragrafu §2.5.6, pretpostavićemo da je х u % x kompletna opservabla, tj. 
da su joj svi (uopšteni) svojstveni vektori | х ) nedegenerisani. Pošto je kontinualni spektar od 
х cela realna osa, svakom realnom broju х odgovara | х). 

Da ne bi fazni faktor bio proizvoljan za svaku vrednost х nezavisno, uzećemo proizvoljni fazni 
faktor sarno za | х = 0), a ostale vektore | х Ф 0) ćeirio definisati pomoću jednakosti 


х ) = f Uix) | х = 0 ), 


OO < X < oo 


(2.5.16) 


gde je U(x) = e~^. 

Odsad ćerno podrazumevati da svojstveni bazis 


(I*) 


OO < X < оо} 


(2.5.17) 


opservable koordinate х u U(% x ) ima usklađene fazne faktore u smislu (2.5.16). U stvari ceo 
bazis ima jedan zajednički otvoren (tj. proizvoljan) fazni faktor. 


Zadatak 2.5.4 Pokazati da urnesto faznog faktora od | х = 0} može biti proizvoljan fazrii faktor bilo kog drugog 
vektora | х Ф 0) (ali samo jednog) iz (2. 5. 17). Prethodno dokazati da važi 

| х' ) = U (х — х') | х). (2.5.18) 


U neophodnost fazne konvencije uverićerno se u odeljku § 2.7, koji je posvećen teoriji repre- 
zentovanja. Naime, nije rnoguće jednoznačno reprezentovanje u bazisu (2.5.17) ako rnakar i dva 
bazisria vektora imaju uzajamno nezavisne proizvoljne fazne faktore. 

Sve linearne kombinacije, uključujući i integrale, i lirnesi linearnih kombinacija uopštenih 
vektora | х), —oo < х < oo sačinjavaju U(H X ). Može se pokazati da vektori vida 2-0 ' 4 


Ф ) = IZc UL I a: ) d:z: ’ S-o c \Ф( Х ) I 2 da; < 00 


(2.5.19o,6) 


čine Hilbert-ov prostor, a to upravo i jeste prosior stanja % x jednodimenzionalne čestice , koji 
smo tinie odredili. 

2 ’ bA Strogo uzev, integral u (2.5.19) u stvari nije obični (tj. tzv. Riernannov integral), već tzv. Lebesgue-ov (čitati 
Lebegov) integral koji se zasniva na Lebesgueovoj rneri (uopštenju pojrna dužine intervala). Po želji, više o torne 
videti u monumentalnom delu o zasnivanju kvantne rnehanike: Johrr von Neumann, Mathematical Foundations 
of Quantum Mechanics , Princeton University Press, Prineeton, 1955 (prevod sa nemačkog). 
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2.5.14 Delovanje operatora х 

Pošto je proizvoljni vektor | ф ) e % x dat sa (2.5.19), delovanje operatora х može se definisati 
na sledeći riačin: 

/ »oo /*оо 

ф{х)х | х ) dx = / ф( x)x \ х) đx (2.5.20a) 

- 00 J ■■■■■ oo 

i х | ф) je definisano u % х , tj. | ф) spada u donien od х, ako i sarno ako 

\tb(x)\ 2 \x\ 2 dx < oo, (2.5.20 b) 

д 

Zadavši način delovanja i donieri, u potpunosti 2-5-5 srno definisali х u % x . 


2.5.15 Delovanje operatora p x 

Naš zadatak nije u potpunosti ostvaren dok ne saznamo kako operator p x deluje na vektore 
| ф) G % х i dok se ne osvedočimo da važi osnovna komutaciona relacija [ x,p x ] = гћ (da bismo 

se ubedili u konzistentnost našeg određivanja prostora % x ). Izvešćemo prvo kako operator U(q), 
definisan sa (2.5.13), deluje na | ф): 


U(q ) | Ф ) 


ф(х)и(д) | х ) dx 


ф(х) | х + q ) d:r 


ф(х — q) | х) dx (2.5.21) 


(u poslednjem koraku srno zarnenili х' == х + q i umesto х’ ponovo pisali х). 

Pretpostavimo da je q infinitezimalno rnalo i obeležirno ga sa e. Onda je U(e) = е~~т, £ Х х 
o ~ 1 — Јррх- Ova približna jednakost daje 


p,k--(i -+))• 

G 


(2.5.22) 


Iz (2.5.22) i (2.5.21) sada sledi 

3 ф(х) — ф(х — e) 


Рх I Ф ) 


-гћ 


х ) dx 


-гћ 


ф(х + £ ) — ф(х) 


х ) d.x (2.5.23) 


(t smo zamenili sa —e). Znak približne jednakosti se odnosi na e, koji je u stvari nulti niz. Pošto 

LS ođ (2.5.23) ne zavisi od ovog graničnog procesa, možemo na DS-i uzeti lim e .>o. Tako najzad 

dolazimo do rezultata: 


Рх I 'V ) 


— 00 



ф(х)\ | х ) dx, 


(2.5.24a) 


а | ф ) spađa u domen od p. x ako i samo ako je ф(х) diferencijabilna funkcija na celoj realnoj osi 
i (videti primedbu 2.5.5) 


гћ4-ф(х)\ dx < oo. 


(2.5.246) 


2 -o.5 ,y t0 О р аоса zanimaju dokazi gornjih iskaza. ili više detalja o neograničenirn operatorima х i p x u Ћ х rnože 
da konsultuje von Neumann-ovu knjigu navedenu u Primedbi 2.5.4 i to str. 90 i 147. 
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Zadatak 2ЉЉ Pokazati da u % x ne postoji nijedan netrivijalan potprostor koji je invarijantan za х i p x isto- 
vremeno. 

Zadatak 2Љ.6 Pokazati da važi [ x,p x ] | ф) = гћ | ф) za svaki vektor | ф ) iz domena kormitatora od х i p x . 

Zadatak 2Љ.7 Pokazati da iz pretpostavke da je vektor | х 0 ) svojstveni vektor od х, tj. х | xq ) = xq | ж 0 ), i 
da je | ж 0 ) u domenu operatora [ x,p x } sledi protivurečnost. 


2.5.16 Završne napomene 

Dakle, izgradili sirio H x ргеко uopštenog svojstvenog bazisa {| х) \ —oo<x< oo} opservable х. 
Pošto je 'Н х apstraktan prostor, njegovi elementi, naravno, nemaju konkretnu prirodu (za razliku 

od prostora brojnih kolona i prostora funkcija na koje ćemo naići u teoriji reprezentovanja u 
§2,7-§2.9). U takvom prostoru sve je dato preko uzajanmih odnosa, Najprirodnije je elemente 

zadavati preko njihovog odnosa prema jednom fiksiranom bazisu, kao što je pomenuti bazis u 

H x . 

Kao što srrio videli u zahtevu d) definicije pojrna osnovnog skupa opservabli (u § 2.5.3), prostor 
stanja inora biti jedinstven. Baš činjenica da je H x zadan preko bazisa čini jedinstvenost lako 
uočljivom: ako bisrno konstruisali drugi prostor H' x sa analognim bazisorn {p ; ) / | —oo<x< oo), 
traženi izomorfizam j (koji ”izjednačuje” ta dva prostora) bi bio definisan sledećom jednakošću 

j | х) =| х)' , —oo < х < oo (2.5.25) 

i lako je videti da bi j stvarno transformacijom sličnosti prevodio osnovni skup х, p x iz H x u 
analogni osnovni skup u H' x . 

2.6 Izgradnja prostora stanja za jednu i više realnih čestica 

U ovorri odeljku ćemo izgraditi prostor stanja realne trodimenzionalne čestice, kao i sisterna 

od N čestica. Ispostaviće se da direktni proizvod faktor prostora stanja predstavlja adekvatan 
kvantno-mehanički metod za opisivanje kompozicije fizičkih podsistema u nadsistem, bez obzira 
da li se radi o materijalnim podsistemima ili o stepenima slobode. Ovim metodom izvršićemo 
kompoziciju stepena slobode čestice duž х, у i z-ose, kao i kompoziciju pojedinih čestica u 
višečestični sistem. 

2.6.1 Osnovne komutacione relacije 

U klasičnoj fizici prostor stanja jedne čestice, tj. njen fazni prostor, ima šest koordinata: х, у, 
z, p x , p y , p z ili skraćeno r, p. Radi kvantizacije ovih varijabli moramo izračunati sve PZ-e među 
njima. Koristeći se obrascima (2.5.1) i (2.5.2), lako je uveriti se da rezultat glasi 

[ x,p x ] PZ = 1, [ y,p v ]p Z = 1, [ z,p z ] pz = 1, (2.6.1 a,b,c) 

a da su ostalih 12 PZ-a jednake nuli. 

Zadatak 2. 6.1 Dokazati (2.6.1) i pomenutih ostalih 12 PZ-a. 
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Kvaritno-inehanički prostor stanja jedne trođimenzionalne tj. realne čestice nazivaćerno or~ 
bitnim prostorom stanja 2ЉЛ i obeležavaćerno ga sa % 0 . To će biti Hilbert-ov prostor u korne su 
đefinisane tri opservable koordirrata х, у i ž i tri opservable komponenti impulsa p x , p y i p z , koje 
zadovoljavaju kornutaeione relacije 

[ x,p x } = гћ, [ у,р у ] = гћ, [ ž,p z } = гћ, (2.6.2 a,b,c) 

a ostalih 12 komutatora je jednako nuli (kao što sleđi kvantizacijom (2.6.1) itd.) . 

Kao i u vektorskoj algebri u klasičnoj fizici, trojku operatora х, у, ž u % 0 pisaćemo skraćeno 
kao r i nazivaćerno je vektorskim operatorom koordinata ili radijus vektora i isto tako p x , p y , 

p z ćerno zajedno pisati kao p, tj. kao vektorski operator impulsa. Povremeno ćerno nrnesto o 
vektorskom operatoru govoriti o vektorskoj opservabli. 

U stvari, vektorski operatori nisu tri bilo koja operatora, već tri operatora koja irnaju određene 
trarisforrnacione osobine pri prelasku sa jednog koordinatrrog sisterna na drugi koji je zarotirarr 
u odnosu na prvi (kao i u klasičnoj fizici). Precizniju definiciju vektorskog operatora daćerno tek 
u § 7.4.2, nakon što ovladamo operatorima rotacije u % 0 . 


2.6.2 Razlaganje osnovnog skupa opservabli i uloga di- 
rektnog proizvoda prostora stanja 

U prethodnom ođeljku u slučaju problema jednodimenzionalne čestice videli smo da su opservable 
х, p x čiiiile osnovni skup i definisale % x - Analognim rezonovanjem može se pokazati da šest 
opservabli r , p čine osnovni skup za trodimenzionalnu ćesticu (tri opservable r čine kompletan 
skup kompatibilnih opservabli) . Prerna torne, ove opservable definišu orbitni prostor stanja % 0 . 

Urnesto da ovaj put pređerno ponovo na složeniji način, iriožerno postići isti rezultat kraticorn. 
Operatori pomenutog osnovnog skupa u % 0 rnogu da se grupišu u tri klase, {x,p x }, {у, Ру}, {ž,p z } 
tako da: 

i) svaki operator u jednoj klasi komutira sa svakim operatorom iz svake druge klase, 


ii) svaka klasa je osnovni skup opservabli. 


Ovo je karakteristično za razlaganje sistema na podsisteme (irnamo tri podsisterna u riašern 
slučaju). Ovcle se ne radi o materijalnim podsistemima, kao što su na primer čestice u sistemu od 
više čestica, već o podsistemima koji su stepeni slobode. I u klasičnoj fizici možemo tri koordinate 
da smatramo za tri stepena slobode čestice. 

U kvantnoj mehanici se slaganje fizičkih podsistema u nadsistem vrši putem tzv. direktnog 
proizvoda (ili tenzorskog ili Kronecker-ovog proizvoda) Hilbert-ovih prostora koji su prostori 
stanja podsistema. 

2-6 ‘ J R,azlog zašto se prostorni deo Hilbert-ovog prostora stanja jeđne čestice naziva ”orbitnim” (za razliku od, na 
prirner, spinskog, koji ćerrio upoznati u ođeljku § 6.10) je verovatno istorijski, vezan za orbite elektrona u omotaču 
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2.6.3 Matematički podsetnik — direktni proizvod Hilbert- 
ovih prostora 

Sad ćeino ukratko podsetiti na osnovne ideje direktnog proizvoda Hilbert-ovih prostora. 

Neka su ,K n i % n + 1 zadatih Hilbert-ovih prostora takvih da je dirnenzija od 

% proizvod đirnenzija svih prethodnih prostora. Kaže se da je % direktni proizvod prostora 
i piše se 

П = П г ®П 2 ®---® П п (2.6.3) 

ako je zadato jedno preslikavanje skupovnog proizvoda %\ х % 2 х • • • х % n (tj. skupa svih n-torki 
{| ф\),\ ф 2 | Ф п )}, | фг) £%i, i = 1,2, , n) u % tako da zadovoljava tri niže navedena 
zahteva. Likovi ovog preslikavanja pišu se u vidu 

I Фг )® | Ф‘2 ) ® • • • <8> | Фп ) (2.6.4) 

ili skraćeno kao | ф\ ) | ф 2 ) • • • | ф п ) ili čak као | ф\, ф 2 , . . . , ф п ), а nazivaju se nekorelisanirn 
vektorima prostora %. 

Zahtevi na preslikavanje formulišu se pornoću nekorelisanih vektora i glase. 

I) linearnost po svakorn faktoru: 

£ b A I Фј 1 )) ® (J2 b h I Фј2 )) ® ® K I Фјп )) = 

ј 1 = 1 ј 2 — 1 јп = 1 

Y Е ‘ ' ‘ Y b A b A ' ' ' b E I Фт )\Фп)---\ Фјп ); (2.6.5a) 

Ј1 = 1Ј2 = 1 јп = 1 


II) multiplikativnost skalarnih proizvoda nekorelisanih vektora: 

(| Ф\ ) | Ф2 ) ■ • • | Фп ), | <Pi ) | <Р2 ) • • • | Ап )) = { ф\ | Al){ Ф2 I %i) ■•■{ 'Фп | fpn), (2.6.5 b) 

V \Ф\ ), | џ> 1 ) е %\, . . . V | ф п ), | <р п ) е % п 

(skalarni proizvod na LS-i od (2.6.56) definisan je u %: a skalarni proizvod na DS-i dati su 

u %\, odnosno u % 2 , ... odnosno u % n ); 

III) nekorelisani vektori obrazuju ceo %; drugirn rečirna, vektor iz % je u najopštijeui slučaju 
lirnes linearnih kombinacija nekorelisanih vektora, tj. vida 

к 

I Ф) = 1™ Y bk I Ф^ ) " ' I Ф^ )■ (2.6.5c) 

K-MOG 

k = 1 

Ako se vektor iz % ne rnože napisati u vidu (2.6.4) (već samo u vidu (2.6.5c), eventualno bez 
limesa), kaže se da je korelisan (razlog ćenio videti u §4.4). Hilbert-ovi prostori %i i = 1, 2 , n 

u (2.6.3) nazivaju se faktor prostorirna, a % se naziva kompozitnirn prostororn. 

Ako je bar jedan od vektora koji se pojavljuju kao faktori u (2.6.4) nulti vektor, onđa je i ceo 
proizvod nulti vektor u %, kao što odmah sledi iz zahteva linearnosti. Ako su svi faktori nenulti 
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vektori i tenzorski proizvod je nenulti vektor. Ovo se lako vidi razvijanjem svakog vektora po 
nekorn bazisu (videti sledeći pasus). 

Neka su {| fc* ) | Vfc,:} proizvoljni bazisi u faktor prostorima %i i = 1,2, Onda kao 
posledica zahteva II) i III), skup nekorelisanih vektora {| k\ ) • • • | k n ) | Ук^, i = 1, .... n} je hazis 
u %. Kaže se da pomenuti bazisi u %i indukuju ovaj bazis u % ili da se (direktnim proizvodom) 
množe u njega. 

Pretpostavimo da su А г ; i = 1, ...,n proizvoljni operatori u faktor prostorima %% (svi su 
lineami ili svi su antilinearni). Takozvani direktni proizvod ovih operatora A :l <8> A 2 ® • • • 0 A„ po 
definiciji na sledeći način deluje na nekorelisane vektore: 

(Ai ® a 2 ® • • • ® A„)(| Фг } | ф 2 ) • • • | Фп )) = (Ai | pi )) • • • (A„ | ф п )), (2.6.6) 

a korelisani vektori u % se prvo razvijaju po nekorelisanima, a onda operator A x ® A 2 ® • • • ® A„ 
deluje na pojedine sabirke. 

Neka je A\ operator u faktor prostoru %\. On se prenosi u kompozitni prostor % tako što 
postaje operator A\ ® / 2 ® • • • ® gde su % identični operatori u %i, i = 2, 3, .... n. Uobičajerm 
je da se radi jeđrmstavnosti i dalje piše sarrm A\, a po kontekstu se vidi da li deluje u %\ ili u 
%. Analogrm važi za prenošenje operatora iz ostalih faktor prostora u kornpozitni prostor. 

Očigledno, bilo koji preneseni operator iz jednog faktor prostora komutira sa bilo kojim pre- 
nesenim operatorom iz bilo kog drugog faktor prostora, jer deluju na različite faktore u (2.6.4), 
kao što se vidi iz (2.6.6). 

Kompozitni prostor nije uvek unapred zadat. On se može odrediti na prinier tako što se fiksira 
u faktor prostorima po jedan bazis {| % ) | Укј_, i = 1, ..., n}, a % će biti po definiciji Hilbert-ov 
prostor koji obrazuje indukovani bazis {| k\ } • ■ • | k n ) | VUj, i = 1, ..., n}. Reizbor bazisa u 
faktor prostorirna daje prostor izomorfan sa %, tj. određivanje je jednoznačno s tačnošću do 
izomorfizrna. 


2.6.4 Određivanjc orbitnog prostora stanja % () 

Vratimo se sada, naoružani pogodnim iriatematičkim aparatom, našern zadatku da odredirrm % 0 . 

U prethodnom odeljku odredili srno prostor % x polazeći od osnovnog skupa opservabli x,p x . 
Potpurm analogno određujemo % y na osnovu y,p y i % z na osnovu z,p z . Orbitni prostor stanja 
čestice % 0 onda definišemo kao direktni proizvod prostora: 

(2.6.7) 

Operatori x,p x ; y,p v ; ž,p z deluju u faktor prostorima % x odnosno % y odnosno % z i jednakost 

(2.6.7) ne bi bila konzistentna da nisrno kvantizacijom klasičnih varijabli r, p dobili potrebno 
komutiranje (uporediti pretposlednji pasus u §2.6.2). 

U orbitnom prostoru % 0 potpuni skup kompatibilnih opservabli r = f {х, у, ž} irna zajedničke 
uopštene svojstvene vektore vida 

| r ) =| х )® | i/)® | z). (2.6.8) 

Drugirn rečirna, svojstveni bazis od х u % x , svojstveni bazis od у u % y i svojstveni bazis od 2 u 
% z , indukuju zajednički svojstveni bazis od x,y, ž u % 0 : 

{ | х )® | у )® | z ) | — oo < q < oo, q = х, у, z} = f { | r ) | Vr}. 


%Q = %x 0 %y 0 %z 


( 2 . 6 . 9 ) 
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Da podsetimo i na to da po našoj konvenciji (2.5.16) | г = 0) irna proizvoljno fiksirani fazni 

faktor, a svi ostali uopšteni vektori bazisa (2.6.9) su onda jednoznačno definisani pornoću 

| г) = U x (x) 0 U y (y) 0 U z (z) | r = 0) = e”^ r 'P | r = 0). (2.6.10) 

(Treba zapaziti da su х, у, z realni brojevi, osim u indeksu operatora U, gde imaju simbolično 
značenje i ukazuju na to u kom faktor prostoru % ч , q = х, у, z, deluje operator U.) 


2.6.5 Delovanje osnovnog skupa opservabli u T~L 0 

Elementi prostora % 0 su one kontinualne (tj. integralom izražene) linearne kombinacije 



(2.6.11a) 


za koje važi 



Delovanje operatora iz osnovnog skupa r, p u % 0 je sledeće: 


(2.6.116) 


х I ф 



r ) dr, у 



r ) dr, 


(2.6.12a) 



Vektor | ф ) spada u domen od х ako i samo ako 



(2.6.13) 


l analogno za у l z. 

Vektor | Ф) spada u clornen ocl p x ako i sarrm ako je odgovarajuća funkcija ф( r) iz (2.6.11a) 

diferencijabilna po х duž cele ose i 



(2.6.14) 


Analogno važi za p y i p z . 
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2.6.6 Orbitni prostor stanja i različite čestice 

Kvantna mehanika irna u stvari sariro jedan orbitni prostor stanja % 0 za sve čestice (s tačnošću 

do izomorfizma, zapravo ekvivalentnosti ako irnariro u vidu osnovni skup opservabli) . Stanja 
elektrona, protona, neutrona itd. su vektori u ekvivalentnim prostorima Ji 0 . 

I u klasičnoj fizici je jedan te isti fazni prostor opisivao bilo koju materijalnu tačku. Ali tamo 
i nije bilo potrebe razlikovati materijalne tačke, osim po masi. 

U kvantnoj mehanici inoramo čestice da razlikujemo po mnogim neklasičnim unutrašnjim 
osobinama (”unutrašnjim” u odnosu na prostomo-vremensko stanje). Nameće se pitanje kako se 
u kvantnoj mehanici vodi računa o ovorn stanju stvari. 

Videćerno da se različitirn česticarna pripisuju različiti unutrašnji faktor-prostori stanja, koji 
opisuju različite unutrašnje stepene slobode (videti Postulat o uriutrašnjim stepenima slobode u 
§ 6.9.6). Tu će pre svega doći spinski faktor prostor (§ 6.10.2), a zatim i drugi faktor prostori. 

2.6.7 Klasični prostor stanja za više čestica 

Prostor stanja sistema od N čestica u klasičnoj mehanici je fazni prostor sistema, tj. skup svih 
mogućih vrednosti varijabli ri, pi, . . . , r,v, рдг (6iV varijabli). Za kvantizaciju faznog prostora 

opet rnoramo izračunati sve PZ-e (uporediti (2.5.1) i (2.5.2)). 

Zadatak 2.6.2 Pokazati da je PZ proizvoljne analitičke funkcije od r ? ; i р г sa svakorn analitičkom funkcijom od 
Тј : рј ako i Ф j jednaka riuli. 


2.6.8 Kvantno-mehanički prostor stanja za više čestica 

nj(o) 

Tt l...N 

Nakon kvantizacije, opservable ri , Pi ; će da se grupišu u N klasa tako da svaka opser- 

vabla iz jedna klase koinutira sa svakom opservablom iz svake druge klase, a klase su osnovni 
skupovi opservabli. 

Ako sa Etlf* označimo orbitni Hilbert-ov prostor n-te čestice, n = 1, 2, ..., N, oncla je orbitni 
prostor stanja celog sistema definisan kao direktni proizvod: 

(2.6.15) 

Zajednički svojstveni bazis potpunog skupa kompatibilnih opservabli Г],г 2 , ...,fjv u %f_ N glasi 

{| r 1; ..., r N ) | Vr„, n = 1, ..., N}, (2.6.16a) 

gde smo uveli skraćenu oznaku 




N —OO « 


— 00 н — OO 


A N) I Г-1, 


(2.6.17a) 
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za koje važi 


OO fOO /-‘OG 


00 J —00 «/ — OO 


\Ф(Г 1 , • • • , rjv )| 2 dr] • • • dr N < oo. 


( 2 . 6 . 176 ) 


2.6.9 Delovanje osnovnog skupa opservabli u N 

Operatori i pi dehiju na sledeći način: 

/ ОО poo f‘ oo 

/ / rrtK r i , • • • , Гдг) I r x , . . . , r N ) dri • • • dr,v 


OO J —oo j — (X) 


(2.6.18) 


Pi \Ф) 


(X) f*QQ /»OO 


(X) J — oo «/ — oo 


д 

-гћ^-ф(г х , . . . , Гдг)] | r 1; . . . , r N } drx • • • dr,v 


(2.6.19) 


(treba iniati na umu da su (2.6.18) i (2.6.19) sistemi sa po tri jednakosti, skraćeno napisani). 

Analogno važi za r„, p„, n = 2, 3, ..., N. 

Defmicije domena opservabli r 1} ..., p N u Ti^ N mogu se dobiti neposrednim uopštenjem od- 
govarajućih definicija (§ 2.6.5) u slučaju jedne čestice. 


2.7 Opšta teorija reprezentovanja 

U ovom odeljku ćemo sistematski izložiti kako se sa apstraktnog prostora stanja prelazi na prostor 
brojnih kolona ili na prostor funkcija. Pri ovom tzv. reprezentovanju operatori postaju matrice, 
a apstraktne operacije se pojavljuju u vidu običnih množenja matrica. Tako apstraktne entitete 
zamenjujemo sisternima brojeva i postižemo konkretnu formu kvantne mehanike sa kojorn se lako 
računa. 


2.7.1 Ideja reprezentovanja 

Poznato je iz linearne algebre da svaki fiksirani bazis u apstraktnom prostoru omogućava izo- 
niorfno preslikavanje apstraktnog prostora na prostor brojnili kolona. Pri tonie apstraktni vektori 
i operatori prelaze u, ili kao što se to kaže, reprezentuju se brojnim kolonama odnosno matri- 
carna. Isto važi i u beskonačnodimenzionalnom Hilbert-ovom prostoru. Tu je porecl bazisa pravih 
vektora rnoguće izabrati i bazis uopštenih vektora. 

U kvantnoj mehanici se po pravilu polazi od opservabli. Tako se i izbor bazisa u apstraktnom 
prostoru stanja TL vrši zadavanjem neke kornpletne opservakle A i uzirnanjeui njenog svojstvenog 
bazisa (uz neku konvenciju za fiksiranje faznih faktora svih vektora bazisa u odnosu na otvoreni 
fazni faktor jednog od njih). 

Kao što srno videli u § 2.4.2, jedna kompletna opservabla A može da se zameni kompletnim 

skuporn kompatibilnih opservabli. Onda se uzirna zajednički svojstverri bazis i svaki bazisni 
vektor se određuje odgovarajućim skuporn svojstvenih vrednosti ili skuporn kvantrrih brojeva. 

Iako se u realnim problemima kvarrtne mehanike po pravilu pojavljuju kompletni skupovi 
opservabli, radi jednostavnosti mi ćenio u ovoni odeljku izložiti opštu teoriju reprezentovanja tako 
što ćerrm pretpostaviti da irnamo jednu kompletnu opservablu A i da orm, preko svog svojstvenog 
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bazisa, definiše reprezentaciju. Zvaćemo to A-reprezentacijom. U slučaju kompletnog skupa 
opservabli Л 1? ...,A K govori se o A x , ..., Л^ -reprezentaciji. 

Sad smo izložili šta reprezentovanje znači u formalizmu kvantne mehanike, tj. matematičku 
ideju reprezentovanja. Fizička ideja reprezentovanja je slična fizičkoj ideji izbora koordinatnog 
sistema. I u klasičnoj fizici i u kvantnoj mehanici fiksira se jedan koordinatni sistem. U klasičnoj 
fizici to odmah rezultira u brojevima (r =* х, у, z ; p = f p x ,p y ,Pz itd.), ali u kvantnoj mehanici još 
uvek imamo apstraktne vektore | ф), u apstraktnom prostoru stanja Ћ. Stoga moramo fiksirati 
i ”koordinatni sistem” u prostoru stanja % — a to je bazis u % — kako bismo najzad došli do 
brojeva. Opisivanje fizičkih sistema mora se u krajnjoj liniji svesti na jezik brojeva! Fiksiranje 
"koordinatnog sistema” u 'H je potpuno nezavisno od fiksiranja referentnog sistema u običnom 
prostoru. 


2.7.2 Izbor reprezentacije 

U (2.3.14) videli smo da se za potrebe kvantne mehanike najopštija kornpletna opservabla A u 
spektralnoj forrni zadaje kao 

A = 22 a n | n)(n I + / I s)s{s I ds. (2.7.1) 

n -'p 

Drugim rečima, opservabla ima diskretni spektar {a n | Vn) i kontinualni spektar [p, t] i oba 
spektra su prosta, tj. svaka svojstvena vrednost je nedegenerisana. 

Na sreću, za teoriju reprezentovanja u kvantnoj mehanici dovoljni su operatori manje opštosti 
od (2.7.1). Ograničićemo se na kompletne opservable koje imaju ili čisto diskretan spektar ili 
čisto kontinualan spektar. Drugim rečima, kompletna opservabla A će imati ili spektralnu formu 

A = 22 пп I n )( n i (2.7.2) 

П 

ili forrnu t 

A = f | s)s(s | ds. (2.7.3) 

Jp 

Prema tome, svojstveni bazis biće ili vida (sa relacijom ortonormiranosti i relacijom zatvore- 


(| n) | Vn}, ( n 


n') = б пп >, 22 1 n )( n i= i 

П 


(2.7.4a. b,c) 


ako se radi o opservabli A datoj sa (2.7.2); ili će pak biti oblika (sa analognim relacijarna): 


{ | s) | p < s < t}, { s | s') = d'(s — s'), f | s) ds(s |= I (2.7.5 a,b,c) 

Jp 


ako imamo opservablu B zadatu sa (2.7.3) (uporediti (2.3.7) i (2.3.9a)). 

Napomenimo da se kompletnost bazisa sastoji u tome da se svaki vektor | Ф ) e % rnože 
razviti po dotičnom bazisu. U slučaju diskretnog bazisa imamo: 

\ ф) = i \ ф) = 22 \ n)( n \ ф) = 22 ^ \ n ), 


n 


n 


(2.7.6) 
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a u slučaju kontinualnog bazisa urnesto toga irnamo: 


s) cls{ s | ф) 

Koeficijenti razvoja 2 ' 7,1 (ili Fourier-ovi koeficijenti) su ф п = f { n \ ф) odnosno ф(з) = f { s \ ф). 

Radi konciznosti, u ovonr odeljku ćerno diskretni slučaj nazivati D-reprezentacijom, a konti- 
nualni /i'-reprezentacijorn. 

Obeležimo sa | ф), C i I) a proizvoljan vektor, proizvoljan (hermitski ili unitarni) linearni 
operator odnosno proizvoljan (unitarni) antilinearni 2,7 * 2 operator 2 * 7 * 3 u %. Postavlja se pitanje 
kako ćerno dobiti njihove D- i iT-reprezentente. Odgovor ćerrm dati u sledeća dva paragrafa. 


ф(з) s ) cls. 


( 2 . 7 . 7 ) 



2.7.3 Formule diskretne reprezentacije 

Kada je fiksiran bazis (2.7.4a) u Ћ, oncla je tirne definisan jedan izomorfizam J apstraktnog 

prostora % rra prostor brojrrih kolona. Ovaj izornorfizam zadaje se sledećim preslikavanjern: 


V| ф)еП : Ј\ф) = (ф п 


Фп = (n\ Ф) , 


( 2 . 7.8 a,6) 


gde smo sa (ф п ) obeležili kolonu brojeva ф Пђ n = 1,2,.., 


Zadatak 2*7 Л Dokazati da je preslikavanje (2.7.8) izomorfizam. 


Prostor prebrojivo beskonačnih brojnih kolona se obeležava simbolom t 2 . Skalarni proizvod, 
koji je isti broj u % i u £ 2 , inožemo izračunati kako glasi u i 2 polazeći od %: { ф | ф) = (ф | 
I | ср) = Yl n ( 'Ф I п ) ( п I ! р) = Y2 n 'ФпРп (naravno, samo poslednji izraz se odnosi na l 2 ). 

Očigledno, kvadrat riorme brojne kolone (ф п ) E t 2 glasi Y2 n I Фп^ј i usled ( ф | ф) < oo iiriamo 
Y2 n | фп | 2 < oo. Тако srno dobili definiciju prostora t 2 : to je prostor svih kornpleksnih prebrojivo 
beskonačnih brojnih kolona sa konačnom normom: Y2 n |Un| 2 < °°» 

Ako je apstraktni prostor konačno dirnenzionalari, te u reprezentaeiji iinarno kolone od konačno 
nmogo brojeva, onda ćemo ovaj prostor obeležavati sa CA (N je dimenzija). U ovom slučaju 
norma je, naravno, uvek konačna. 

2 - 7 - J Sa | ф п ) ili ф п obeležavali srno i vektore stanja. U kontekstu reprezentovanja u bazisu, simbolima ф Пђ tp n 
itd. označavaćemo koeficijente razvoja vektora \ф) ђ \ р) itd. u datorri bazisu {| n) | Vn}. Očekuje se da čitalac 
asimilira pojrnove a ne puke oznake, za šta je preduslov da se na kontekst uvek obraća pažnja. Sličan je slučaj 
sa М ђ na prirner, kojirn smo označavali dimenziju prostora, broj čestica u sistemu i broj sistema u kvantnom 
ansamblu. Međutim, sve se to jasno razlikuje po kontekstu. 

2 ‘ /,2 0d linearnih operatora u kvantnoj mehanici fizički smisao imaju pored hermitskih saino unitarni, kojinia se 
izražavaju transformacije simetrije kao što ćeino videti u § 5.2. Od antilinearnih operatora D a (indeks podseća 
na antilinearnost) koristićemo se sarno antiunitarnim (tj. antilinearnim unitarnim) operatorima i to će iskijučivo 
biti operator vremenske inverzije ili proizvod ovog operatora sa operatorom neke druge transformacije simetrije 
(uporediti §5.2 i §8.2). 

2,723 Unitarni (linearni i antilinearni) operatori su svugde definisani kako u Ћ tako i u U{H). Ali herrnitski operator 
C rnože da ne bude svugde definisan (ni u 'H ni u U(H)) kada je spektar od C neograničen. Onda da bisrno rnogli 
da reprezentujemo C u bazisirna (2.7.4a) i (2.7.5a), rnoramo eksplicitno zahtevafi da ovi bazisi pripadaju domenu 
operatora C (u Ћ odnosno u U{7i)). 
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Izomorfizam (2.7.8) daje l)-reprezentaciju. Svrha reprezentovanja je da sa apstraktnih opera- 
tora C, D a možemo preći na matrice, a da one ekvivalentno deluju na brojne kolone kao pomenuti 
operatori na apstraktne vektore. 

Neka je dato delovanje operatora C u TL: 

д\'ф)=\ <p). (2.7.9) 

Pomnožimo ovu jednakost skalarno sa {n | iz bazisa (2.7.4a) (zbog (2.7.86) to ćemo zvati uzima- 

njem n-reprezententa) i stavimo C = CI. Onda ćemo na osnovu (2.7.4c) dobiti: 

Ј2(п\С\п')(п'\ф) = (п\<р), (2.7.10a) 

n f 

(ovde n' prelazi isti skup vrednosti kao n), ili u skraćenoj notaciji: 

Cnr i'Pn' фп', (2. / .106) 

П ! 

gde su C nn > = f (n | C | n'). Ako sa (C nn >) označimo matricu ćiji su matrični elementi С пп >, onda 
(2.7.106) možemo da prepišemo i u matričnom vidu: 

(С пп >)Ш = Ш- (2.7.10c) 



Zadatak 2.7.2 Dokazati da važi relacija ekvivalentnosti po izomorfizmu j , zadatim sa (2.7.86): 

{Gnn’) = JĆj~ l . (2.7.11) 

Dakle, (2.7.10c) je matrična reprezentacija od (2.7.9). Treba zapaziti da je sarno ”delovanje” 

operatora C u (2.7.9) prešlo u obično matrično innoženje u (2,7.10c). 

Analogno, za antilinearni operator polazimo od 



D a | Ф) =\ 

Ч>) 

(2.7.12) 

u Ti i uzirnanjem j 

vreprezententa i koristeći se zatvorenošću bazisa, dolazimo do 


E<"i 

п' 

{^[1 «•' X «•' 1 V>]} = Х)<” i ^ 

п ! 

| n')( n' | ф)* = ( n | <p), 

(2.7.13a) 

ili 


n f 

— (p n . 

(2.7.136) 

j def / 

gde su D nn > = (n 

\D a \nj,tj. 

(О пп ,)КШ = 


(2.7.13c) 


gde je K operacija kompleksne konjugacije (svih brojeva u brojnoj koloni na koju deluje). 
Zadatak 2 . 7.3 Objasniti odakle potiče kompleksna konjugacija u (2.7.13a). 
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Zadatak 2. 7.4 Dokazati cla važi 

(D nn r)K = JD a J~ l . (2.7.14) 

Dokazali smo sledeći teorem: 

Teorem 2.7.1 U diskretnoj, D-reprezentaciji proizvoljan hermitski ili unitarni linearni operator 

C i proizvoljan antilinearni unitarni operator D a u apstraktnom, Hilhert-ovom prostoru sianja 
% predstavljeni su matricom ( С пп / ) odnosno tzv, antilineamom matricom (. D nn >)K . pri čemu 
rnatrični elernenti glase: 


def 


С пп ' = (п | C | n') 


Am' = H D a \n') 


(2.7.15 o,6) 


Delovanje pomenutih matričnih reprezentenata izražava se formulom (2,7,10b) odnosno (2.7.13b). 
Matrica {D nn >) naziva se matričnim faktorom antilinearne matrice (D nrt /)K. 


Zadatak 2,7.5 Pokazati da je hermitski operator Ć reprezentovan hermitskom matricom (C nn ' ), a unitarni 
operator Ć cla je predstavljen unitarnom matricom ( C nn >). 

Zadatak 2. 7 . 6 Pokazati da rnatrica (D„„/ ) koja predstavlja opservablu D (zadatu sa (2.7.2)) u njenoj sopstvenoj 
reprezentaciji je dijagonalna sa svojstvenim vrednostima na dijagonali: 

Dnn' =đ n d nn '. (2.7.16) 


Zbog (2.7.16) termin ” .D-reprezentacij a” se često zamenjuje i rečiina: reprezentacija u kojoj 
je opservabla D dijagonalna. 


2.7.4 Formule kontinualne reprezentacije 

U jK'-reprezentacij i imamo izomorfizam J' analogno diskretnom slučaju: 


V I Ф) ен : J ! \ф) = ć(s) , U(.s) = ( s I ф) 


(2.7.17a) 


koji preslikava apstraktni prostor % na prostor С 2 ([рф]) po modulu kvadratno integrabilnih 

funkcija ф(з), tj. funkcija koje zadovoljavaju f* |U(s)| 2 ds < oo (uporediti (2.3.2)). C 2 ([p,t]) je 
analogon prostora brojnih kolona C- 

Delovanje proizvoljnog linearnog operatora C u 'H: C \ ф) =| (p) u £ 2 ([p, t]) postaje (analogno 
kao u slučaju diskretne reprezentacije): 


(s | Ć | ф ) = ( s | <p) => jUs | Ć | s' ) ds'( s' | ф) = { s | (p) => j l C(s, .з')ф(з') đs' = p(s) 


gde je tzv. kernei integralnog operatora C(s, s') po definiciji 


(2.7.18) 


C(s,s') = (s | C' | s ; ) 


i on reprezentuje apstraktni operator Ć u prostoru £ 2 ([p,t]). 


(2.7.19) 
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Na analogan način, apstraktna jeclnakost D a \ ф) =| g>) postaje 

f D(s, s')ip*(s') d-s' = ip(s), (2,7.20) 

Jp 

gde je kernel integralnog operatora dat formulom 

D(s, s') = (s I D a | s' ) (2.7.21) 

Da rezimiramo: 

Teorem 2.7.2 U neprekiđnoj K -reprezentaciji proizvoljan apstraktni linearni operator Ć i pro- 
izvoljan apstraktni antilinearni operator D a reprezentuju se kernelorn integralnog operatora, koji 
je funkcija dve promenljive i zađaje se sa (2.7.19) odnosno sa (2.7:21), a čije je delovanje u 
£ 2 {[p,f]) dato jednakošću ( 2.7.18 ) odnosno (2.7.20). 

Što se tiče skalarnog proizvoda i nornie vektora u £i 2 ([p, t]) iniarno opet analogiju sa t 2 (samo 
što se red zamenjuje integralorn) : 


( ф | ip) = (ф | / | tp) = / ( ф | s) ds{ s | (p) 


ip*(s)(p(s) ds, 


(2.7.22) 


(Ф\Ф) 


f*t 


(is)fds. 


J p 


(2.7.28) 


Možda nije suvišno napomenuti da je sanio postojanje fazne konvencije (bez obzira na njen 
oblik) koja za ceo svojstveni bazis (opservable K ili D) ostavlja sarrm jeclair fazni faktor proizvo- 
ljan, neophod.no da bi reprezentacija zavisila sarno od opservable (K ili D). 


2.7.5 Srednje vrednosti u reprezentaciji 

Osnovni način kako u kvantnoj mehanici dolazirno clo brojeva sastoji se u uzimanju tzv. matričnih 
elernenata hermitskih operatora: ako su | 'ф ) i | (p ) dva vektora starrja a C opservabla, orrda je 
(ф | C | (p) rnatrični elernent. Najvažniji rnatrični elernent je očekivana vrednost (ф \ Ć | ф). 
Postavlja se pitarrje kako se ovi brojevi izračunavaju u diskretrroj D-reprezerrtaciji i u kontirrualnoj 
17-reprezerrt acij i . 

Da bismo iz apstraktnog prostora % prešli u prostor brojnih kolona l 2 ili С л JD-reprezentacije, 
opet ćemo se poslužiti zatvorenošću bazisa (2.7.4c): 


\ć\v) = C I iči I v) 


Ч’ 


n ) (n | C | n’){ n' | Ф) 


Ф1С 


(2.7.24) 


Obratiti pažnju na to da u (2.7.24) brojna kolona (Y) n > C nn >(p n <) je rD-reprezentent vektora Č \p), 
a dobija se množenjem N х N matrice (С пп /) sa N х 1 matricom (џ> п ), gde je N dimenzija ocl % 
(N = H 0 u i 2 ). Sledeći korak u (2.7.24) je izračunavanje skalarnog proizvocla u l 2 ili u C N . Nairne, 
( ф | х) ( u našern slučaju | х ) = ć \ ф )) se u ovoni prostom dobija množenjern 1 х N matrice 
ффпф sa N х 1 rnatricorn (% n ) : ффХп ■ Adjungovanje, koje se sastoji od trarrsponovarrja i 
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kompleksnog konjugovanja, pretvara brojnu kolonu u brojnu vrstu sa konjugovanirn rnatričnim 
elernentima. 

Srednja vrednosi opservable C u stanju | ф ) u rD-reprezentaciji glasi 


<ф\с\ф) 

С ПП' Фп/ 5 

nrć 

(2.7.25) 

kao što odniah sledi iz (2.7.24). 

U specijalnom slučaju Ć = D, iinamo C nr 

} j D nn r б пп ! d n i 


('■ Ф\В\ф 

) = J2 d n \ф п \ 2 ‘ 

n 

(2.7.26) 

Pošto je \ф п \ 2 = { Ф I n)( n I ф), \ф п \ 2 = 

v(d n ,D,E') ‘= v(d n ) 

(uporediti (2. 1.8), (2. 1.9)) u 


(2.7.26) prepoznajemo opštu statističku preskripciju za izračunavanje srednje vrednosti: usred- 
njeni zbir pojedinih mogućih rnernih rezultata, pri čemu su verovatnoće v(d n ) statističke težine 
usrednjavanja (uporediti (1.4.66)). 

Analogno, pomoeu uslova kompletnosti (2.7.5c) u neprekidnoj 77-reprezentaciji dobijamo 
sledeće formule: 


t pt 


(Ф \C\<p)= / r(s)C(s, s'M-s') dsds'; 

J p J p 

za očekivanu vrednost od C u | ф): 

(ф \б\ф)= I ( ^*(s)C(s,s')^(s') dsds'; 


p J p 


( 2.7.27 ; 


(2.7.28) 


najzad, za srednju vrednost od K u sopstvenoj reprezentaciji: 

(ф\К\ф)= f s|^(s)| 2 ds. 

Jp 


(2.7.29) 


Treba zapaziti da smo došli do (2.7.29) zamenom C(s, s') = K(s, s') = s5(s — s') u (2.7.28), 

a Dirac-ova delta funkcija 6(s — s') daje 


[ $ф* (s)S(s - s')^(s') ds' = s| , 0(s) | 2 , 

Jn 


jer po dehniciji (to je đistribucija koja) izbacuje podintegralnu funkciju (po s') sa hksiranom 
vrednošću s' = s. 


2.7.6 Svojstveni problem u reprezentaciji 

Osnovni računski problern koji se rešava u kvantnoj mehanici je svojstveni problem neke opser- 
vable C. Postavlja se pitanje kako se to forrnuliše u D- i JT-reprezentaciji. 

Projektovanje odgovarajuće komponente i relacija zatvorenosti daju u D-reprezentaciji: 
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(ovde je n fiksirani, a n' nerni kvantni broj l)-reprezentacije; k je kvantni broj opservable Ć). 
Analogno, isti svojstveni problem u A-reprezentaciji glasi 


/ C(s, s')<pW{s') ds' = c k </ k) (s)- 
J p 


(2,7.31) 


2.7.7 Transformaciona teorija diskretnih reprezentacija 

Narneće se sledeće pitanje. Pošto se sa istog apstraktnog prostora stanja % rnože preći na 
toliko reprezentacija koliko irna bazisa u 7i, da li postoji prosta preskripcija kako preći sa jedne 
reprezentacije na drugu (bez prolaženja kroz TL). 

Pretpostavimo da pored D irrramo još jednu opservablu D' takođe sa čcisto diskretnim i 
prostim spektrom. Zelimo preći sa D-reprezentacije na D' -reprezentaciju. 

Svojstvene vektore | n') =| J n > ) od D' prebr o j avaćemo k\ 7 antnim brojem n' (sada ćemo po 
primu prepoznavati opservablu D' i entitete vezane za nju). Apstraktni vektor | ф) predstavljen 
je u ZP-reprezentaciji brojnom kolonom (ф п < ). 

Sto se tiče predstavnika vektora, možemo pisati 


Wr, 


( т {п ' ] I Ф) 


E' 


( <pC') | n){ n | ф) 


<J n 'Y 

~Гп 


Vn 


(2.7.32) 


Dakle, sa komponenti ф п u D-reprezentaciji lako ćerno preći na kornponente ф п / u D'- 

reprezentaciji ako raspolažemo svojstvenim vektorima opservable D' u £>-reprezentaciji, tj. ako 

znamo brojne kolone (<fin l) ) svih svojstvenih vektora | Ј п ') ) od D' . 

Zadatak 2.7.7 Može li se (2.7.32) izvesti u drugom obliku? 

Matrični predstavnik linearnog operatora Ć se transformiše na sledeći način: 

С т /п' == (J rn,) | Ć | J f O) = J2m, n ( У ( ' т ' ) I m ) ( m | ć | п)( п | J'C). Preina torne, 

Crn'n' = Јш Г CrnnV^ ( 2 . 7 . 33 ) 

трп 

(ovde su rn' i n' fiksirane vrednosti kvantnog broja za D', a rn i n su neuii kvantni brojevi za D). 

Opet su narri potrebne sarno brojne kolone (<pĆ ( ) svih svojstvenih vektora | J n ') ), 

Zadatak 2.7.8 Izvesti (2.7.33) porrmću svojstvenih vektora opservable D u l)' -reprezent acij i . 

Sto se tiče antilinearnih operatora D a , irnamo 

Dm'n' = (P (m,) I D a i Ć n>) ) = I] r D nm pCC (2,7.34) 

т,п 


(D a , pošto je antilinearan, konjuguje sve brojeve koji stoje desno od njega!). 

Dakle, formula (2.7.34) zadaje preskripciju kojom se sa matričnih elemenata matričnog fak- 
tora antilinearne rnatrice (D m > n >)K (koja predstavlja D a u £>-reprezentaciji) prelazi na rna- 
trične elernente rnatričnog faktora antilinearne matrice (D m > n >K) (koja reprezentuje D a u D'- 
reprezentaciji) . 
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Treba zapaziti da je operacija kompleksne konjugacije K jedna jedinstvena ne sarno za sve 
antilinearne operatore D a u jednoj reprezentaciji, nego i za sve reprezentacije. 

Pažljivi čitalac je, bez sumnje, zapazio da pri prelasku sa jedne poznate jD-reprezentacije na 
drugu nepoznatu IJ'-reprezentaciju uvek polazimo od nepoznatih veličina (ф п > u (2.7.32), C m > n > 
u (2.7.33) ili D m > n > u (2.7.34)), pa ih onda, ubacivanjem razlaganja jedinice po bazisu poznate 
D-reprezentacije, tj. I = I n)(n |, svodimo na poznate veličine. (Nikako ne treba poći od 
poznatih veličina i zalutati...) 

Formule preračunavanja reprezentenata od | ф ), C i D a iz jedne u drugu reprezentaciju, 
zajedno sa viđenjem tih formula iz apstraktnog prostora K, naziva se transformacionom teorijom 

kvantne rnehanike. 


2.7.8 Veza sa matematikom 

Uspostavimo sad vezu između transformacione teorije kvantne mehanike i formula transformacija 
koje su standardne u linearrmj algebri i u teoriji Hilbert-ovih prostora. IJčinićemo to preko 
zadataka koje čitalac treba sam đa reši. 

Zadatak 2.7.9 Neka je matrica S = f (S n > n ) matrica razvijanja novog bazisa {| <p( n ') ) | Vn'} po vektorima starog 
bazisa \ \n) \ Vn}, tj. 

\^)) = y Sr , n \n),dE. (2.7.35) 


Pokazati da, uz oznake Cf y 

vidu matrične relacije: 


/ /п \ f-i def 
— V V/ m 1 n 1 )ч ^ f) — 


(Cmn), transformaciona relacija (2.7.33) rnože da se prepiše u 


y D ! 


s- lT c b (s ~ lT )- 1 


(2.7.36) 


(”T” označava transponovanje), tj., kao što se kaže, reprezentent Cf } transformacijom sličnosti sa matricom 


kontragredijentnom od S (to je S 


) 


prelazi u reprezentent Cf } , 


Zadatak 2.7.10 Pokazati da za antilinearni operator D a uiatrična transformacija kojorn se prelazi sa matričnog 
faktora Df c ™ (D mn ) na matrični faktor D f (D m > n i) glasi: 

Dfr, = S~ lJ D£ > (S~ 1 ' 1 ) 7 . (2.7.37) 

Matrični faktor D ђ antilinearne matrice Df } K prelazi u matrični faktor Df )f antilinearne 
matrice Df y K tzv. transformacijom kongmencije rnatricorn S'"" [T . 


2.7.9 Transformaciona teorija sa kontinualnom reprezen- 
tacijom 

Citalac će se, verovatno, bez teškoća moći ubediti da pri prelasku sa diskretne JD-reprezentacije 

na neprekidnu jRT-reprezentaciju irnarno sledeće formule: 

Ф(з) = ^Тп Г 'Фп, (2.7.38 a) 

П 


C(s , . 


toiA 


'' C 'г,С г ) 


m,n 


(2.7.386) 
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D(s, s') = ]Г (2.7.38c) 

т,п 

gde je (ifin' ) brojna kolona koja u J9-reprezentaciji predstavlja uopšteni svojstveni vektor | Г 8 - ) 
od K koji odgovara svojstvenoj vrednosti s. 

Pii obratnom prelasku sa kontinualne A'-reprezentacije na diskretnu l)-reprezentaciju trans- 

formacione formule glase (uz oznaku | x in} ) = f | n )): 


C 

П 


Wn 


t r t 


f x in} (• 5 )p( s ) d.s, 

Jp 

Х }т} ( s)C (s, s')x in} (s') ds ds ; , 


p J p 
•t pt 


D mn = f f х (тУ (s)D(s, s')x inr (s') ds ds'. 
J p J p 


(2.7.39a) 

(2.7.396) 

(2.7.39c) 


Neka je K' druga opservabla sa čisto kontinualnim i prostim spektrom (znakom ' ćemo ra- 
zlikovati sve entitete vezane za K' od entiteta koji su u vezi sa K). Sa jRf-reprezentacije na 

JRT'-reprezentaciju prelazi se formularna (obeležavajući | gb s ') ) = f | s ')): 


ip(s') = f x in} ( s )T( s ) ds, 

J V 


(2.7.40a) 


С(Г 4) = 

-- f f MC(si. S 2 )X 4I (S 2 ) ds, ds 2 , 

J P J P 

N N , , , ,, 

(2.7.406) 

D(s\s' 2 ) = 

/ / J 8l) ' (si)C'(si, s 2 )v? ( s2) * (s 2 ) dsi ds 2 . 

J p J p 

(2.7.40c) 


2.8 Koordinatna reprezentacija 

U ол т от odeljku ćemo ukratko izložiti kako rezultati opšte teorije reprezentovanja poprimaju 
konkretnu formu u specijalnom slučaju najvažnije, tzv. koordinatne reprezentacije. Poći ćemo 
od jednodimenzionalne čestice, pa ćemo opet kraticom direktnog proizvoda (ovog puta prostora 
funkcija) stići do realne, trodimenzonalne čestice i do sistema od N čestica. 


2.8.1 Koordinatna reprezentacija 1D čestice 

Sada ćemo primeniti opštu teoriju kontinualne iv-reprezentacije iz prethodnog odeljka na slučaj: 

K = х u П х . (2.8.1) 

Ova reprezentacija se naziva koordinatnom reprezeniacijorn u % x . Tekuću svojstvenu vrednost s 

iz opšte teorije pisaćemo sad kao х. 
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Iz jednakosti (2.5.19a), која glasi \ф) = ff° ф(х') | х' ) dx' , sledi 

/»oc /*оо 

{ х | ф) = / ф{х'){ х | a’ ; ) dad = / ф(х')б{х — х!) dx' = ф(х), 


( 2 . 8 . 2 ) 


(notacija je već bila prilagođena opštem označavanju ^(s) =* { s | ф)). 

Dakle, sada sa TL X prelazimo na prostor svih po modulu kvadratno integrabilnih funkcija ф(х) 
(uporediti (2.5.195)), koji se obeležava sa C 2 (x) (skraćeno od £ 2 (— oo < х < oo)). 

Kompleksna funkcija ф(х) naziva se i amplitudom verovatnoće, jer po Postulatu o verovatnoći 
za slučaj kontinualnog spektra, p(x) = \ф(х)\ 2 = { ф | x){ х \ ф) je gustina verovatnoće nalaženja 
čestice u infinitezirnalnom intervalu oko tačke х (uporediti ispod (2.3.18)). 

Skalarni proizvod u C 2 (x) glasi: 


{ Ф I Ф) = / { Ф I х) dx{ х | ф) 


ф*(х)(р(х) d:r. 


(2.8.3) 


Proizvoljnu opservablu Ć u 'Н х u koordinatnoj reprezentaciji predstavlja kernel integralnog 
operatora 

C(x, x r ) = f (x\Ć\ x ! ) (2.8,4) 

(uporediti (2.7.19)). Postavlja se pitanje da li se opservable х, p x , koje čine osnovni skup u %, 
mogu reprezentovati nekim konkretnijim i jednostavnijim izrazom nego što je (2.8.4). 

2.8.2 Koordinata i impuls u koordinatnoj reprezentaciji 

Teorem 2.8.1 Operator х izH x se u prostoru C 2 (x) koordinatne reprezentacije predstavlja rnul- 
tiplikativnim operatorom: 

' ' (2.8.5) 


х\ф) — >• хф(х) 


a domen čine sve funkcije ф(х) G C 2 (x) za koje važi 

\хф(х)\ 2 dx < oo. (2.8.6) 

Treba uočiti da se u (2.8.5) množi brojern, ali ne konstantnim, već uvek jednakim vrednosti 

argumenta od ф(х). 

Dokaz: Za C = х forrnula (2.8.4) daje C(x, х 1 ) = хб(х — x r ), tako da se delovanje kernela integralnog operatora 
svodi na: јф х С(х,хЈ)'ф(х') Ах' = хф(х). Definicija dornena odmah sledi iz (2.5.206) . Q. E. D. 

Teorem 2.8.2 Operator p x iz % x se u koordinatnoj reprezentaciji predstavlja diferencijalnim 
operatororn: 

рх | Ф) -гћ£ф(х) , (2.8.7) 


a domen se sastoji od svih na celoj realnoj osi diferencijabilnih funkcija ф(х) G С 2 (х) za koje 
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Dokaz: Za Č = p x treba da izračunamo C(x,x') = (х | p | x r ). Poći ćerno od delovanja p x u fi x (datog 

u (2.5.24a)): p x | ф ) = Јф^Кгћ^Ј'ф(х!)) | x r ) dx l . Množeći sleva skalarno sa (х | i koristeći se relacijom 

zatvorenosti | х) dx{x | = I na LS-L dolazimo do jednakosti 


(х i p x I x r )( х' I ф) dx r 


(—гћ-^~Ј г ф(х'))б(х — x r ) dx ! 


(2.8.9) 


(obratiti pažnju na činjenicu da je izraz u zagradi funkcija od х! , a za fiksirano х! je broj), što se svodi na 


(х | p x | x r )ф(х ! ) dx ! ------- —гћ—ф^х). 


(2.8.10) 


Definicija domerra neposredno sledi iz (2.5.246). Q. E. D. 


2.8.3 Talasna mehanika 

Iz istorijskih razloga vektor stanja u koordinatnoj reprezentaciji, tj, ф(х) € £ 2 (x), naziva se i 
talasnom funkcijorn čestice. Kao i u svakoj drugoj reprezentaciji, i u koordinatnoj rnože se dati 
sav kvantno-mehanički opis čestiee, tj. apstraktni prostor stanja % x nije uopšte važan. Kvantna 
mehanika formulisana u koordinatnoj reprezentaciji naziva se talasnom mehanikom. 

Istorijski se talasna mehanika (vezana za ime Erwina Schrodinger-a) pojavila pre Dirac-ove 
apstraktne ili invarijantne kvantne mehanike (misli se na ” invarijantnost” u odnosu na izbor 
reprezentacije). U našem deduktivnom izlaganju kvantne mehanike pošli smo od apstraktnog 
prostora stanja. Mada je teorija ovako u prvi rnah rnalo teže intuitivno prihvatljiva, ona irrra 
prednost što se u njoj lako sagledava činjenica da sve reprezentacije daju iste rezultate (tj. 
brojeve) i ekvivalentrre forrrre teorije. 

Kao što srrio istakli u § 2.7.1, uloga izbora reprezentacije arralogna je ulozi izbora koordinatrrog 
sistema u običnom prostor-vremenu. U stvari, u kvantnoj mehanici, kao i u klasičnoj mehanici, 
fiksiramo jedan koordinatni sistem u prostor-vremenu, ali osim toga i nezavisno od toga možemo 
da fiksiramo i jedan bazis u prostoru stanja (kao svojstveni bazis opservable koja definiše repre- 
zentaciju). Vredno je zapaziti da, dok je fiksiranje bazisa u prostor-vremenu nužno, izbor bazisa 
u prostoru stanja nije uvek neophodan (kao što smo videli od §2.1 do § 2.6). 

2.8.4 Trodimenzionalna čestica 

Као što smo u paragrafima §2.8.1 i § 2.8.2 razradili koordinatnu reprezentaeiju za jednodimenzi- 
onalnu česticu, analogno tome bismo mogli da razradimo i koordinatnu reprezentaciju za realnu 
trodimenzionalnu česticu u % 0 . Po definiciji, ovde bismo opservablu K iz opšte teorije morali 
zameniti sa kompletnim skupom kompatibilnih opservabli: {х, у, z\ = r. Zbog toga koordinatnu 
reprezentaciju realne čestice nazivamo i radijus-vektorskom reprezentacijom. 

Zajednički svojstveni bazis vektorske opservable r u % 0 , kao što znamo, glasi: 

{ | r ) | — oo < q < oo, q = х, у, z}, | r ) c = e~^ | r = 0). (2.8.11) 

Ispostavlja se da je svejedno da li prvo odredimo % 0 kao % x ® % y ® % z (kao što smo uradili 
u § 2.6), pa onda pređemo rra koordinatnu reprezentaciju iz % 0 , ili prvo iz svakog od pomenutih 
faktor prostora pređemo na koordinatnu reprezentaciju C 2 (x), odnosno C 2 (y), odnosno C 2 (z), a 
onda formiramo direktni proizvođ C 2 (x) <2> C 2 (y) ® C 2 (z) = C 2 ( r). 
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2.8.5 Direktni proizvod talasnih funkcija 

Da podsetimo na jedan stav koji se dokazuje u funkcionalnoj analizi i naziva Fubini-jevim ieore- 

rnom. 


Stav 2.8.1 Neka su C 2 (q), q = х, у, z Hilbert-ovi prostori funkcija ip(q) kvadratno integrabilnih 

rnodula, a £ 2 ( r) Hilbert-ov prostor svih funkcija ф( r) za koje je ff^ ff^ fff' |D(r)| 2 dr < oc. 
Onda važi: 

£ 2 (r) = C 2 (x) G C 2 (y) ® C 2 (z) (2.8.12) 

pri čerrm se za svaki izbor ф(х) € C 2 (x), (f(y) G C 2 (y), x( z ) G C 2 (z) nekorelisani vektor 'ф(х) ® 
(р(у) ® x( z ) dobija običnim množenjem funkcija, tj. 

ф(х) 0 v(y) ® x( z ) = Ф(х)ф(у)х(^)- (2.8.13) 

U pogledu značenja (2.8.12) videti matematički podsetnik u §2.6.3. 


2.8.6 Koordinatna reprezentacija za 3D česticu 


Nabrojaćemo osnovne rezultate koji se dobijaju pri prelasku na koordinatnu reprezentaciju u H 0 . 

Sa apstraktnih vektora stanja | ф) e % 0 prelazimo na talasne funkcije ф(г) = ( r | ф), čije se 
vrednosti pojavljuju kao koeficijenti razvoja | ф) = ф(г) | r)dr. Tako se na osnovu bazisa 
(2.8.11) uspostavlja izomorfizarn izrneđu 'Н 0 i C 2 (r ). 

Talasna funkcija ф( r) naziva se i amplitudom verovatnoće, a \ф(г)\ 2 = ( ф \ r)( г | ф) je gustina 
verovatnoće nalaženja čestice oko položaja r, tj. |U(r)| 2 dr je verovatnoća da pri simultanom 
merenju opservabli r dobijemo rezultat iz infinitezimalnog intervala oko r. 

Skalarni proizvod u £ 2 ( r) glasi: 


( Ф I <p) 


ф*(т)ср(г) dr. 


(2.8.14) 


Vektorska opservabla r u H 0 reprezentuje se u £ 2 (r) multiplikativnim vektorskirn operatorom: 


f | ф) тф(г), 

a domen je skup svih ф( r) e £ 2 (r) za koje važi jff |g£(r)| 2 dr < oo , q = х, у, z. 
Vektorska opservabla p u H 0 predstavlja se u £ 2 (r) diferencijalnim operatorom: 


P I Ф ) 



ф(г) 


1 


(2.8.15) 


(2.8.16) 


a domen je skup svih duž ose q diferencij abilnih funkcija iz £ 2 (r) (tj. fff^ \ — гћј^ф( r)| 2 dr < oo, 
q = х, у , z) . 
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2.8.7 Koordinatna reprezentacija za sistem od N čestica 

U slučaju sistema ocl N čestica, orbitni prostor je %^ N (kao što srno videli u § 2.6.8), a ko- 
ordinatnu ili radijus-vektorsku reprezentaciju definiše koinpletni skup kompatibilnih vektorskih 
opservabli 

T U r 2 ,...,r N , (2.8.17) 

čiji zajednički svojstveni bazis glasi: 

{| ri,r 2 , ■ • ■ ,r N ) | Уг 1? Г 1 , . . . ,r jV }, (2.8.18a) 

| r i , r 2 , . . . , r N ) *= e~~i ^n=i гпФ п | Г] = 0, . . . , Гдг = 0 ). (2.8.186) 

Prelazi se na С 2 (тх, ..., r N ), Hilbert-ov prostor svih po modulu kvadratno integrabilnih funk- 
cija ф(г i, .... r N ). Važi 

£ 2 (гх, r 2 . .... r дг) = £ 2 (r T ) ® • • • 0 £ 2 ( r N ), (2.8.19) 

gde se direktno množenje opet realizuje obienirn množenjem, kao u gornjem Teoremu Fubinija. 
Ostaie osnovne rezultate čitalae rnože sarn da ispiše na osnovu rezultata iz paragrafa §2.8.6. 

Zadatak 2.8.1 Reformulisati sve do sada naučene Postulate kvantne mehanike u koordinatnoj reprezentaciji. 


2.9 Impulsna i energetska reprezentacija 

Ovaj odeljak je posvećerr kratkom izlaganju osnovnih crta impulsne reprezentacije za jednodi- 
menzionalnu i za trodimenzionalnu česticu. Definiše se i pojam energetske reprezentacije. 

2.9.1 Skoro simetrična uloga impulsa i koordinate 

Pođimo od jednodimenzionalne čestice duž x-ose i obratimo još jedanput pažnju na osnovni skup 
opservabli x,p x u 'Н х . 

Kao što je poznato, konrutator rnerrja predznak pri uzajarrmoj zarneni dva operatora u ko- 

mutatoru. Prema torne, osnovna kornutaciona relacija [ x,p x ] = гћ rnože da se prepiše kao 

[рх,х] = -гћ. (2.9.1) 

Pošto smo svu teoriju opservable х u % x izveli samo iz komutacione relacije [ x,p x ] = гћ, 
možemo iz (2.9.1) zaključiti dapa, i х igraju potpuno simetrične uloge u % x s tačnošću do zamene 

г sa —г gde god se г pojavljuje. 

Na osnovu ovog zapažanja sve što smo izveli za koordinatu možemo da prepišemo za impuls 
(uz pomenutu zarnenu). Zapažanje bazira na činjenici cla sino rnogli od početka da uzajarnno 
zamerrimo uloge p x i х i da pođerno od p x kao kompletne opservable čiji kontirrualni spektar rrije 

prazari skup. 
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2.9.2 Impulsna reprezentacija u % x 

Nabrojaćemo osnovne zaključke za impuls u % x . 

Operator p x je kompletna opservabla u % x sa celom realnom osom kao svojirn čisto kontinu- 
alnim i prostim spektrom. Svojstveni bazis za opservablu p x , koji se sastoji od samih uopštenih 

vektora, glasi: 

{| p x ) | — oo < p x < oo}, | p x ) = f ећ рхХ | p x = 0 ) (2.9.2a, b) 

(zamenili srno г sa — г). 

Impulsnu reprezentaciju u % x definiše p x . Za nju važi sve što srno izveli za kontinualnu K- 
reprezentaciju u odeljku § 2.7, s tirn što s zamenjujemo sa p x , a prostor reprezentacije označavarno 
sa C 2 (p x ). Vektor | ф) G % x se reprezentuje sa ф(р х ) = ( p x \ ф), a \ф(р х )\ 2 = p(p x ) je gustina 
verovatnoće dobijarrja vrednosti oko p x pri merenju irnpulsa. 

Sto se tiče samog osnovrmg skupa opservabli p x ,x u % x , tu se reprezententi u C 2 (p x ) pojed- 
nostavljuju u odrrosu na opštu teoriju. 

(Jpservabla p x se u C 2 (p x ) reprezentuje multiplikativnim operatorom: 

Рх I Ф) РхФ(Рх), (2.9.3) 

a opservabla х diferencijalnim operatorom: 


х 



гЛ—ф(р х ) 

dp x 


(2.9,4) 


(dorneni su analogni kao u T 2.8.1 i T 2.8.2). 


2.9.3 Tr ansfor macij a sa koordinatne reprezentacije na im- 

pulsnu 

Vredno je posebno istaći kako se prelazi sa koordinatne na impulsnu reprezentaciju u % x i obratno 
(uporediti § 2.7.9). 

Svojstveni problem od p x u a;-reprezentaciji glasi 

—ih-^p№ x \x) =p x pt Px \x), (2.9.5) 

a rešenja su rnu (kao što je poznato iz teorije običnih diferencijalnih jednačina): 


I V.) = -7Г=£ еЈ "”’ I 

V 2ттћ 

То su tzv. ravni talasi. 

Zadatak 2.9.1 Na osnovu poznate integralne Fourier-ove formule 


— oo < p x < oc}. 


f{a)e lbia - a °) dađb 


i definicije delta funkcije 


ј'{а)б{а - a 0 ) da, 


OO 
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niože se pisati 

б(а ~~ a 0 ) = /°° e**( a - a °) db. (2.9.9) 

а) Pokazati, koristeći se formulom (2.9.9), da su ravni talasi <p( px) (x) iz (2.9.6) ortonorrnirani na delta funkciju: 

pTL (x)ip( p A( x )dx = б(р х —р' х ). (2.9.10) 


b) Pokazati da ravni talasi (2.9.6) zadovoljavaju faznu konvenciju (2.9.26). 

Zadatak 2.9,2 a) Pokazati da uslov kornpletnosti | p x )dp x (p x \= I n Ћ х u koordinatnoj reprezentaciji 
glasi: ^ 

I р^ Рх Цх) đp x p( p Z (xl) = б(х ~~ x f ). (2.9.11) 

J — oo 

b) Pokazati da za ravne talase (2.9.6) važi uslov kompletnosti (2.9.11). 

Rešivši svojstveni problem (2.9.5), možemo primeniti opšte fbrmule (2.7.40а)-(2.7.40б) na 
prelazak sa koordinatne na impulsnu reprezentaciju: Ф('Рх) = ЈЋ (х)ф(х) đx, =b 


Ф(Рх 


e Ф РхХ ф(х) dx; 


(2.9.12 a) 


C(p x ,p' x ) = JZo f-oo V iVxY ( x )C(x, x')pWC(x') dx dx', =P 

/*оо poo 


C(px,p' x ) 


2ттћ 


e -* p * x C(x,x')e* p * x đrcđV 


(2.9.126) 


Zadatak 2.9.3 Izvesti konkretne forrnule obratne transformacije. 


2.9.4 Uopštenje na jednu i više čestica 

U orbitnom prostom stanja % 0 jedne realne čestice impulsnu reprezentaciju 2 ' 9Л definiše kom- 
pletna vektorska opservabla p. Sa % 0 prelazi se na £ 2 (p), Hilbert-ov prostor svih po modulu 
kvadratno integrabilnih funkcija ф(р). Opet važi £ 2 (p) = C 2 (p x ) 0 C 2 (p y ) 0 C 2 (p z ); opserva- 
ble osnovnog skupa, r, p, imaju jednostavnu formu itd. \ф(р)\ 2 je gustina verovatnoće da se 

merenjein p dobije rezultat oko p. 

Analogno važi za sistern od N čestica. 

2.9.5 Energetska reprezentacija 

U sledećem odeljku ćerno videti da tzv. hamiltonijan, tj. opservabla koja se dobija kvantizaci- 
jom klasične Hamilton-ove funkcije, a čije svojstvene vrednosti imaju fizički smisao energetskih 
nivoa kvantnog sistema, igra u dinamici kvantne mehanike isto tako fundamentalnu ulogu kao 
Hamilton-ova funkcija u klasičnoj mehanici. 

2.9.1 Pri ortonormalizaciji svojstvenog bazisa { | p ) | Vp} na delta funkciju piše se u Ћ 0 : ( p | p') = <5 (p — p'), gde 
је ć(p - p') = č(,x - х')б(у - y')6(z - z'). 
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Pod pretpostavkom da harniltonijan H kvantnog sisterna irria čisto diskretan spektar i da se 
može pogodno dopuniti do kompletnog skupa kompatibilnih opservabli, reprezentacija koja je 
tirn skupom defmisana naziva se energetskom reprezentacijom. Videćemo to detaljnije u §9.2,7, 

na konkretnom prirneru. 

Na jeziku opšte teorije, ovde se očigledno radi o i)-reprezentaciji. Reprezententi opservabli su 
matrice. Formulacija kvantne mehanike u ovoj reprezentaciji naziva se matričnom mehanikom. 

Matrična mehanika (vezana za ime Wernera Heisenberg-a) pojavila se otprilike paralelno sa 
Schrodinger-ovom talasnom mehanikoin. Tek kasnije se shvatilo da su ove dve teorije ekvivalentne 
i da se dobijaju iz Dirac-ove apstraktne kvantne inehanike (koja se pojavila kasnije) postupkom 
reprezentovanj a. 



Glava 3 


DINAMIKA KVANTNE MEHANIKE 


3.1 Integralni vid zakona kretanja 

Zakon kretanja nam kaže kako se stanje kvantnog sisterna menja u toku vremena kad je sistern 
prepušten sairiom sebi, tj. kada se radi o spontanoj promeni (za razliku od promene izazvane 
merenjem). O integralnom vidu zakona kretanja je reč kada proučavamo pomenutu promenu 
stanja za konačni vremenski interval (za razliku od infinitezimalnog datog sa d t). Integralni vid 
zakona kretanja, što je predmet ovog ođeljka, baziraćemo na Dirac-ovim fizičkim idejama, koje 
ćemo formulisati kao Postulat i iz njega izvesti evolucioni operator U i hamiltonijan H. 


3.1.1 Dinamička podela fizičkih sistema — kvalitativna 
verzija 

U kvantnoj kao i u klasičnoj fizici u dinamičkom pogledu možemo da razlikujemo pet vrsta 
fizičkih sistema, tako da je svaka specijalni slučaj prethodne: 

1. Fizički sistem i ostatak vasione su dva podsistema, tj. fizički sistem ima tzv. kinematičku 
nezavisnost od tzv. svoje okoline: postoje određene fizičke osobine i/ili parametri koji 
stalno i jednoznačno određuju sistem. (Primere videti niže.) 

2. Fizički sistem ima dinamičku nezavisnost od svoje okoline, tj. sistem je kinematički neza- 
visan podsistem sveta na koji njegova okolina deluje (u specijalnom slučaju ovo delovanje 
može biti nula, tj. može da odsustvuje), ali se to delovanje ne menja promenom stanja 
sistema (tj. nerna povratne sprege na okolinu). Delovanje okoline pod ovim uslovima na- 
ziva se spoljašnjim poljern (videti primere niže). Kontraprimer, tj. prirner za sistem koji 
kinematički jeste a dinarnički nije nezavisan, je proton u deuteronu. (Deuteron, ili jezgro 
teškog vodonika, sastoji se od protona i neutrona u tzv. nuklearnoj ili jakoj interakciji.) 
Ne niože se definisati spoljašnje polje koje bi poticalo od neutrona a delovalo na proton, jer 
delovanje neutrona na proton zavisi od trenutnog stanja protona i menja se sa promenom 
tog stanja. 

3. Fizički sistern je konzervativan (za spoljašnje polje takođe se kaže da je konzervativno). Ovo 

je slučaj kada se energija sisterna u toku vremena konzerviše (održava) i pored eventualnog 
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prisustva spoljašnjeg (konzervativnog) polja (primer niže), Kontraprimer, tj. prirner za 
đinamički nezavisan, nekonzervativan sistem, imamo kad god se vrši pumpanje energije iz 
okoline u sistem (na primer proton u promenljivom elektromagnetnom polju ciklotrona) , 

ili obratno, kada okolina crpi energiju iz sisterna (na prirner čestica u Wilson-ovoj komori). 

4. Fizički sistern je izolovan kada se ne nalazi u spoljašnjem polju, tj. kada na njega okolina 

ne utiče (prirner pod 5.). Kontraprirner, tj. priiner za konzervativan a neizolovan sistern je 
elektron u polju jezgra. 

5. Fizički sistem se sastoji od slohodnih čestica. Ovo je slučaj kada je sistem čestica izolovan, 
a čestice ne interaguju međusobno. Kontraprimer je izolovani sistem interagujućih čestica. 


Ponekad se u literaturi unutar konzervativnih sistema ne razlikuju eksplicitno izolovani sistemi 
od neizolovanih, a katkad se u ovakvom slučaju termin „konzervativan” zamenjuje terminom 

„izolovan” . 


3.1.2 Fizičke ideje u postulatu o zakonu kretanja 

Ako kvantni sistern nije dinarnički nezavisan, onda se za njega sarnog ne rnože formulisati zakon 

kretanja (nezavisno od okoline), već sarno rnože biti obuhvaćen u sastavu nekog nadsisterna koji 
jeste dinamički nezavisan. A što se tiče dinamički nezavisnog sistema, koji ćemo nazivati odsad 
opštim slučajem, prirodno je očekivati da je za njega rrroguće formulisati zakori kretanja. 

Veorna plauzabilni Dirac-ov prilaz uspostavljanju zakona kretanja formulisaćemo u vidu riovog 
postulata kvantne mehanike. 

VI POSTULAT O ZAKONU KRETANJA 

a) Stanje kvantnog sistema se unutar prostora stanja sistema menja u 

vremenu kauzalno; 

b) pri promeni stanja održava se superpozicija stanja; 

c) broj fizičkih sistema u kvantnom arrsamblu se u toku vremena održava; 

d) promerra stanja kontirrualrro zavisi od vrerrrena. 


Zahtev VI. a) se ponekad naziva principom kauzalnosti kvantne fizike. On iskazuje misao da 

stanje sistema u trenutku t > t 0 zavisi jednoznačno od početrrog stanja (tj. starrja u početrrorn 
trerrutku t 0 ), od strukture sisterrra i od eventualnog spoljašrrjeg polja. Dakle, u evoluciji stanja 
rrerna statističnostl, indetermiriizma. 

Prema zahtevu Vl.a), prorrrena starrja u vremerru odvija se u prostoru starrja sistema. Za 

iV— čestični sistem to znači da se odvija u prostoru N . Samim tim se održava broj čestica 
(N) u sistemu. (Ne inešati to sa održavanjem broja sistema — u ovoin slučaju ЛГ— čestičnih 

sisterna u kvantrrorrr ansarrrblu, što zahteva VI.c).) 

Sto se tiče zahteva Vl.b), viđeli srrro u odeljku § 1.3 da je princip superpozicije, koji iskazuje 
mogućnost superponiranosti stanja, od furidairieritalnog zrračaja za kvarrtrru rrreharriku. Da se 
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poclsetirno (uporediti pretposlednji pasus u §2.1.2), neka sit ф, p i х tri norrnirana vektora 
starrja i neka je 

ф = ciip + C‘iX-, (3.1.1) 

gde su ci i C‘i kompleksni brojevi. Kaže se da su u stanju ф superponirana (ili koherentno 

pomešana) stanja џ> i %. Pretpostavimo da (3.1.1) važi u trenutku t 0 : ффо) = Cip(t 0 ) + c 2 x(h)) i 
pretpostavimo da u trenutku t > t 0 pomenuta tri stanja evoluiraju u ФЏ), odnosno p(t), odnosno 

x(t)- VI. b) onda iskazuje da važi: 


E(t) = cip(t) + c 2 x(t) (3.1.2) 

za svaki izbor ф(1 o), p(t 0 ), х(0) i kompleksnih brojeva + i c 2 (za koji važi (3.1.1)). Drugirn 
rečima, zahteva se da svaka komponenta u razlaganju (3.1.1) evoluira nezavisno jedrra od druge. 

Zahtev VI. c) je veoma prirodan s obzirom da je kvantna rnehanika koju proučavarno u stvari 
nerelativistička grana fizike i stoga procesi kreacije i anihilacije čestica ne dolaze u obzir 3 - 1-1 . (U 
ovirn procesirna se bitno koristi Einstein-ova relativistička relacija za rnasu i energiju E = rnc 2 .) 

Vektor starrja ф opisuje hoirrogen ansarnbl od recirno N kvantnih sisterria; rneđutirn, u skladu 
sa pojmom verovatnoće (i relativne frekvencije), ф se norrnira ne na N nego na 1. Fizički srnisao 
toga je da se radi o jednorn (prolzvoljnorn) predstavniku ansarnbla. Zahtev VI.c) stoga u stvari 
iskazuje da je ovaj jedan predstavrrik arrsambla u toku vrernerra rreprornenjeno i neokrrrjerro stalrm 
prisutan. Sta to znači na jeziku forrnalizrna kvantne mehanike? 

Neka je A opservabla sa čisto điskretnim spektrorn čiji je spektralni vid A = Ј2 п ( кР п (n' Ф 
n => a n i ф a n , Yh n Pn = I)- Zapitajrno se kolika je verovatnoća da se pri merenju opservable 

A u stanju ф dobije uopšte neka od vređnosti ai,a 2 , Odgovor glasi da je ova verovatnoća 

jednaka £ n u(a n ) = \Р п \Ф) = (Ф \ Е„Д I Ф) = { Ф I Ф) = 1- Zriači, stalno prisustvo 

pornenutog predstavnika ansarnbla izražava se zahtevom 3 - 1 - 2 

( ФА) I Ф(Ј)) = V Ш > t 0 (3.1.3) 


što je precizna forma VI. c). 

Zahtev VI. d) znači da za vrernenski interval koji teži nuli i promena stanja teži nuli, tj. da 
nema trenutne promene 3,1 * 3 . Isti zahtev takođe iskazuje cla promena stanja neprekidno zavisi ocl 
početnog trenutka od kojeg posmatramo promenu. 

3.1.3 Evolucioni operator 

Postavlja se pitanje kako Postulat o zakonu kretanja uklopiti u forrrializarri kvantne rriehanike. 

3,1Л и nekim nuklearnim. reakcijama protoni se pretvaraju u neutrone ili obratno. Međutim, nerelativistička 

kvantna mehanika i to opisuje tretirajući neutron i proton kao dva (izospinska) stanja nukleona (a broj nukleona 
se održava). 

зл,2 и stvari, naš zakljueak da se pri merenju opservable A sigurno dobije neka od njenih svojstvenih vrednosti 
pored pretpostavke sigurnog prisustva predstavnika ansambla uključuje i pretpostavku da se radi. o idealnom 
eksperimentu. Realni eksperirnent merenja može da zakaže, može da se ne dobije nijedan rezultat i kada je sistern 

sigurno prisutan. 

3 * J -* 3 CitaIae će u ovoj ideji verovatno prepoznati jedan od osnovnih principa klasične fizike, koji je u Newton-ovo 
vrerne prikladno formulisan rečirna: Natura поп facit saltus (što na latinskom znači: priroda ne čini skokove). 



82 


GLAVA 3. DINAMIKA KVANTNE MEHANIKE 


Pretpostavimo da se stanje sistema u t > t 0 , ip(t), rnože dobiti iz stanja sistema u početnom 
trenutku ip(to) delovanjem nekog operatora U u prostoru stanja %: ip(t) = Uip(to). Operator 
U, tzv, evolucioni operator , onda, u srnislu riašeg tumačenja zahteva VI. a), rnora zavisiti od 
strukture kvantnog sisterna i od eventualnog spoljašnjeg polja 3-1-4 (tretiraćerrro ovu zavisnost kao 
implicitnu, tj. od nje zavisi izbor operatora U): a mora, u opštem slučaju, U da zavisi i od 
početnog trenutka t 0 i od dužine vremenskog intervala 3 - 1 ' 5 t — t 0 : 

tp(i) = L (t t 0 , 1 0 )'ф (t 0 ) . (3.1.4) 

Formula (3.1.4) naziva se kvantno mehaničkim zakonom kretanja (ili dinamičkim zakonom) u 
tzv. Schrodinger-ovoj slici. Preciznije, kaže se da je to integralni vid zakona kretanja, jer se radi 
o promeni stanja u konačnoin vremenskom intervalu (za razliku od infinitezimalnog intervala 
d t). 

Pošto srno VI. a) inkorporirali u vid zakorra kretanja (3.1.4), VLb) u obliku (3.1.1) =+ (3.1.2) 

odrnah ima za posledicu da U rnora biti linearni operator ; nairne, rnoramo irnati 

U'ip(t 0 ) = ciU(p(t 0 ) + c 2 l T x(t o) (3.1.5) 

kad god imamo ip(t 0 ) = Ci(p{t 0 ) + c 2 x(to), i to za bilo kakav izbor entiteta <p(t 0 ), x{U), C\ i c 2 . 

VI. c) u obliku (3.1.3) zahteva da U održava norrnu svakog vektora u %. Moramo raščistiti 
šta to znači. 

Lema 3.1.1 Ako je linearni operator A definisan za svaki vektor iz % i održava normu svakog 

vektora, onda A održava i skalarni proizvod svaka dva vektora. 

Dokaz: Neka su ф i tp dva proizvoljna vektora iz Ћ. Po pretpostavci iiiiamo: 

(ф + <p, ф + (p) = (А(ф + р, гр + (р),А(ф + (р. ф + р)) ђ (ф + ир ђ ф + ир) = (А(ф + кр, ф + ир),А(ф + ир ђ ф + кр)). 

(3.1.6a, b) 

Ако se još jedanput koristimo održanjem norme u (3.1.6a), dobijamo 

(гр, ifi) + (<p, ф) = (Аф, Ар) + (Ap, Аф), (3.1.6 c) 

a (3.1.66) se analogno svodi na 

г(ф, (p) — %(<p, ф) = г(Аф, A<p) — г(А<р, Аф). (3.1.6c?) 

Deleći (3.1.6c?) sa г, dodajući rezultat toga na (3.1.6c), pa deleći sa 2 najzad imarno 

(+, p) = (Аф, A(p) ( 3 . 1 . 7 ) 

Q. E . D. 

Kao što je poznato, (3.1.7) je jedna od definieija unitarnog operatora 3 * 1 * 6 . Dakle, VLc) u 
stvari povlači da je evolueioni operator nužno unitaran. 

3,1,4 Treba imati na umu da operator predstavlja jednoznačno preslikavanje, a to je matematička forma fizičke 
ideje kauzalnosti. 

зл,5 и literaturi se evolucioni operator u opštem obliku obično piše kao funkcija početnog i krajnjeg trenutka. 
Mi, rneđutim, naznačujemo dužinu intervala kao drugu nezavisno promenljivu umesto krajnjeg trenutka imajući 
u vidu najvažniji specijalni slučaj konzervativnih sistema. Kod njih, kao što ćerno videti u §3.1.8, zavisnost od 
početnog trenutka otpada i ostaje sarrio zavisnost od dužine intervala. 

3*i* 6 *U stvari u beskonačno dimenzionalnom prostoru Ћ. unitarni operator pored (3.1.7) rnora da irna i osobinu 
da rnu se i dorrien i oblast likova poklapaju sa celirn Ћ. Mi to (prećutno) pretpostavljarno za evolucioni operator, 
jer kvantni sistern kako u + tako i u t > Ћ rnože u principu biti u bilo kom stanju. 
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3.1.4 Hamiltonijan 

Postavlja se pitanje kako zavisnost evolucionog operatora U od strukture kvantnog sistema (i 

eventualnog spoljašnjeg polja) učiniti eksplicitnim. Pre svega rnoramo se zapitati da li to treba 
postići neposredno sa U, ili treba U izraziti kao funkciju drugog, pogodnijeg operatora. 
Pođsetirno se na jedan stav, koji se dokazuje u teoriji Hilbert-ovih prostora. 


Stav 3 . 1.1 Za svaki unapred dati unitarni operator A u 'H postoji herrnitski operator B u % 
tako da važi 


A 


гВ def 


(гВУ 


п=0 


IV. 


(3,1.8) 


i obratno , za svaki una-pred daii hermitski operaior B, operator A definisan DS-om od (3.1.8) 
postoji i uniiaran je. 


Napomena 3 . 1.1 Operatorska funkcionalna veza (3.1.8) prenosi se u analognu jednostavnu vezu iz- 
među spektralnih formi od A i B. Ako recimo B ima spektrainu formu B -------- (D, a d n Pro onda A ima 

spektralni vid A = У] п e ibn P n (sa istiin svojstvenim projektorima!). To se neposredno uopštava na 
slučaj kada B i A imaju i kontinualni spektar. 


Imajući još uvek u vidu opšti slučaj, usled toga što je zavisnost evolucionog operatora kako 
od dužine intervala tako i od početnog trenutka kontinualna (zahtev VLd)), možerno evolueioni 
operator za infinitezimalni interval vremena napisati u vidu 3,1 * 7 : 

U(dt,t) = i- ^dtH(t), (3.1.9) 

gde je I identični operator, jednak nultorn stepenu drugog sabirka. LS od (3.1.9) je po definiciji 
evolucioni operator s tačnošću do prvog reda, a DS je prvi red eksponencijalne funkcije (3.1.8) 

sa B = f — U tom smislu je (3.1.9) tačna a ne približna jednakost. 

Pošto ћ ima dimenzije dejstva, a vreme i energija se po dimenziji dopunjuju do dejstva, 
izložitelj u srednjem izrazu u (3.1.8) je bez dimenzija — što je neophodno za konzistentnost 
eksponencij alnog izraza u (3.1.8) — samo ako hermitski operator, tj. opservabla H(t), ima 
dimenziju energije 3-1 ' 8 . Operator H(t) iz (3.1.9) naziva se hamiltonijanom kvantnog sistema i 
to je opservabla koja će, kao i u klasičnoj fizici, svojom funkcionalnom zavisnošću od osnovnog 
skupa opservabli nositi informaciju o strukturi kvantnog sisterna (i eventualno spoljašnjeg polja). 


3.1.5 Veza između evolucionog operatora i hamiltonijana 

Da hismo funkcionalnu zavisnost evolucionog operatora od hamiltonijana uopštili sa infinitezi- 
malnog na konačni interval evolucije, uočimo prvo jednu važnu posledicu definicije evolucionog 
operatora (3.1.4). 

3 * J " 7 *Strogo uzevši, rni ovde pojačavamo pretpostavku kontinualne zavisnosti U(t — to,to) od t — to u pretpostavku 
analit ičke zavisnost i . 

3 *- L8 Naše rezonovanje se ovde, kao manje-više i u celom odeljku, oslanja prvenstveno na intuitivmi plauzibilnost, 

što je sa tačke gledišta fizičara sasvim zadovoljavajuće. Ali što se tiče stroge logičnosti našeg rezonovanja, valja 
priinetiti da ćemo rni nužnost izhora B = f | đtE(i) (uporediti (3.1.8) i (3.1.9)) shvatiti tek u §3.3.7. 
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Korolar 3.1.1 U opštern slučaju kvantnog sisterna za svaka tri trenutka t,- 2 > t\ > to važi 

li (t 2 — to, to) = U (t'2 — ti, ti)U (či — to, to). (3.1.10) 

Dokaz: Zamenjujući t sa t 2 u (3.1.4) iinarno 

'ФЏ 2 ) = Uit 2 - to,to)i'(to)- (3.1.11) 

S clruge strane, ako u (3.1.4) zamenirrm t sa t 2 , a to sa ti, onda (3.1.4) daje 'фЏ, 2 ) = U(t 2 — ti,ti)ip(ti). Vratimo 
se na (3.1.4) i stavimo t\ urnesto t; dobićerrm tp(ti) = U(t\ — to,to)yj(to). Supstitucijom ib(ti) iz poslednje u 
pretposlednju jeđnakost dolazimo do 

u(t 2 ) = U(t 2 - h,ti)U(h - to, t 0 )iij(to). ( 3 . 1 . 12 ) 

Pošto su LS-e od (3.1.11) i (3.1.12) jednake, jednake su i DS-e. A usled toga što je ip(t 0 ) proizvoljan vektor u ’H, 
konačno dobijamo operatorsku jednakost (3.1.10). Q. E. D. 

Treba uočiti da u nekonzervativnom slučaju, kada U zavisi od početnog trenutka, skup svih 
evolucionih operatora rie čirii grupu. Naime, proizvod dva evoluciona operatora riužno daje 
evolucioni operator sarrm ako je završni trenutak prvog zdesna faktora jednak početnom trenutku 
drugog zdesna faktora kao u (3.1.10). 

Ako u (3.1.10) zamenimo t\ sa t, a t 2 sa t + At, onda (3.1.10) postaje 

U(t + At- t 0 , t 0 ) = U(At, t)U(t - t Q , t Q ). (3.1.13) 

Pretpostavimo da evolucioni operator rnožemo da razvijemo u Taylor-ov red do prvog reda kao 
funkciju trenutka t. U torri srnislu pišerno dč urnesto konačnog priraštaja At u (3.1.13), U(dt, t) 
zarnenjujerno iz (3.1.9) i dolazimo do 

U(t - io, to) + dU(t - t 0 , t 0 ) = U(t - t 0 , t 0 ) - ~ dtH(t)U(t - t 0 , t 0 ). 

Ova jednakost se očigledno svodi na sledeću diferencijalnu jednačinu za evolucioni operator. 


Vč > č 0 . (3.1.14) 


Odniah se vidi da se (3.1.14) može prepisati u vidu integralne jednačine: 

U(t-to,to) = i-j I H(t r )U(t ! -to,t 0 )dt'. (3.1.15) 

' 1 - 'to 

U (3.1.15) je ugrađerr (u vidu „integracione konstante”) tzv. početni uslov za evolucioni operator: 

u(o,t 0 ) = i, (3.1.16) 

koji očigiedno sledi iz (3.1.4) i koji u stvari dopunjuje (3.1.14). U stvari (3.1.14) zajedno sa 
(3.1.16) ekvivalentno 3,1 * 9 je sa (3.1.15). 

3.i.9*jednakost (3.1.14) izveli srno iz Postulata o zakonu kretanja kao potreban uslov. Međutim, u praksi se 
(3.1.14) sa (3.1.16) i (3.1.15) koriste kao potreban i dovoljan uslov, tj. svaki par U, H koji ih zadovoljava srnatra 
se da odgovaraju jedan đrugorn u sinislu da opisuju isti kvantni sistem. 


lh wft^ = H(t)U(t-to,to) 
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3.1.6 Dinamička podela — preciznije 

Pošto smo evolucioni operator povezali sa hamiltonij anom i to sa svrhom da preko hamiltonijana 
definišerrm kvantni sistem, sad rrmžemo da se vratirno ria termr paragrafa §3.1.1 i da darno 
preciznu ili kvantitativnu verziju dinamičke podele kvantnih sistema. 

Videli smo da za dinamički nezavisan kvantni sistem imamo najopštiji slučaj u kom možemo 

definisati evolucioni operator i hamiltonijan. 

U slučaju da je sistem konzervativan, nema razmene energije sa okolinom i stoga ne postoje 
procesi koji bi izvesne vremenske trenutke učinili fizički različivim od drugih. Svi su vremenski 
trerruci nerazličivi, tj. irnaino hornogenost vremenske ose (koja postoji i а priori, kirrernatički; 
uporediti § 5.1.1 i § 5.1.7). Ali ovo je još uvek intuitivno i kvalitativno rezonovanje. 

U preciznom i kvantitativnom pristupu hornogenost vrernenske ose sastoji se u torrre da za 
koji god realrri broj b trarislirali sistern po vremenskoj osi (u inislirria) , ne dobijamo opservabilni, 
tj. u merenju ispoljivi, efekat. A, to sa svoje strane, u stvari znači da ako u rrekorn trenutku t Q i 
drugom trenutku t 0 + b (—oo < b < +oo) jednako prepariramo stanje fizičkog sistema i pustimo 
ga da (spontano) evoluira za istu dužinu vremenskog intervala t — 1 0 , na krajevima tih intervala, 
tj. u trenucima t i t + b, imaćemo jednaka stanja. Kratko rečeno, u jednakim vremenskim 
intervalima, bez obzira na početni trenutak, sistem jednako evoluira. 

U formalizmu to znači 

U(t — t 0 , t 0 ) = e lX ^U(t — t 0 , t 0 + b), — oo < b < +oo, (3.1.17a) 

jer razlika u faznom faktoru je najveća razlika u evolucionom operatoru (ili ekvivalentno u stanju 
u koje sistem evoluira) koja je neopservabilna. Znači, (3.1.17a) izražava precizno homogenost 
vremenske ose u kvantnoj mehanici, a ona je ekvivalentna konzervativnosti sistema. 

Nepisano, mnogo korišćeno, pravilo u kvantnoj mehanici kaže da slobodu u faznim faktorima 
vektora stanja kad god možemo ograničavamo tako da postignemo pojednostavljenje formali- 
zrrra (uporediti na primer faznu konvenciju u svojstvenom bazisu od х, (2.5.16)). Očigledno, 
stavljajući 

X(b) = 0, — oo < b < +OG (3.1.176) 

u (3.1.17a) postižemo pojednostavljenje da evolucioni operator ne zavisi od početnog (ili ekvi- 
valentno od krajnjeg) trenutka, već samo od dužine intervala. Ovaj iskaz je, dakle, definicija 
konzervativnosti sistema na jeziku evolucionog operatora. Za konzervativni sistem pisaćemo 
evolucioni operator u vidu U(t — t 0 ), tj. bez zavisnosti od početnog trenutka. 

Pošto je hamiltonijan još važniji od evolucionog operatora, pokušajmo izraziti kriterijum 
konzervativnosti na jeziku tog operatora. U tu svrhu prepišimo (3.1.14) za konzervativni sistem 
u viđu 

H(t) = rh dll{t ^ u) (r l (t - t 0 ). (3.1.18) 

Sad evolucioni operator ne zavisi od krajnjeg trenutka t, a to ima za posledicu da i DS od (3.1.18) 
ne zavisi od trenutka i i isto mora da važi i za LS-u. Dakle, ako je sistem konzervativan, onda 
hamiltonijan ne zavisi od vremena. Da važi i obratno uverićemo se u paragrafu §3.1.8. 

Kvantni sistem je izolovan ako i sarno ako je hamiltonijan funkcija sarno osnovnog skupa 
opservabli sistema, bez ikakvih veličina koje bi definisala okolina sisterna. 

Hamiltonijan sistema slobodnih čestica je zbir operatora kinetičkih energija pojedinih čestica 
(kao i u klasičnom slučaju). 
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3.1.7 *Dyson-ov red 

Vratirno se na opšti slučaj kvantnog sistema sa hamiltonijanom koji zavisi od vremena i zapitajmo 
se kako da rešimo (3.1.14) ili (3.1.15) i dobijemo U(t — К) kao eksplicitnu funkciju od H(t). 

Integralna jednačina kao što je (3.1.15) se obično rešava iterativnom metodorn: U prvoj ite- 
raciji možemo celu DS-u od (3.1.15) staviti umesto evolucionog operatora pod integralom i tako 
dobiti 


U(t-t 0 ,to)=i-j I* H{1?)dt' + (-h 2 

ћ Jto ћ J t 0 


dti I dt2H(ti)H(t2)U(t2-to,t 0 ). 

to 


Ako iteracija konvergira (za šta nemarno a priori kriterijum), posle beskonačno ninogo koraka 
očigledno dolazimo do formule 


Č(i-<o,«o) = / + V(-b’ 


dfi f dt 2 

J to J to 


dt n H(t 1 )H(t 2 )...H(t n ), (3.1.19a) 


n — 1 ^ I'O * t'O Jto 

a proizvod od n operatora u inegralu je vremenski uređen: 


1 1 > t 2 >...> t n . 


(3.1.19 6 ) 


Formule (3.1.19) predstavljaju tzv. Dtjson-ov ( čitati: Dajsonov) red, koji je značajan za ne- 
konzervativne kvantne sisteme kod kojih hamiltonijani u različitim trenucima ne moraju da 
komutiraju. Ovakvi problemi se često pojavljuju u kvantnoj elektrodinamici. 

Dyson-ov red niože da se napiše i na drugi način ako uvedemo tzv. vremenski-uređeni proizvod 
operatora: 

Т[Н(Е)Н(К) . ..H(t n )] ^ H(t Pl )H(t P2 ) . ..H(t Pn ), (3.1.20 a) 


gde je permutacija 


def 

p = 


1 2 ... n 

Pl P2 ■ • ■ Pn 


(рг,Р 2 , ■ ■ ■ ,Pn je permutacija brojeva 1,2,. . . ,n) definisana tako da važi 


(3.1.206) 


t Pl >t P2 > ■■■> t Pn (3.1.20c) 

((3.1.20a) se engieski naziva time-ordered product (čitati: tajrrr orderd prodakt), otud T). 

Ako se koristimo sa (3.1.20a), onda poredak operatora pod integralima u (3.1.19a) nije važan: 
možemo dozvoliti sve permutacije vremenskih trenutaka integranda i da svaki integral ide od t o 

do t, ali moramo to kompenzovati brojem permutacija nl u imenitelju 3 ' 1 ' 10 . Tako da (3.1.19a) 
možemo da prepišemo u vidu: 


U(t-t 0 ,t 0 ) = i + f2^TT- / •• j t T[H(t 1 )H(t 2 )...H(t n )]dt 1 ...dt n . (3.1.21) 

fl — I n% Jto Jto 


3 -- L10 Zanemamjerno sknp svih permutacija trenutaka sa ponavljanjem. Može se pokazati da to ne rnenja vrednost 
integrala (da je rnere nula). 
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Ako Dyson-ov red konvergira i važi komutativnost 

[Š(t r ),H(t}} = 0, W, t>t 0 , (3.1.22) 

onda poredak operatora u (3.1. 19o) ili (3.1.21) nije važan i tako dolazinio do sleđećeg vida za U: 

00 ( — 1Л п pt 

U(t-t Q ,t Q ) = / + ЕМ^(/ (3.1.23) 

TŠi nl Jto 

Desna strana od (3.1.23) je eksponencijalni red, tj. 

U(t - t 0 , t 0 ) = exp[(— “ H(t!) d t!\. (3.1.24) 

Da kratko rezimiramo, (3.1.24) važi u komutativnom konvergentnom slučaju ne nužno kon- 
zervativnog polja. 

3.1.8 Konzervativni sistemi 

Precizno karakterisanje konzervativnih kvantnih sisterna, koji čine najvažniju dinamičku klasu 
sistema — započeli srrio u paragrafu § 3.1.6, a đovrsićemo ga u ovoni paragrafu sledećim važnirri 
teoremorn: 

Teorem ЗЛЛ Kvanini sistern je konzervativan ako i samo ako hamilionijan sistema ne zavisi 
od vremena. Ako je io slučaj, onda je evolucioni operator sledeća eksponencijalna funkcija od 
hamiltonijana: 

(3.1.25) 

Dokaz : U paragrafu §3.1.6 dokazali srno da je za konzervativnost sisterna potrebno da hamiltonijan ne zavisi 

od vrernena. Preostaje sarno da pođerno od pretpostavke da H ne zavisi od vremena i da dokažerno da onda 
(3.1.25) definiše evolucioni operator. Pošto ovaj evolucioni operator očigledno ne zavisi od početnog trenutka, 
prema kriterijumu koji srno dokazali u §3.1.6, onda smo sigurni da se radi o konzervativnom sistemu. 

Prerna stavu iz § 3.1.4, kakav god da je hermitski operator H, (3.1.25) definiše jedan unitarni operator U(t—to). Da 

je to evolucioni operator vidimo iz toga što diferenciranje (3.1.25) po krajnjem trenutku t daje jjj = j-IUL što 

znači da U(t — io) zadovoljava diferencijalnu jednačinu (3.1.14), koja karakteriše evolucioni operator. Q. E. D. 

3.1.9 Lie-eva grupa vremenskih translacija 

Na kraju ovog odeljka ukazaćemo u nekoliko reči na matematičku prirodu formule (3.1.25). 
Obeležimo sa h đužinu intervala evolucije konzervativnog sistema i prepišimo (3.1.25) u vidu 

fj(b) = e -T‘ bil . (3.1.26) 

Skup {b\ — oo < b < +oo} je aditivna (Abel-ova) grupa trremenskih translacija, a (3.1.26) zadaje 
jedan neprekidan homomorfizam ove grupe u grupu svih unitarnih operatora u prostoru stanja 
H. 

Obično se oblast likova homomorfizma kao što je (3.1.26), tj. {U(b)\ — oo < b < +oo}, 
naziva jednoparametarskom Lie-ovom grupoin, a „parametar” b služi za identifikaciju pojedinih 
elemenata grupe. Za hamiltonijan H se kaže da je herrnitski generator jednoparametarske grupe. 


u(t - 1 0 ) = е-тТ -mi 
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3.2 Diferencijalni vid zakona kretanja 

U ovoin odeljku usnierićemo našu pažnju na tendenciju promene koju stanje kvantnog sistema 

ima u tekućem trenutku t > t 0 . Kao što je to slučaj i u drugim granarna fizike, to se precizno 
i kvantitativno izražava diferencijalnim vidom zakona kretanja. Tu se određuje izvod stanja po 
vremenu. 

Nakon što ćerrm izvesti tzv. Schrodinger-ovu jednačinu, rešavaćemo je prvo za stacionarne 
slučajeve (karakterisane oštrom vrednošću energije), a zatim ćerrm doći do opšteg rešenja na 

dva načina: i) pomoću tzv. potpune klasifikacije stanja i ii) pomoću svojstvenih projektora 
hamiltonijana. Završićemo odeljak diskusijom slobodne čestice. 


3.2.1 Schrodinger-ova jednačina 

Sada ćerno pristupiti izvođenju diferencijalnog vida dinarničkog zakona. Najpogodnije je poći od 
jednakosti (3.1.14) iz prethođnog odeljka: 

^dćg^-Vto) = ЈЈфјЈЏ _ Vt > t 0 . (3.2.1) 

Vidi se po notaciji da se radi o opštern slučaju kvantnog sistema. 

Da bismo uveli u igru vektor stanja, prepišimo i „zakon kretanja u integralnom vidu” (3.1.4): 

| ijj(t) ) = u(t - t 0 , t 0 ) I ip(t 0 ) ), Vt > t 0 . (3.2.2) 


Primenimo operatorsku jednakost (3.2.1) na početno stanje | 4>(t 0 ) ) imajući u vidu da se operator 
u prirneni na vektor diferencira analogno kao proizvod dveju funkcija: 


dt 


(A(t)\ v (t))) 


d A(t) 

d i 


>(t) ) + A(t) 


d 1 v(t ) ) 

d t 


Iz (3.2.2) onda odniah sledi 


гћ 


d \ m ) 

d t 


H(t)\ip(t)) 


vt > t 0 . 


(3.2.3) 


(3.2.4) 


Pošto je početno stanje | ip(t 0 ) ) proizvoljni (normirani) vektor u TL, lako se vidi da je 
(3.2.4) ne samo potreban nego i dovoljan uslov za (3.2.1). Jednakost (3.2.4) je zakon kretanja u 
diferencijalnom vidu ili tzv. Schrodinger-ova jednačina za opšti slučaj kvantnog sistema. 

Jednakost (3.2.4) je diferencijalna jednačina prvog reda po vremenu i u tome se ogleda kau- 
zalnost, tj. jednoznačna određenost | ф(Е) ) strukturom kvantnog sistema (izraženom kroz H(t)) 
i početnim uslovom | ip(t o) ). Naime, diferencijalna jednačina drugog reda, na primer, bi za pot- 
puno određivanje | ip(t)) zahtevala da se zada i početni uslov izvoda ; (itcl. za jednačine 
višeg reda) . 

Jednakost (3.2.4) je Schrodinger-ova jednačina u apstraktnom prostoru stanja 'H. U koordi- 
natnoj reprezentaciji za A r -čestični sistem imarrio ekvivalentnu forrnu 


f) d)lp( 1*1 ; • • • jV 

dt 


H(t)U( ri, . . . ,r N ;t) 


(3.2.5) 
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(hamiltonijan pišerno nepromenjeno, ali jasno je cla sada deluje u С 2 (т \, . . . , Гдг); totalni izvod 
po vremenu je u ovorn slučaju isto što i parcijalni izvod po vremenu, јег radijus vektori ne zavise 
od vremena). 

U praksi se više koristi Schr5dinger-ova j ednačina u vkiu (3.2.5) riego u vkiu (3.2.4). Pošto 

se vektor stanja u reprezentaciji radijus vektora obično naziva talasnom funkcijom, jednačina 
(3.2.5) se često naziva talasnom jednačinom. Ponekad se | ф(£) ) G % naziva talasnim vektorom, 
a termin „talasna jednačina” se prenosi i na apstraktnu formu (3.2.4). 


3.2.2 Stacionarna rešenja 

Ograničimo se sad na konzervativni kvantni sistem, tj. na slučaj kada hamiltonijan ne zavisi od 
vremena. Onda (3.2.4) glasi: 

г ^1Ш1 = Н\ф(^). (3.2.6) 

Pošto u (3.2.6) na varijablu t deluje samo operator možemo pretpostaviti da se zavisnost 

od vremena u | Ф(1) ) može odvojiti od vektora stanja i pisati 


Ф(1)) = f(t) I ФЏо)), Vt > t 0 


(3.2.7) 


gde je f(t) brojna funkcija ( f(t) ф 0 zbog normiranosti vektora). 

Pri ovoj tzv. separaciji vremenske varijable, nakon zamene (3.2.7) u (3.2.6) jednakost 
prelazi u 

1 


гћ 


f(t) dt 


ф) = Н\ф) 


(3.2.6) 

(3.2.8) 


((3.2.7) je pretpostavka u srnislu nagađanja; rni ćerno je na kraju rnorati opravdati) . 

Pošto DS od (3.2.8) ne zavisi ocl t, izraz u srednjoj zagradi na LS-i od (3.2.8) mora biti 
konstanta, tj. broj nezavisan od t. Obeležićemo taj broj sa E, jer mora imati dimenzije energije 

(kao H na DS-i). 

Tako smo dobili svojstvenu jednakost hamiltonijana: 


(3.2.9) 

koja se u kontekstu zakona kretanja naziva vrernenski nezavisnom Schrodinger-ovom jednačinom, 
za razliku od (3.2.6) koja se naziva vremenski zavisnom Schrodinger-ovom jednačinon. 

S druge strane imamo 


Н\ф) = Е\ ф ) 


гћ НАА = Ef(t), (3.2.10) 

1.1 V 

čije je opšte rešenje f(t) = ce~~i Et (c je konstanta). 

Dakle, dobili srno rešenje u vidu 

I фф) ) = e -*(*-*o)E | E), Vt > t 0 , (3.2.11) 

s tirn da je E svojstvena vrednost ocl H, a | ф) =| E) odgovarajući svojstveni vektor. (Stavili 

srno c = е~~тЈ° Е .) Očigledno, još imamo potreban uslov cla važi | ф(ф 0 ) ) =| E), tj. da je | ф(1 0 ) ) 

svojstveni vektor od H. 
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Do sada srno rezonovali od pretpostavki do potrebnih uslova. Sad rnožemo to da obrnemo i 
da pođemo od početnog uslova | d(to) ) =| E), H | E) = E \ E), kao dovoljnog uslova. Nairne, 
iz (3.1.25) je očigledrro da dobijamo (3.2.11) kao rešenje zakorra kretarrja, a gorrrje pretpostavke 

su zadovoljene. 

Stanje koje je svojstveni vektor konzervativnog hamiltonijana naziva se stacionarnim stanjem. 
Dakle, za stacionarna početna stanja, i samo za njih, rešenja su data sa (3.2.11). To su tzv. 

stacionarna rešenja zakona kretanja (konzervativnog sisterna). 


3.2.3 Opšte rešenje pomoću potpune klasifikacije stanja 

Pretpostavimo da hamiltonijan konzervativnog kvantnog sistema ima čisto diskretan spektar 
{Е п \Уп}. Pretpostavimo osim toga, da smo H dopunili do kompletnog skupa kompatibilnih 
opservabli i da smo rešili zajednički svojstveni problem tog skupa operatora i dobili zajednički 
svojstveni bazis {| n, A n ) | Vn; X n = 1 , 2 ,..., d n }, gde je d n multiplicitet energetskog nivoa 

E n (d n < N 0 ) a Л п prebrojava vektore bazisa koji kao svojstveni vektori od H odgovaraju istorrr 
energetskorn nivou E n . 

Svojstveni bazis od II se u korrtekstu zakoria kretanja naziva potpunom klasifikacijom stanja. 
Termin ukazuje na dodatne kvantne brojeve od dodatnih opservabli u potpunom skupu, koje 
služe za klasifikovanje bazisnih \ T ektora. 

Videli srno u Dirae-ovom prilazu zakonu kretanja da se superpozicija stanja održava pri 
evoluciji sisterna. Stoga se narneće rnisao da nađerno opšte rešenje Schrodinger-ove jednačine tako 
što ćerrro početrro stanje | ip(t 0 )) (koje je sad proizvoljno) razložiti po pomenutom bazisu, rešavati 
za svaku komponentu staeiorrarni problern i na kraju opet složiti rešerrja sa istirn koeficijentima. 
To se zaista rrrože učiniti. 


Teorem 3.2.1 Neka je dat hamiltonijan II konzervativnog kvantnog sistema sa čisto diskret - 
nim spektrom {E n \\/n} i neka je dato početno stanje sistema | ), koje je proizvoljan 

norrnirani vektor u %. Pretpostavimo da raspolažemo jednom potpunorn klasifikacijom stanja 
{| n, X n )|Vn; X n = 1, . . . , d n }. Razložimo | fi(to) ) po torn bazisu: 

d n 

I V( ž 'o) ) = У] У1 c ri)An | n, X n ). (3.2.12) 

n Л„ = 1 

Onda opšte rešertje Schrddinger-ove jednačine glasi 


m ) 


d n 

п X n = l 


,,x„ e to)En | П, A„ >, t > to 


(3.2.13) 


Dokaz: Očigledno se (3.2.13) za i = io svodi na (3.2.12), dakle LS od (3.2.13) je ispravno usklađena sa početnim 
uslovom. Ako supstituišemo DS-u od (3.2.13) u vremenski zavisnu Schrodinger-ovu jednačinu, dobičemo 


гћ Т, E СплЛ-тЕпе-^-* 0 ^ | n, A„ ) = £ c n , Xn e-kd-to)B nEn | П)Лп)) 


п Л те = 1 


n Л те = 1 


što je identitet. Q. E. D. 
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Ako hamiltonijan sadrži i kontinuirani spektar, onda se i potpuna klasifikacija stanja i opšte 
rešenje (3.2.13) uopštavaju na uobičajen način uopštenim svojstvenim vektorima, a zbir se do- 
punjuje integralom. 

Dakle, opšte rešenje je lako napisati na osriovu zadatog početnog uslova ako srno prethodno 
rešili vrernenski nezavisnu Schrodinger-ovu jednačinu, tj. našli potpunu klasifikaciju stanja. 

3.2.4 Formalno opšte rešenje 

Mada se Schrodinger-ova jednacina standardno rešava upravo na način koji sirio izložili u pret- 
hodna dva paragrafa, ponekad je koristan i prilaz koji počiva rra manje pretpostavki, tj. koji se 

ne oslanja na potpunu klasifikaciju stanja. I oval prilaz se zasniva na održanju superpozicije. 

Teorem 3.2.2 Neka je H hamiltonijan konzervativnog kvantnog sistema i neka ima čisto dis- 
kretan spektar i spektralnu forrnu 

H = E n P n , n Ф n' =k E n Ф E n i. (3.2.14) 

П 

Neka je | ф{К) ) proizvoljno početno stanje. Opšte rešenje Schrodinger-ove jednačine glasi: 

I PP ) ) =Y, erfl{t ^ )Enpn I ^o) ), t > to. (3.2.15) 

П 

Dokaz: Za t = t o, (3.2.15) se svodi na | tp(t o)) =| ip(to)) usled razlaganja jedinice Y2 n = I (koje uvek prati spek- 
tralnu formu hermitskog operatora). Ako DS od (3.2.15) i DS od (3.2.14) uvrstimo u Schrodinger-ovu jednačinu, 
onda se ona svodi na identitet 1 ћТЈф-ф)Е п еГтЛ*~ 1 о) Е г,. p n \фЏ 0 )) = (£„ E nPn){Y, n < е~^*-*о) Е п' p n , |'d(t 0 )} = 
фј\ п Е п е~Н-*~*°) Еп P n | Ф(Јо ) } (koristili srno se ortogonalnošću i idernpotentnošću svojstvenih projektora :P n P n > = 
tinn'Pn)- Q- E. D. 

Pošto se svojstveni projektori P n obično tretiraju sarno egzistencijalno, tj. samo se pišu pošto 
inoraju da postoje, a ne zadaju se, ovaj prilaz opštern rešenju se označava rečju „formalan” . lako 
elegantniji od prilaza iz prethodnog paragrafa, on je u praksi manje koristmr. 

Da bisrno uspostavili vezu sa potpunom klasifikacijom stanja iz paragrafa § 3.2.3 napomenimo 
da važi 

đn 

Pn = | П, \ п )(п,\ п i, Vn. (3.2.16) 

An = l 

3.2.5 Slobodna čestica 

U klasičnoj mehanici česticu u spoljašnjem polju opisujemo hamiltonijanom H = ^ + V(r) (pod 
pretpostavkom da polje zavisi samo od položaja čestice, a ne i od brzine, recimo). Pređimo, po 

principu korespondencij e , na kvantno opisivanje i to u koordinatnoj reprezentaciji. 

Znamo da je p = —гћ^, a r = r (multiplikativni operator). Stoga Schrodinger-ova jednačina 
glasi 

,дф(т, t) ћ 2 . . , . тг , , . ч 

л gt = f) + 1 < Г )Г’< Г . *)• 


( 3 . 2 , 17 ) 
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Ovde je tzv. laplasijan A = f = fA+F^+F'P'’ a V(r), kao funkcija od r, je multiplikativni 
operator. 

Imamo slučaj konzervativnog sistema, јег potencijal (a prerna torne rii hamiltonijan) ne zavisi 
od vremena. Ali sistem nije izolovan, jer F(r) je spoljašnje polje. „Spoljašnjost” polja ispo- 

ljava se kroz spolja fiksirani izvor polja u koji smo stavili koordinatni početak. U arbitrarnom 
koordinatnom sistemu polje bi glasilo U(r — r 0 ), gde bi r 0 bio radijus vektor izvora poja. 

Za slobođnu česticu Schrodinger-ova jednačina ima vid 


,<9А(г. t) Ii 2 . 

dt 2 m ' J 


(3.2.18) 


Jedna potpuna klasifikacija stanja za slobodnu česticu daje stacionarna rešenja Schrodinger-ove 

jednačine: 

E = U (3.2.19a, б) 


(2ттћ) 


Ravni talasi <^ p (r, t) iz (3.2.19), koji čine bazis u U(C 2 (r)), često se pišu u vidu 

<p k (r,t) = (2пћ) §е г(к ' г wit to)) , 


(3.2.19( 


gde je k == | talasni vektor, a u = f (| uglovna frekvencija čestice 3 21 . 

U £ 2 (r) vektorska opservabla p je kompletan skup kompatibilnih opservabli i njegove za- 
jedničke svojstvene vektore — a to je bazis (3.2.19a) — prebrojavaju vektorske svojstvene vred- 
nosti p od p. 


Zadatak 3.2.1 Prodiskutovati 11 kolikoj rneri se potpuna klasifikacija stanja (3.2.19a) uklapa 11 definiciju tog 
pojma koja je data u paragrafu §3.2.3. 


U § 6.6.5 daćemo drugu potpunu klasifikaeiju stanja za slobodnu česticu, u kojoj je Н ђ do- 
punjen do potpunog skupa kompatibilnih opservabli uz pornoć opservable orbitnog uglovrmg 
momenta, a ravni talasi se zamenjuju tzv. sfernim talasima. 

Zadatak 3.2.2 Kao što je poznato, u hidrodinamici za nestišljivu tečnost i u elektrodinamici za električnost 
definišu se p(r, t) — gustina raspođele — i j(r, t) — vektor gustine struje — i za njih važi tzv. jednačina kontinuiteta 

+Vj(M) =0 (3.2.20) 

ot 

(V je vektorski operator sa komponentama (|U, fr)). 

Za česticu, gustina raspodele verovatnoće 3,2,2 je p(r,t) d = |U(r,t)r, gde je ф(г ђ 1) rešenje Schrodinger-ove jed- 
nacine. Pokazati da se za slobodnu česticu može definisati i vektor gustine struje j(r, t) tako da je (3.2.20) 
zadovoljeno. Da li se ovaj j(r, t) uklapa u pojmovnu strukturu kvantne mehanike (kako smo je do sada upoznali)? 


3,2Л и stvari „ravnim talasima” se ohično nazivaju vektori tp p (r,to) = (27гћ)~%ек ^ p ' r ), Vp. U njihovu definiciju 
ugrađena je najprostija fazna konvencija usklađena sa (2.9.26). Ali rnožerrio „ravnirn talasima” nazivati i vektore 
<p p (r,t), t > tch Vp, iz (3.2.19a), jer se tu racli sarno o prorneni faznog faktora (na to se svodi vremenska 
translacija stacionarnog stanja zbog konvencije (3.1.176)). 

3 * 2 * 2 Istorijski se Postulat o verovatnoći prvi put pojavio haš u ovorn ohliku i dao ga je Мах Born. I danas se 

interpretacija \ф\ 2 kao gustine raspodele verovatnoće nalaženja čestice često naziva Born-ovim postulatom. 
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3.3 Heisenberg-ova slika 

Videli smo u teoriji reprezentovanj a da se kvantno mehaničko opisivanje može slobodno seliti iz 
jednog prostora stanja u drugi, izomorfan, već prema potrebi i pogodnosti. U ovom odeljku ćemo 
naiei na sličnu „pokretljivost” kvantne mehanike u kontekstu dinamičkog zakona. Uverićemo se 
da sadržaj odeljaka §3.1 i § 3.2, što ćemo sad nazivati Schrodinger-ovom slikom, ima korisnu 
alternativnu mogućnost u tzv. Heisenberg-ovoj slici, kojoj je posvećen ovaj odeljak. 

3.3.1 Slike uopšte i Schrodinger-ova slika 

U teoriji reprezentovanja naučili srrio veoma značajnu činjenicu da se kvantno mehaničko opi- 
sivanje fizičkih sistema ne rnenja prelaskorn na izomorfan prostor stanja. Naravno, to važi i za 
izomorfizme prostora stanja koji ga preslikavaju na njega samog (tzv. automorfizme), što su, 
pošto se radi o Hilbert-ovom prostoru, unitarni operatori. 

Pri vrernenskoj evoluciji kvantnog sistema rnožemo u svakom trenutku t da primenimo neki 
unitarni operator S(t) istovremeno na vektore stanja i na opservable (kao A — > S(t)AS(t ) ^ 1 ) i 
tako da pređemo na izomorfno opisivanje. Ono, kao što smo rekli, daje iste fizičke predikcije. 

Zadatak 3.3.1 Objasniti na osnovu do sađa naučenih Postulata kvantne rnehanike zašto je kvantno rnehaničko 
opisivanje fizičkih sistema invarijantno pri prelasku na izomorfan prostor ili pri prelasku automorfizmom na isti 
prostor. 


Definisanje Š(t) za Vf > t Q naziva se slikom. Najprostije je staviti Š(t) = /, Vf > t Q . Tako se 
dobija tzv. Schrodinger- ova slika zakona kretanja, a to je zapravo teorija koju srno proučavali u 
prethodna dva odeljka. 

Ako se definiše Š(t) = U~~ l (t — to,t Q ) = 1Л ,Ш > t 0 , dobija se tzv. Heisenberg-ova slika. 

3.3.2 Prelazak na Heisenberg-ovu sliku 

Sve vektore i operatore u Schrodinger-ovoj slici označićemo indeksom S, a u Heisenberg-ovoj slici 
isti entiteti imaće indeks H. 

Pošto smo, pišući kratko U(t) umesto U(t — t 0 ,t 0 ), imali | Us(f')) = U(t) | Us(t o))> sad imamo 

I Uff(f') ) = U _1 (t) I ib s (t) ) =| ips(t 0 ) ). Dakle, usled U(t 0 ) = /, 

, V/ > t 0 , (3.3.1) 

tj. u Heisenberg-ovoj sliei vektor sianja se ne menja u toku vremena. Drugim rečima, vektor 
stanja фн pridružujemo celokupnoj vremenskoj evoluciji kvantnog ansambla. 

U Schrodinger-ovoj slici su opservable, po pravilu, nezavisne od vremena, ali poneke mogu 
i da zavise od vremena (kao na primer hamiltonijan nekonzervativnog sistema). Ako izvršimo 
prelazak 

A H (t) = fr(t)A s (t)U(t), (3.3.2) 

vidinio da se u Heisenberg-ovoj slici opservable po pravilu menjaju u toku vrernena. U stvari u 
ovoj slici opservable nose teret promene u vremenu umesto da to čine starija. 


ФнА) ) =| Фн(ф o) ) =| Фз(фо) ) 
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U slučaju konzervativnog kvantnog sistema, evolucioni operator je funkcija hamiltonijana 
U(t.) = е~^ { КМНз ; komutira sa njim ili ekvivalentno WH S U = H s . Stoga 


Н н = H s , 


(3.3.3) 


što znači da ni II H ne zavisi od vremena. 

3.3.3 Zakon kretanja 

Iz jednakosti (3.3.2) sledi Ан(К) = A s (t 0 ) (usled U(t 0 ) = I). Stoga, ako se ograničimo na 

opservable koje u Schrodinger-ovoj slici ne zavise od vremena: A s (t) = A s (t 0 ), jednakost (3.3.2) 

može da se prepiše u vidu 

(3.3.4) 

To je integralni vid dina/rničkog zakona u Heisenberg-ovoj slici. 


A H (t) — U ] (t)A H (t 0 )U(t) 


Teorem 3.3.1 Diferencijalni vid zakona kretanja u Heisenherg-ovoj slici glasi 






gde je 


дА „(С 


dt 


dt 


i (3.3.5a) važi za svaku opservahlu А н . 


(3.3.5a) 


(3.3.56) 


Napomena 3*3 Л Obratiti pažnju da parcijalni izvod po vremenu -АпШ. n ij e i zvo d operatora A H (t). 

već transformacija sličnosti izvoda -AsAl operatoroin slike. 

Dokaz: Pođimo od diferencirane jednakosti (3.3.2): = ^^A s (t)U(t)+U^ 

Pišerno urnesto lL4 ^^ da bisrrm dopustili mogučriost da As(f) bude funkcija i drugih parametara (ili op- 

servabli) pored. t. 

Podsetimo se dlferendjaine jednačine (3.2.14) za evolucioni operator: ifiAAAi — H s (t)U(t). Adjungovanjem 
ove jednačine dobijamo = U^(t)Hs(t). Na osnovu poslednje dve jednakosti i definidje (3.3.56) 

možemo jednakost iz prethodnog pasusa prepisati u vidu: гћ^АлШ — — U^(t)Hs(t)As(t)U(t) + гћ^АлШ 
W (t)As(t)Hs(t)U(t). Ubacujući I = U(t)U^(t) između Hs i As itd. i koristeći se ponovo sa (3.3.2), na kraju 
imamo = -H H (t)A H (t) + гћ^АлШ + A H (t)H H (t). Q. E. D. 


3.3.4 Verovatnoća prelaza iz jednog stanja u drugo 

Vratimo se za. trenutak na Schrodinger-ovu sliku i podsetimo se na pojani prelaza (merenjem) iz 
stanja ф u stanje (§2.4.7): neka je A S i, A S2 , . . -A SK potpuni skup kompatibilnih opservabli, 

a\, o 2 , .... а н skup odgovarajućih svojstvenih vrednosti,a | (p s ) = f | a\, o 2 , . . . ,ак) zajednički 
svojstveni vektor. Neka je sistem u trenutku t u stanju | A s (t) ) = U(t) | ^ s (t 0 ) ), a mi na njemu 
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vršimo istovremeno merenje opservabli А$\, A$ 2 , ■ ■ ■ А$к Verovatnoća da sistern pređe u stanje 
| ips ), tj da merenje da rezultate a\, « 2 , . . . , ак, glasi v(rfs -> As.t) = |{ As \ Lsif)) Г (2.4.8). 

Pitamo se kako se prelaz ps opisuje u Heisenberg-ovoj slici. U ovoj slici stanje 

kvantnog sistema izražava se vektorom | фн ) =| ps(to) ) i u trenutku t, ali zato je vek- 
tor | i р н ), koji odgovara određenom rezultatu merenja, zavisan od vremena. Naime, imamo 
Affi = W(t)As\U(t), . . . , Адк = U^(t)AsKU(t), a to, kao što je poznato iz teorije operatora u 
Hilbert-ovim prostorima, uopšte ne rnenja svojstvene vrednosti a\, ... , ак, ali uienja zajedničke 
svojstvene vektore (sve ovo je očigledrro n spektralnoj formi operatora). Zajednieko svojstveno 
stanje je sad | рн) = U4t) | tps), ili na jeziku braova 3 * 3 ' 1 : (срн |= (<Ps | U(t). Stoga 

у('ф н — t рнл) = |{ pn(t) | 'Фн)\ 2 = |{ps | U(t) | As(t o) )f = у('Фз — t Ps,t)- (3.3.6) 

Kao što vidimo, verovatnoća prelaza ima, na kraju, isti vid kao u Schrodinger-ovoj slici. To smo, 

naravno i očekivali. 


3.3.5 Upoređivanje slika 

U gotovo svirri prirnenama kvantne rrreharrike Schrodirrger-ova slika irrra izrazitu prednost rrad 
Heisenberg-ovom slikorn, iz prostog razloga što je lakše izračurrati efekt vremerrske evolucije rra 
vektor rrego na operator. Nairrre, operator je kornpleksrriji objekat, na primer u reprezentaciji 
operator je kvadratrra matrica, a vektor je brojrra kolorra. Zato se vremenska evolucija obično 
detaljno izlaže u Schr5dinger-ovoj slici, kao što smo i mi uradili. 

S đruge strane, Heisenberg-ova slika ima često prednost nad Schrodinger-ovom slikorn kada 
se radi o nekorrr teorijskorrr pitanju. Najvažniji prirrreri su sledeći: 

a) poređenje kvantrre mehanike sa klasičrrorrr rrreharrikorrr; 

b) izučavanje konstanti kretanja i dobrih kvantnih brojeva u kvantnoj mehanici; 


c) kvantizacija elektrornagnetnog polja. 

Mi ćerrro konstarrte kretanja i dobre kvarrtrre brojeve ipak izložiti u Schrodinger-ovoj slici (radi 

boljeg uklaparrja u kontekst) u § 8.3.7, ali u zadacima ćenro ukazati rra predrrosti Heiserrberg-ove 
slike. Poređenju kvantne mehanike sa klasičnom posvetićemo sledeći paragraf. 

3.3.6 Poređenje sa klasičnom mehanikom 

Neka je naš kvantni sistem jedna čestica, a njen prostor stanja % 0 . Primenimo zakon kretanja u 

diferencijalnom vidu (3.3.5a) па osnovni skup opservabli r,p: 

= ^ ^ (3.3.7a) 

3,3,1 Podsetimo se da ket-bra dualizam D a (antilinearan je) deluje, kao i svako biunivoko preslikavanje, na sledeći 

način: (<рн |*= D a | <Рн) = ( D a U ( t ) D ~ L ) ( D a | ps)) = (ps | U(t), jer, po konverrciji, u prostom hraova operatori 
deluju zdesna na levo, a ekvivalentni operator po dualizmu (tj. D a . . . D a l ) je adjungovani operator (u prostoru 
ketova) koji deluje nalevo, tj. na braove. 
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гћ^- = [ p, H H (t) ] (3.3.7 b) 

(i (3.3.7a) i (3.3.76) su po tri jednakosti, jer r = f (х, у, z) itd.), gde smo narip izostavili indeks 
H. 

Iz (2.6.7) znanio da je % 0 = 'H x ®'H y ®'H z što je kvantno mehaničko uvođenje х, у, г -stepena 

slobođe čestice, a u H x videli srrro da važe jednakosti (2.5.11): 


х, A 


гћ 


дА 


Px,A 


-гћ 


дА 

дх ’ 


(3.3.8a, h) 


za proizvoljnu analitičku operatorsku funkciju A(x,p x ) u % x . Iz dokaza ovih rezultata možemo 
se lako uveriti da relacije (3.3.8) važe i u % 0 za svaku analitičku funkciju Л(г , p) ako х iz % x 

postaje х ® I y ® I z u % 0 itd. Potpuno analogne jednakosti važe u % y i % z i analogno se otud 
mogii preneti u % 0 - Dakle, u % 0 imarno jednakosti: 


: i(r,p) 


гћ 


ai(r,p) 


др 


(3.3.9a) 


P,A(r,p) 


-гћ 


дА(т, p) 
дг 


(3.3.96) 


i 


Pod pretpostavkom da je u trenutku t, hamiltonijan Hu(t) analitička funkcija od r i p, (3.3.7) 
(3.3.9) odmah daju: 


dfff 

dt 


dHu(t) 


(3.3.10a) 


dpg _ dH H (t) 
d t дг н 

U (3.3.10) prepoznajemo analogone poznatih Hamilton-ovih jednačina kretanja klasične čestice. 

Striktna analogija između klasične mehanike i kvantne mehanike u Heisenberg-ovoj slici rnože 
se još upotpuniti ako se podsetimo da u klasičnoj fizici proizvoljna varijabla A zadovoljava sleđeći 
zakon kretanja 


3.3.106 


dA 
d t 


A, H ] PZ 


дА 

Ж’ 


(3.3.11) 


gde je H klasična hamiltonova funkcija sistema. 

Upoređenje (3.3.11) i (3.3.5a) dovodi do zaključka da se (3.3.5a) može dobiti iz (3.3.11) zame- 
nom klasičnih varijabli kvantno mehaničkim opservablama i pisanjem koinutatora pomnoženog sa 
— | na inesto Poisson-ove zagrade, baš kao što smo i do sada postupali po Postulatu o kvantizaciji. 

3.3.7 Alternativna mogućnost za Dirac-ov postulat o za- 
konu kretanja 

Značaj zaključka kojirn smo završili prethodni paragraf je u torne što rni nisrno (3.3.5a) đobili 

kvantizacijom jednakosti (3.3.11), već suio (3.3.5a) izveli sledeći Dirac-ovu intuiciju izraženu 
ргеко našeg Postulata o zakomi kretanja. Naineću se dva zaključka: 
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1. U odeljku § 3.1 prepoznali srno H{t) kao harniltonijan, ali to se đešavalo pornalo intuitivno 
i nedovoljno konkluzivno (videti 3.1.4). Tek sada možemo smatrati đokazanim da je naš 
zaključak bio ispravan. 

2. Moglo bi se reći da je Dirac-ov Postulat o zakonu kretanja u §3.1 nepotreban, dovoljno 
je sarno proširiti postupak kvantizacije na vremensku evoluciju. Onda bisino prvo dobili 
Heisenberg-ovu sliku, pa bismo sa nje prešli na Schrodinger-ovu sliku. Covek sa prvenstveno 
logičko-aksiomatsko-matematičkim inklinacijama bi bez sumnje izabrao ovaj metodološki 
elegantniji pristup zakonu kretanja u kvantnoj mehanici. Ali u fizici ipak na prvo rnesto 
treba staviti intuitivrm poimanje fizičkog sadržaja, a u torn pogledu Dirac-ov put je rnrrogo 
superiorniji, kao što se, nadamo se, čitalac mogao uveriti 3-3 ’ 2 


3.3.8 Zakon kretanja za srednje vrednosti 

Uzimajući očekivanu vrednost (ф н I • • • I Фн) (i obeležavajući je kratko sa {...)) od operatorske 
jednakosti (3.3.5a) dolazimo do tzv. zakona kretanja za srednje vrednosti : 


đ{ A H (t) ) ____ г 


d t 




(3.3.12) 


Upoređivarrje ovog zakorra sa (3.3.11) je rrmžda još više irnpresivno u srnislu iznenađujuće analo- 
gije, rrego upoređivarrje (3.3.5a) sa (3.3.11), jer u (3.3.12) se radi o brojevima. 


Zadatak 3.3.2 a) Staviti A H (t) = r нЏ) i A H {t) - 
ove jednakosti : 

d( тц ) ___ , дНц 
d t др н 


p H {t) u (3.3.12) i pomoću (3.3.9) izvesti tzv. Ehrenfest- 
, d( p н ) 


dt 


, дН н 


дт 


н 


(3.3.13a, 6) 


b) Pokazati da se u slučaju Hii(t) = + V(ru (t) ) (3.3.136) svodi na: П..ЕЕ....А. — ( grad. Vh )* 

Zadatak 3.3,3 Prerepisati (3.3.12) u Schrodinger-ovoj slici imajući u vidu da su svi brojevi (kao srednje vred- 
nosti) koji proističu iz kvantno mehaničkog opisivanja sistema invarijante svakog izomorfhog preslikavanja. 


3.4 Interakciona slika i interna konverzija 

Kvantna mehanika ima jednii ozbiljnu slabost u praksi: svojstveni problem hamiltonijana većine 
realnih kvantnih sistema ne inože tačno da se reši. U ovom odeljku ćemo naučiti kako kvantna 
mehanika ovu slabost pretvara u prednost, u jedno specijalno viđenje kvantnog mehanizma nekih 
fizičkih pojava. 

Upoznaćemo se prelirninarno sa pojmovima neperturbovanog hamiltonijana, perturbacije i 
perturbovanog hamiltonijana i, na osnovu toga, izučićemo jednu novu sliku, tzv. interakcionu 

3,3,2 Citaocu je verovatno jasno da trnoviti put koji srrio prešli u Dirac-ovom prilazu (rriz pojačanja opštih pret- 
postavki iz Postulata VI, nagađanja itd.) postoji i u pomenutoj drugoj rnogućnosti prilaza. Sarno što bi tu sve 
bilo irnplicitno, sakriveno u klasičnim relacijama. 

Dirac-ov pristup ima poseban značaj za kvantne sisteme bez potpunog (ili bez ikakvog) klasičnog analogona. 
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sliku. Ona je prilagođena primeni na kvantne sisteme čiji se hamiltonijan prirodrro piše kao 
perturbovani hamiltorrijarr. 

Kratko ćemo prodiskutovati kvalitativrru primerru formule verovatnoće prelaza u irrterakcio- 
noj slici na nekoliko osrrovrrih kvantnih fenomena. Završićemo odeljak diskusijorrr začuđujućeg 

fenomena da su sva pobuđena stanja svih kvantnih sistema nestabilna. 

3.4.1 Perturbacija 

Za rrrnoge kvantne sisteme harniltonijan H{t) je toliko složeri da rrjegov svojstverri problern rre 
možemo neposredno da reširno. Ali često možeirio da ga napišemo kao zbir dva člana 

H(t) = H 0 (t) + (3.4.1) 

tako da a) svojstveni problem od H 0 (t) znamo da rešinio, b) H'(t ) je „rnali” operator, tj. u 

proizvoljnom bazisu {| n )|Vn} svi matrični elementi ( n \ H'(t) \ n) su mali, drugini rečima, po 
modulu rnnogo rnanji od jedinice. 

H 0 (t) se naziva harniltonijanorn neperturbovanog sistema ili neperturhovanirn harniltonija- 
norn ; H'(t) se naziva perturbacijom, a o celoni H(t) se govori kao o harniltonijanu perturbovanog 
sistema ili o perturbovanom harniltonijanu. 

Hamiltonijan kvantnog sisterna izražava, kao što zrramo, fizičku strukturu sisterna. Kada se 
radi o perturbovanoiri harniltonijanu, onda neperturbovani deo izražava dominantni deo struk- 
ture, a perturbacija unosi malu korekciju. Zbog prisustva ove korekcije (ako je [ Но(у), H'(t) ] ф 
0) obično ne umemo da rešimo svojstveni problem od H(t). 

3.4.2 Interakciona slika 

Pretpostavimo da neperturbovani hamiltonijan H 0 (t) clefiniše evolueioni operator U 0 (t — t 0 , t 0 ), 
tj. da U 0 (t — t 0 ,t 0 ) zadovoljava 

гп— = H 0 (t)U 0 (t - t 0 ,t 0 ), U 0 (0, t 0 ) = I (3.4.2a, h) 

(uporediti (3.1.14)). 

U tzv. interakcionoj slici zakona kretanja imamo po definiciji 

Š(t) = U\t -t 0 ,t 0 ) = II ф 1 (3.4.3) 

(videti u §3.3.1 pojam operatora slike Š(t)). Drugim rečima, interakciona slika je Heisenberg-ova 
slika u odnosu na neperturbovani hamiltonijan. Termin „interakciona” dolazi otud što perturba- 

cija H'(t ) obično potiče od interakcije čestica. Ponekad se ova slika naziva i Diraoovorn. 

Pošto se kvantrri sistern o kojem je reč opisuje perturbovarrim hamiltorrij arrom , morarrro po- 
vesti račurra i o perturbaciji. 

Neka je U(t — t 0 ,t 0 ) tačni evolucioni operator sistema, tj. evolucioni operator koji definiše 

perturbovani hamiltonijan: 

гћ ^ ^ i/° = ^{t)U(t — toHo), U (0, to) = I. (3.4.4a, b) 
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Izvršimo faktorizaciju 

i T (t - t (h t 0 ) = f U 0 (t - t 0 , t Q )U'(t - t 0 , t 0 ) 

(definicija za U'), sa namerom da U' povežemo sa perturbacijom H'(t ). 


(3.4.5) 


/ч 

3.4.3 Perturbacioni evolucioni operator U' 

Teorem 3.4.1 Operatori U' i H' su uzajarnno povezani diferencijalnom jednačinom 


гћ 


đU' (t t(j ,tp ) 

d t 


H'j^U'^t-to^o), U'(0,to)=i, 


(3.4.6 o,6) 


gde je Hi(t) perturbacija u interakcionoj slici: 

H'j(t) ^ Ul(t ~~ t 0 , t 0 )H'(t)Uo(t ~~ t 0 , t 0 ). 

Dokaz: Pođimo od (3.4.4a) i zamenimo u njoj (3.4.5) i (3.4.1): гћ^ -U' +iHU 0 ^- 


(3.4.6c) 

(H 0 +H')U 0 U' . Zarnenimo na 

4 dtd ii ^ j t,. гт? 


LS-i гћ^- 1 iz (3.4.2a) i skratimo posle toga jednake članove na LS-i i DS-i. Tako dolazimo do ihU^-^ = H ! UqU 
Kada ovu jednakost pomnožimo sa LS-e sa Uq, dobijamo (3.4.6a) sa (3.4.6c). A (3.4.66) odrnah sledi iz (3.4.5), 
(3.4.26) i (3.4.46). Q. E. D. 

Napomena 3.4.1 Treba uočiti da su diferencijalne jednačine za evolucione operatore Uq i U f (3.4.2a) 
odnosno (3.4.6a) samo prividno raspregnute, tj. nezavisne jedna od druge. Nairne, dok (3.4.2a) stvarno 
ne zavisi od perturbacije, (3.4.6a) zavisi od neperturbovanog hamiltonijana Hq (preko Uq u (3.4.6c). 


Pošto je vektor stanja u Schrddinger-ovoj slici | tjjs(t) ) = U | Ps(^o) ) = UqU 

def A / f \ . / /г \ \ def 


a vektor stanja u interakcionoj slici je po definiciji | P/(t) ) = S(t) | Usif) 
očigiedno imaino 


т j 1 

u o 


Us(to ) ), 

I 'фв :(t) ), 


фгф) ) = U'(t ~~ t 0 , t 0 ) | ф т ( t 0 ) ) = U'(t ~~ t Q , t 0 ) | фзЏо) ) 


(3.4.7a) 

Iskoristili smo i 

I Фф! o) ) = | Us(to) ), (3.4. ( b) 

što odiriah sledi iz S(t 0 ) = Uj l (0, t 0 ) = I. 

Da rezimiramo, evolucija sistema se razlaže na neperturbovanu, koja deluje na opservable, 
a na tom ” fonu” je izdvojena evolucija stanja izražena perturbacionim evolucionim operatorom 
U'. 


3.4.4 Vremenska evolucija opservabli 

Vratimo se za trenutak na neperturbovani hamiltonijan H 0 i njegov evolucioni operator IJ 0 . 
Zapitajmo se u čemu je fizički srnisao operatora Н 0 i U 0 . 


Teorem 3.4.2 Pn oizvoljna opservabla A u interakcionoj slici pisaćerno je Aj 

vremenu po sledećem diferencijalnom zakonu kretanja: 


menja se u 


л Цм = 1А,( ( ),нР 0 )) + ,ћЦр: 


(3.4.8a) 
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gde je 

Hf(t ) d =! f Ul(t - t 0 ,t 0 )H 0 (t)Uo(t - t 0 ,t 0 ) (3.4,86) 

neperturbovani harniltonijan u interakcionoj slici, a 


dA[(t) 

dt 


def 


frt 

^ n 


дАс 

dt 




(3,4.8c) 


Dokaz: Pođirno, kao i u dokazu analognog teorerna T 3.3.1, od definicije Aj(t) UqAs'Uq i diferencirajmo je po 

■Ul HqAs Uq + 


vremenu: 


= M A sUo + fjUo + 0) + #- Koristeći se sa (3.4.2a) 


гћЦј- + lllAsHoUo, što daje (3.4.8a). 


imamo гћ — 


Q, E. D. 


Napomena 3.4.2 Ako neperturbovani hamiltonijan opisuje konzervativni sistem, onda se (3.4.86) 
svodi na 


H 


(o) 


H 




(3.4.9) 


jer je По 




Dakle, kao što sledi iz (3.4.8), H 0 (t) reguliše zakon kretanja opservabli. Operator evolucije 
П 0 daje odgovarajući integralni vid zakona kretanja za opservable koje u Schrodinger-ovoj slici 
ne zavise od vremena: 

(3.4.10) 

((3.4.10) u stvari transformiše opservable iz Schrodinger-ove u interakcionu sliku, a As(t) = 

As(to) = A[(to)). U torne je fizički srnisao entiteta Ho(t) i l J 0 (t — t 0 , t 0 ). 

U interakcionoj slici, kao što vidimo, menjaju se u vremenu i opservable (slično kao u 
Heisenberg-ovoj sliei) i vektori stanja (slično kao u Schrodinger-ovoj slici). U tom pogledu inter- 
akciona slika je između Heisenberg-ove i Schrodinger-ove slike i zato se naziva i iniermedijernom 
slikom. 


A[(i) = Ul(t - t 0 , t Q )A[(t o)U Q (t - t 0 ,t Q ) 


3.4.5 Verovatnoća prelaza 


Napišimo verovatnoću prelaza u interakcionoj slici: 


у(ф[ -+ РјЛ) = ( Ui(t) 

мт 2 , 

(3.4.11a) 

gde je 



\Mt)) = U'(t-t Q ,to) | 

Ф 1 Џ 0 ) ) 5 

(3.4.116) 

1 <pi(t) ) = ul(t - t Q ,t 0 ) 

1 <Pi(t o)), 

(3.4.11c) 

jer je ф vektor stanja, a u suštini rezultat merenja 3-4-1 , i 

tj. А<р = ш 

P =* Ф1АПо)Ф1ј>) = а(П1ф) 


=+ A[if[ = аџ)[ (uporediti (3.3.6) i (2.4.8)). 

Naravno, na jeziku braova (3.4.11c) ima vid 


{Т-гЏ) I"" ++o) I L Q (t — t Q ,t Q ). (3.4.11d) 

3 ‘ 4J Stanje ip se često naziva krajnjim stanjem (engleski: finai state, čitati: fajnl stejt), jer se posle (selektivnog) 
rnerenja kvantni sistern nađe u tom stanju; slično, ф se običrio naziva početnim stanjem (egleski: initial state, 
čitati: inišl stejt). 
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Zadatak 3.4.1 Pokazati da v(Vi — » <fi,t) = v(Ns ~~ ■> 

Učinimo sad sledeće pretpostavke: 

a) neperturbovani hamiltonijan ne zavisi od vremena; 

b) početno stanje | ФјЏо) ) je svojstveno stanje neperturbovanog hamiltonijana Н 0 , pisaćemo 
| n 0 ) d =| Uj(žo)) i 

c) u trenutku t > io vršimo merenje opservable Hq i pitamo se kakva je verovatnoća da 
dobijemo rezultat E n koji je rešenje svojstvenog problema 3-4-2 



H 0 \n) = E n \ 

n). 


(3.4.12) 

U ovom specijalnom slučaju imamo | Фј{Ј) ) = U'(t - 

io, to) 

no), | 

<Pi(t) ) = eU l ( °) Б « n ) i 


u(| n 0 ) ->| n),t) = I (n I U'(t - 

~ to, t 0 ) 

|n 0 )| 2 

(3.4.13) 


(zbog uzimanja inodula ispustili smo fazni faktor uz (n |). 

Za izračunavanje verovatnoće prelaza (3.4.13) potrebno je prethodno izračunati U' . Pošto 
je diferencijalna jednačina preko koje perturbacija Hj{t) definiše U' , tj. (3.4.ба), analogna di- 
ferencijalnoj jednačini u kojoj harniltonijan definiše evolucioni operator u Schrodinger-ovoj slici 
(videti (3.1.14)) i ovde rnožerno preći na ekvivalentnu integralnu jednačinu (analogon od (3.1.15)) 
i tražiti iteraciono rešenje preko Dvson-ovog reda (uporediti § 3.1.7). 

Sada ćeino poći induktivno, preko konkretnih fenomena, ka kvalitativnoj interpretaciji formule 
(3.4.13) (u paragrafu §3.4.9), koja je od značaja za razumevanje nekih kvantnih pojava. 


3.4.6 Interna konverzija u atomskoj fizici 

Pretpostavimo da je kvantni sistem koji posmatramo elektronski omotač neutralnog helijumovog 
atoma. Neperturbovani hamiltonijan onda rnožerno da napišemo u obliku 


рј j РЈ 2e 2 2e 2 

2 m e 2 m e r\ г 2 


(3.4.14) 


gde je m e masa elektrona, a e električni naboj protona. Očigledno, (3.4.14) je napisano u radijus- 
vektorskoj reprezentaciji, tj. Hq deluje u £ 2 (rx,r 2 ). 

Naš neperturbovani sistem je fiktivan, jer u njemu elektroni ne interaguju; očigledno je kon- 
zervativan, ali neizolovan (nalazi se u spoljašnjem Coulomb-ovom polju jezgra). 

Perturbacija H' je uzajamna. interakcija elektrona 

H' = - г (3.4.15) 

Fi - r 2 | 

3 * 4 * 2 Pažljivi čitalac primećuje da prećutno pretpostavljarno da je | n) definisan sa E n . Dakle, ili je neperturbovani 
nivo E n nedegenerisan, ili srno već dopunili do kompletnog skupa kompatibilnih opservabli. 
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Elektronski ornotač je u stvari opisan perturbovanim hamiltonijanom H = Н 0 + H 1 i sistern je 
konzervativan, 

U neperturbovanom hamiltonijanu (3.4.14) dva elektrona su, kao što se kaže dinamički neza- 
visna, To će reći da možemo da napišemo H 0 = tf| 0) + H^\ gde tff 0) zavisi samo od opservabli 
prvog elektrona (tj. đeluje u £ 2 (ri)) a #| 0) zavisi sarno od opservabli drugog elektrona (tj. de- 
luje u £ 2 (r 2 )). Osirn toga. tff 0) = Jb- — i Н^р = su jednake operatorske funkcije 

osnovnog skupa opservabli. 

U ovakvom slučaju tzv. rnodela nezavisnih čestica dovoljno je rešiti svojstveni problem recimo 

za н[°\ a rešenja za tf^ onda možemo da napišemo po analogiji; dvoelektronski energetski nivo 
je zbir jednoelektronskih, a dvoelektronsko stanje proizvod jednoelektronskih stanja: 

■g{nu n 2 ) __ g(ni) _j_ ^ | Пз ^ = | fli ^0 | ri2 у (3.4.1бо, 6) 

Ovde se, naravno, radi o rešenjima svojstvenih problema 


Ho | ni,n 2 ) 




(П1,П2) 


ni,n 2 ), #{ 0) I ni) = е[ П1 > I m), нр I n 2 ) = e: 


(т) 


r(0) 


Гр(П2 ) 


П‘2 : 


(3.4.17a, 6, c) 


Zadatak 3-4-2 Interpretirajući (3.4.16) kao definicije LS-a, pokazati da (3.4.17a) neposredno sledi iz (3.4. 176, 
3.4.17c). 


Tek ćemo u odeljku § 9.1 rešiti svojstveni problem elektrona u polju vodoniku sličnog jezgra 
i dobiti jednočestične energetske nivoe е\ гн > (ili tff" 2) ). Ispostaviće se da je n,\ u stvari niz od 
tri kvantna broja (ako zanemarimo spin), pri čemu energetski nivo zavisi samo od tzv. glavnog 
kvantnog broja, koji uzima vrednosti 1,2,. . . , i od kvantnog broja orbitnog uglovnog momenta, 
čije se vrednosti pišu s,p, d, . . . Ova dva kvantna broja pišu se zajedno kao ls, 2,s, . . . itd. 

Diskretni spektar od tff 0) sadržavaće nivoe vezanih stanja elektrona; a pored toga imaćemo i 
kontinualni spektar dat intervalom energija [0, +oo). Energetske vrednosti iz kontinualnog spek- 
tra odgovaraće nevezanom elektronu (omotač je onda jonizovan), koji je praktično van domašaja 
potencijala jezgra, a njegova kinetička energija može imati bilo koju nenegativnu vrednost. 

Neka je početno stanje | Uj(to) ) =| n®, n 2 ) dvoelektronskog omotača svojstveno stanje 
neperturbovanog hamiltonijana tfo iz (3.4.14) i to takvo da su oba elektrona u ekscitiranom 2s 
stanju. Neka jednaku dvoelektronsku energiju (što se tiče tfo) ima jedno drugo stanje | m, n 2 ) u 
kojern je jedan od elektrona u osnovnom stanju ls, a drugi elektron je slobodan (sa pogodnom 
vrednošću kinetičke energije). Pošto se radi o istoj energiji, pitaino se ne bi li sistern rnogao da 
pređe bez apsorbeije ili emisije energije iz početrmg stanja | nf.n®) u pomermto stanje | n\,n 2 ). 

Kvantno rnehanički odgovor na naše pitanje daje upravo formula (3.4.13) za verovatnoću 
prelaza (očigledno su uslovi a)-c) zadovoljeni). Usled postojanja perturbacije H' , U' ф I, vero- 
vatnoća je г;(| п\,п\) -+| m, п 2 )) > 0 (nećerno sad izračunavati njenu vrednost). 

Pornenuti spontani prelaz | n\, ) -+| m, n 2 ) poznat je u eksperirnentima i naziva se 

internorn konverzijom, pošto se jedno stanje konvertuje u drugo. Kao sinonimi pojavljuju se 
nazivi: bezradijacioni ili autojonizujući ili Auger-ov (čitati: Ožeov) efekat. Oslobođeni elektron 
se naziva. Auger-ovirn elektronom. 

Auger je ovaj efekat posmatrao u Wilson~ovoj kornori. Ozračivao je kriptorr rendgenskirn 

zracima i video trag fotoelektrona iz tf-ljuske, koja odgovara osnovnom stanju | m = Is), dakle 
rrajjače vezanom elektronu. Međutim, povremeno bi video i dva traga iz iste tačke. Drugi elektron 
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je bio Auger-ov elektron. Energija vezivanja 3-4 * 3 elektrona u A'-Ijusei je preko dva puta veća od 
energije vezivanja u L-ljusci: Е к > 2 E L . Izbijanjem elektrona iz A'-ljuske oinotač irna energiju 
ekscitacije Е к . Autojonizacijorn dva elektrona se otrgnu iz L-ljuske, jedan popuni prazninu u 
A'-ljusci, a drugi izleti iz omotača (kao Auger-ov elektron) sa kinetičkom energijorn Е к — 2E L . 
Omotač ostane sa energijom ekseitacije 2 E L , pa se deekscituje sekundarnim zračenjem. 

3.4.7 Interna konverzija u nuklearnoj fizici 

Pojava slična opisanoj u prethodnom paragrafu se ponekad rnože posmatrati i pri dovoljno ve- 
likoj ekscitaciji atomskog jezgra. Deekscitacija se ostvaruje emisijom elektrona iz elektronskog 
omotača. I ovo je proces interne konverzije. Postavlja se pitanje kako treba razurneti ovaj proces 
u interakcionoj slici preko vero\ T atnoće prelaza (3.4.13). 

^ d ef /ч '' ч 

Neka je perturbovani hamiltonijan H 0 = Hj + H E , gde je Hj hamiltonijan jezgra, a H E 

hamiltonijan elektronskog ornotača. Oba ova hamiltonijana su ukupna u smislu da Hj egzaktno 
opisuje golo jezgro, a H E opisuje oinotač sa interagujućirn elektronima u spoljašnjem polju jezgra. 

Neka je perturbacija II' polje kojirn elektronski ornotač deluje na jezgro (ono je malo, ali po 
principu akcije i reakcije, koji se održava kvantizacijom, rriora da postoji). Početno stanje | n 0 ) 
celog atoma je svojstveno stanje od H 0 u kojem je jezgro pobuđeno, a elektronski omotač je u 

osnovnom stanju. Krajnje stanje | n ) atoma je takođe svojstveno stanje od H 0 i to sa istom 
svojstvenom vrednošću Е Е2 , ali u njemu je jezgro u osnovnom stanju, a omotač je u pobuđenom 

stanju i to jonizovan sa jednim emitovanim elektronom. Kao što formula (3.4.13) pokazuje, usled 
postojanja perturbacije H' i odgovarajućeg perturbacionog evolucionog operatora U' Ф I, postoji 
pozitivna verovatnoća prelaza | n 0 ) — >| n) (bez razrnene energije sa okolinom) . 


3.4.8 Elastično rasejanje 

def o 2 

Neka je neperturbovani hamiltonijan H 0 = operator kinetičke energije slobodne čestice, a 

neka je perturbacija II' = f F(r) potencijal koji potiče od fiksirane tačke. Početno stanje čestice 
| n 0 ) neka je neko svojstveno stanje od H 0 sa određenom vrednošću irnpulsa p 0 . Krajnje stanje 
| n ) neka je takođe svojstveno stanje od H 0 sa drugorn vektorskom vrednošću impulsa p. 

Po fbrmuli (3.4.13) postoji pozitivna verovatnoća da čestica pređe iz stanja | n 0 ) =| Po ) u 

stanje | n) =| p). Ali niora biti ^ = J-j, jer je polje V (r) konzervativno, te čestica nema sa čim 
da razmeni energiju. Ovaj proces je tzv. elastično rasejanje (koje ćemo pobliže izučiti u odeljku 

§ 12 . 1 ). 

Ako se rasejanje vrši na realnorn fizičkorn sistemu, onda postoji i mogućnost neelastičnog 
rasejanja, koje je propraćeno apsorpcijorn energije (to ćerno proučavati u § 12.2). 


3.4.9 Mehanizam procesa 

Као što je već rečeno, kvantna mehanika, kao u ostalom i klasična fizika, ima tu slabost da 
zbog prisustva perturbacije ne raspolaže tačnirn rešenjima svojstvenog probleina perturbovanog 

3 - 4 - 3 Energija vezivanja je rnoduo errergije elektrona, a ova je rregativna, jer elektron je vezan u ljusci. 
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hamiltonijana. Ali ona ovu slabost pretvara u prednost koja se sastoji u razumevanju mehanizma 
kvantnog procesa. 

Kao što smo viđeli u prethodna tri paragrafa, strukturu kvantnog sistema zamišljamo preko 
neperturbovanog hamiltonijana, koji izražava dominantni deo ukupne strukture, a perturbacija 
je za nas uzročnik kvantnih prelaza iz jednog svojstvenog stanja neperturbovanog hamiltonijana 
u drugo. 

U stvari, kao u opisanom slučaju posmatranja Auger-ovog ef'ekta u Wilson-ovoj komori, ceo 
proces prelaza se odvija u prisustvu laboratorijskih instrumenata i mi ga tumačimo kao merenje 

opservable Hq, tj. neperturbovanog hamiltonijana. 

3.4.10 Paradoks nestabilnosti pobuđenih stanja 

Na kraju ovog odeljka da se osvrnemo na jedan od osnovnih parađoksa na koji čovek rrailazi 
pri ovladavanju fizikom kvantnih sistema. Kao što je poznato (bar iz fenomenološke atomske 
fizike), svaki kvantni sistem rrrože da ostane beskonačno dugo samo u osnovnom stanju (kaže se 
da je to stanje stabilno). U svakom pobuđenom stanju može da provede samo konačan vremenski 
interval, onda se deekscituje (nestabilno stanje), po pravilu emitujući jedan ili više fotona. Ovo 
je potpuno opšta karakteristika svih kvantnih sistema. 

Radi preciznog poimanja pojmova, da se podsetimo da je osnovno stanje po definiciji svoj- 
stveno stanje ukupnog hamiltonijana sistema koje odgovara najnižem diskretnom energetskom 
nivou. Sva svojstvena stanja koja odgovaraju višoj (diskretnoj ili korrtinualrroj) errergiji sisterna, 
nazivaju se pobuđenim ili ekscitovanim stanjima. 

Videli smo u § 3.2.2 da stacionarno početno stanje ostaje stacionarno za sva vremena (videti 
(3.2.11)). Po torne bi sva stacionarna stanja rrrorala biti stabilna ako je sistein bez intervencije 
spolja. Zato irnamo paradoks, koji je, kao i svaki paradoks, sarno prividan. (Stvarrri paradoks 
rrrože da obori teoriju.) 

Kešenje paradoksa sastoji se u torne da uobičajeni ukupni hamiltonijan kvantnog sistema 
obuhvata sarno čestične stepene slobode, a ne sadrži u sebi rnogućnost ekscitacije elektromag- 
netnog polja. Dakle, kvantna mehanika u svorn uobičajenorn obliku irna ograrričerrje što je sarrro 
mehanika, te što u svoje opisivanje ne uključuje mogućrrost emisije fotorra. 

Zamislimo sad da je malopređašnji ukupni hamiltonijan kvantnog sistema u stvari nepertur- 
bovani hamiltonijan Hq, a da perturbacija H' izražava latentno EM polje ili mogućnost emisije 
fotona ili, kako se ponekad kaže, virtuelne fotone sistema. 

Ako je početno stanje osnovno stanje sistema, iz samog principa održanja energije (koji, 
naravno, važi i u kvantnoj mehanici) jasno je da se sistem ne može sam ekscitovati i stoga nema 
mogućnosti za prelaz u drugo stanje. Ako je pak početno stanje ekscitovano, onda održanje 
energije dozvoljava deekscitaciju emisijom fotona. 

Ovo možemo razumeti i iz formule (3.4.3). Zbog prisustva perturbacije (i U' Ф I) mogući su 
prelazi koji su energetski dozvoljeni. Za razliku od primera u paragrafima § 3.4.6, §3.4.7 i §3.4.8, 
perturbacija u ovorn slučaju opisuje jedarr stepen slobode koji se može ekscitovati (može da primi 
energiju) i zato su mogući prelazi iz viših pobuđenih stanja u niža pobuđena ili osnovno stanje. 

Kritički čitalac će na izloženo objašnjenje uzvratiti da on ne vidi da je paradoks stvarno 
otklonjerr jer bi orr očekivao da je pobuđeno stanje kvantrrog sisterna u stvari svojstveno starrje 
zaista ukupnog hamiltonijana, koji uključuje i stepen slobode virtuelnih fotona (i čak interakciju 
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ovog stepena slobode sa čestičnirn stepenirna slobode). Onda bi sistern trebalo da bude stabilan 
u tom staniii, a znamo da niie. Ne protivureči li to kvantnoi mehanici, u stvari evoluciii stanja 
po forrnuli (3,2.11)?! 

Zaključak kontradikcije sledi iz pogrešne premise: da je sistern u svojstvenom stanju pomenu- 
tog „zaista ukupnog” hamiltonijana. Ovo je pogodno mesto da istaknemo osnovni značaj pojma 
prepariranja početnog stanja. Bez preparacije nema kvantno mehaničkog opisivanja. Naime, 
treba da se zapitamo šta zapravo znanio o kvantnom sistemu kada kažemo da je u ekscitovanom 
stanju, tj. kako smo preparirali ansambl o kojem govorimo. 

Po pravilu, merenjem konstatujemo da je kvantni sistein izračio ili apsorbovao određene 
fotone i po torne (na osnovu rrekog prethodnog znanja o sistemu) zaključujerno da sistern sad 
irna određeni energetski nivo. Obratiti pažnju da u stvari vrširno merenje na EM polju. U 
torn trenutku irnarno dva podsistema: dotični kvantni sistern i EM polje koje rnerirno, i oni ne 
interaguju (fotoni ne rnogu istovremeno da interaguju sa naširn mernim aparatima. i sa kvantnirn 
sistemom). Direktno vrširno merenje na EM polju, a indirektno rezultat merenja se odnosi i na 
dotični kvantni sistem. Ovo je primer tzv. distantnog merenja (kvantni sistem je „distantan” u 
odnosu na merne instrumente, tj. oni s njim ne interaguju). Pobliže ćemo se upoznati sa ovom 
pojavom u paragrafu § 4.4.8. 

Dakle, naše pomenuto direktno merenje EM polja svodi se na to da u stvari prevodimo dotični 
kvantni sistem u neko svojstveno stanje neperturbovanog hamiltonijana, a to je u ovom slučaju 
ukupni harniltonijan koji obuhvata sve čestične stepene slobode bez EM polja. Znači, eksperi- 
inentalno ne prevodimo sistern u svojstveno starije pomenutog „zaista ukupnog” hamiltonijana, 
niti se zna kako bi se to rnoglo učiniti. 



Glava 4 


RELACIJE NEODREĐENOSTI, 
MEŠAVINE I PROBLEM DVE 
ČESTICE 

4.1 Relacije neodređenosti 

Kvalitativni pojam principa neodređenosti, koji srno uveli na početku ovog udžbenika ćeirio u 
ovorn odeljku razraditi u kvarititativrm forrnulisane relacije neodređenosti. Izvešćemo ih za opšti 
slučaj (i ovde prilazimo deduktivno), a onda ćemo ih suziti na kanonično konjugovane opservable, 
specijalno na koordinatu i impuls. Prodiskutovaćemo fizički smisao (uopštenih) svojstvenih vek- 
tora opservabli koordinata u kontekstu relacija neodređenosti. Definisaćemo stanje minimalne 
neodređenosti i ukazaćemo na neke ispravne i na neke neispravne intuitivne formulacije relacija 
neodređenosti. Na kraju, uz nešto anticipiranja rezultata iz teorije orbitnog uglovnog momenta, 
ukazaćemo na nepostojanje relacija neodređenosti za c-komponentu orbitnog uglovnog mornenta 
i odgovarajući ugao. 

4.1.1 Uvod i podsetnik 

U odeljku § 1.2 upoznali srno se sa Heisenberg-ovirn piinciporn neodređenosti. On iskazuje da se 
dve opservable A i B koje su nekompatibilne ([ A, B ] ф 0) rre mogu istovrerneno, tj. u istorn mer- 
norn postupku, rneriti sa proizvoljnom tačnošću; što određenije merimo jednu, to neodređenija 
postaje druga. (Precizna forma ovog iskaza biće data u §4.1.8.) 

U ovom odeljku izvešćemo kvantitativnu forinu tog principa, tzv. relacije neodređenosti. 
Podsetirno se iz § 1.4.10 da se neodređenost opservable A definiše kao pozitivrri koren iz srednje 
kvadratne devij acij e 

Л.4 "fo (Л-(Л)Г), (4.1.1a) 

gde je, na primer, 

(.4)S((š|-4|li). ( 4 . 1 . 16 ) 

(u § 1.4.10 irnali sirio umesto A opštu stohastičku varijablu, X, a umesto ( A ) pisali smo X itd.) 
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Treba zapaziti da je AA nenegativan broj, funkcija opservable A i stanja ф, a svrha rnu je da 

izrazi kvantitativno ”širinu” distribucije verovatnoća mogućih vrednosti opservable A u stanju 

Ф- 

Zadatak 4-1.1 Objasniti zašto je { A ) u opštem. slučaju realan, a { (A — { A }) 2 p nenegativan broj. 


Podsetimo se, osirn toga, da uvek važi (1.4.9) 

(ДА) 2 = {A 2 )-{A ) 2 , (4.1.2) 

kao i činjenica u teorernu T 1.4.2 da je AA = 0 ako i sarno ako opservabla A irna oštru vrednost 
u stanju | ф>); to će reei, ako je | ф ) svojstveni vektor od A, A j ф) = a | ф), ta oštra vrednost 
je a (uporediti i K 2.2.1 i K 2.2.2). 

Zadatak 4-1-2 Dokazati (4.1.2) na jeziku kvantne mehanike. 


4.1.2 Relacije neodređenosti 

Sada ćemo formulisati i dokazati osnovni teorem ovog odeljka. 

Teorem 4 . 1.1 Neka su A i B dve proizvoljne opservable u prostoru stanja Ji kvantnog sistema i 
neka je j ф) proizvoljni vektor stanja u % (ali takav da spada u domen operatora A, B i [ A, B ]). 

Onda proizvod neodređenosti od A i B u stanju | ф ) nije rnanji od ~ |{ [ A,B ] )|, tj. 

( 4 . 1 . 3 ) 


To su relacije neodređenosti u opštein vidu. 

Dokaz: U teoriji Hilbert-ovih prostora dobro je poznata tzv. Schvv'artz-ova 4 ' 1,1 nejednakost, koja glasi 



К u i v)| 2 < { u I u){ v I v), V I u), 1 v) G n. 

(4.1.4) 

Neka su A' d = A ~~ 

{ A ), В ! d = В — { В ) tzv. operatori linearnih devijacija, i stavimo | 

u ) = A' | ф). 

| v) ‘= В' I ф). Izk 

tz (4.1.4) onda daje 



\Џ\А!В'\ф)( <Џ\Афф)Џ\Вфф). 

(4-1.5) 

Očigledno uvek važi 

A'š' = \(А'в' + b'A') + \(А'в' - b'A'), 

(4.1.6) 


što je (jednoznačno) razlaganje linearnog operatora na hermitski i kosoherrnitski sabirak, kao što se lako vidi. 
Uzimanjern očekivane vrednosti 


{Ф 1 A’B' \Ф) = \џ\ (A'B' + B'A') \ф) + \{ф\[А',В'}\ф) (4.1.7) 

iiiiamo na levoj strani kompleksan broj, a na desnoj strani realan plus čisto imaginaran (jednoznačno razlaganje 
broja). Stoga 

Kk | A'B' i ф) | 2 > \\ (ф I (A'B' + B'A') i ф) I 2 + \\{ф i [ A'.B' ] I ф) i 2 
> \\{ф IIA'-B'A Ф) I 2 = \\{ф | [ A,B } I p)! 2 (4.1.8) 


aAab > \\{ [ А,в ] ) 


4,L1 Čitati: Švarcova. 
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(poslednji korak sleđi iz toga što je komutator bilinearan, a broj uvek komutira). Preostaje samo da uočimo da je 
desna strana od (4.1.5) već (Д.4) 2 (Л1?) 2 (uporediti (4.1.1a) i da (4.1.5) pomoću nejednakosti u (4.1.8) prepišemo 
u vidu 

(AA) 2 (АВ) 2 > “|{ [A,B] )| 2 (4.1.9) 

što korenovanjem daje (4.1.3). Q. E. D. 

4.1.3 Kompatibilne opservable 

Ako su opservable A i B kompatibilne, onda se (4.1.3) svodi na AAAB > 0, što je trivijalno. 

Moguće je stanje | ф) u kojem AA = AB = 0, tj. u kojem i A i B imaju oštru vrednost. To 
znači da je | ф ) zajednički svojstveni vektor za A i B: A \ ф) = a \ ф), B \ ф ) = b \ ф ), a 
realni brojevi a odnosno b su dotične oštre vrednosti od A i B u stanju | ф), Sta više, moguće je 
istovremeno 4 ' 1 ' 2 rneriti A i B. Naravno, kao i uvek, pod inerenjem podrazumevamo neselektivno, 
prediktivno merenje. 


4.1.4 Kanonično konjugovane opservable 

Za dve opservable A i B kaže se da su kanonično konjugovane ako im je komutator jednak гћ: 

[A,B}= гћ, (4.1.10) 

a da pri tome postoji bazis 4 * 1 " 3 u % u kojern se (4.1.10) reprezentuje matričnom relacijom 
[ A, B } = гћ. 

Niže, u § 4.1.9, videćemo primer dve opservable koje zadovoljavaju (4.1.10), a nisu kanonično 
konjugovane. U slučaju dve kanonično konjugovane opservable A i B, usled (4.1.10) nejednakost 
(4.1.3) postaje 


AAAB > | 


(4.1.11) 


Relacije neodređenosti su najbolje poznate u svom specijalnom vidu (4.1.11) i to naročito za 
najosnovniji par kanonično konjugovanih opservabli, za koordinatu i impuls: 


, > « 
ж — 2 


(4.1.12) 


i analogno za у- i z-koinponente u slučaju trodimenzionalne čestice. 

Zadatak 4-i. 3 Proveriti važenje nejednakosti (4.1.12) na ravnorn tala,su u % x . U čerrm je razrešenje dobijene 
prividne protivrečnosti? 

4Л - 2 * Komutiranje [ A,B] =0 je ekvivalentno postojanju zajedničkog svojstvenog bazisa za A i B u 'H ili u U{H). 
Može se desiti da je [ A, В]ф 0, a da A i B ipak irnaju neke zajedničke svojstvene vektore. Ako je | ф ) takav 
vektor, onda je desna strarra od (4.1.3) rmla i u tom stanju i A i B imaju oštru vrednost. Ali u ovakvom slueaju 
nernamo zajednički svojstveni bazis za A i B i stoga nije rnoguee izmisliti rnerrri postupak koji bi u proizvoljnom 
stanju istovrerrieno rnerio A i B. (Tu se rriisli rra neselektivno rrrererrje; uporediti § 1.4.14.) 

-i.r.3* Egzistencija takvog bazisa ekvivalentna je torrie da je presek domena, od A, dorrrerra od B i dorrrena od 
[A.B] linearrra rrrrrogostrukost gusta u H. Onda se u rrjoj bira dotični bazis. Obratrro, ako postoji dotični bazis, 
sve lirrearne kombinacije bazisriili elemenata čirre pomenutu linearnu mnogostrukost (koja je orrda a fortiori gusta 
u П). 
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4.1.5 Istorijski put 

Istorijski razvoj ideja je i kod relacija neodređenosti išao induktivno, tj. od posebnog ka opštem. 
Prvo je W. Heisenberg 1927. godine 4 ’ 1-4 analizom eksperimenata otkrio relacije (4.1.12). Tada je 
Eobertson 1929. godine 4 ' 1,0 izveo uopštenje (4.1.11) za proizvoljan par kanonično konjugovanih 
opservabli A i B, ali takvih da su analitičke funkcije od r i p. E. Sclirodinger je 1930. godine 4 - 1 - 6 

dao opštu formulu (4.1.3). 


4.1.6 Lokalizacija slobodne čestice u tački 

Sada ćemo proanalizirati fizički smisao uopštenih vektora | r ) <E U(Hq) na osnovu relacija 
neodređenosti. 

Lema 4 . 1.1 Za jednodirnenzionalnu slobodnu česticu u proizvoljnorn stanju iz % x važi: 


( Н )> 8 гп(Ах) 2 ' 


(4.1.13) 


Dokaz: Pošto je čestica slobodna, H = Iz (4.1.2) sledi: ( p 2 ) = (Ap x ) 2 + ( p x ) 2 . Stoga ( H ) = p 2 ) = 
A-(Ap x ) 2 + p x ) 2 > A-(Ap x ) 2 (odbacili srrio nenegativan broj). Iz relacija neodređenosti (4.1.12) irnarno 
(Ap x ) 2 > što u kombinaciji sa prethodnom nejednakošću daje: ( H ) > • Q- E. D. 

Korolar 4,1 Л Za trodimenzionalnu slobodnu česticu u proizvoljnom sianju iz važi 4A ' 7 : 


(Н)> 


1 1 

šZ, { iaW 2 + TW 2 


1 

(Aih 


(4.1.14) 


Dokaz: { H ) d = + = + +j3j) + +P?- ( H ) je odgovarajući zbir srednjih vrednosti i svaki sabirak možemo 

na osnovu leme da minoriramo (naravno, lerna, važi analogno u Ћ у i H z ), što odmah daje (4.1.14). Q. E. D. 

Zamislimo lokalizaciju čestice u tački, tj. postizanje stanja | r 0 ) u apstraktnom U(% q) 
ili stanja d(r 0 — r) E U(C 2 (r)), koje ga predstavlja, u koordinatnoj reprezentaciji. Uopštenu 
funkciju d(r 0 — r) možemo predstaviti kao limes pravih vektora stanja iz £ 2 (r) i to sa sve manjim 
disperzijama Ах, Ау i Až. Drugim rečima, d(r 0 — r) = lim^oo ф п (т), a A n x ~+ 0, A n y -> 0 i 
A n ž -+ 0, gde je na primer A n x d = >(£„ | (х - (ф п \ х \ ф п )) 2 | ф п ). 

Stanjima | р 0 ), која odgovaraju lokalizaciji impulsa u tačku (impulsnog prostora), možemo 
se proizvoljno blizu primaći i ona imaju fizički smisao stanja sa određenim impulsom. U teoriji 
rasejanja ona daju prirodan i veoma koristan bazis. 

Međutim, iz (4.1.14) sledi { II ) w oo, tj. (kinetička) energija slobodne čestice raste ka 
beskonačnosti. To znači, kako se primičemo graničnom slučaju lokalizacije čestice u tački, moramo 

4-1 ' 4 W. Heisenberg, Zeitschrift fiir Physik, 43 (1927) 172. 

4 ' L5 H. P. Robertson, Phijsical Reviem, 34 (1929) 163. 

4 ' 1-6 E. Sehrodinger, Preussische Akademie der Wissenschaften, Berlin, Berichten 19 (1930) 296. 

-i.i.7* j* ao g| 0 j e uobieajeno u kvantnoj mehanici, potpuno smo zanemarili rnogućnost da vektor stanja koji je 
implicitno prisutan u (4.1.14) može da bude van domeria nekog od operatora, te da neka od veličina u (4.1.14) 
rnože da bude nedefinisana. To za našu svrhu nije važno i rigorozno rezonovanje bi predstavljalo nepotrebnu 

kornplikaciju. 
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čestici dovoditi neograničene količine energije, Time se srednja brzina čestiea niora približavati 
brzini svetlosti (a rnasa mora da raste rreograničeno) i izlazimo iz domena nerelativističke fizike. 

U relativističkoj kvantnoj fizici je poznato da pri dovoljno velikoj energiji čestice, može da 
se stvori par antičestica (tj. čestica i njena antičestica). Tako svaka čestica u stvari poseduje 
prirodan mehanizam ”odbrane” od lokalizacije u tački. Ali, da još jedanput naglasimo, ovaj 
fenomen je van domašaja nerelativističke kvantne mehanike, koju proučavamo. 

Dakle, za slobodnu česticu stanje | r 0 ) u stvari nerrra neposrednog fizičkog smisla (predstavlja 
sarno korisrru rnatematičku idealizaciju), jer se ne rnože sa proizvoljnom tačnošću preparirati 
ansarnbl slobodnih čestica u torri stanju 4,1 * 8 . 


4.1.7 Stanje minimalne neodređenosti 

Pažljivi čitalac je primetio da relacije neodređenosti (4.1.11), kao i (4.1.3) i (4.1.12), uključuju i 
jednakost. Ako su opservable A i B kanonično konjugovane i stanje | ф) je takvo da u (4.1.11) 
važi jednakost 

AAAB = (4.1.15) 

Ž 

onda se kaže da je | ф) stanje minimalne neodređenosti za opservable A i B. Iz dokaza Teorema 
T 4.1.1 možemo zaključiti kako glasi potreban i dovoljan uslov za takvo stanje. 

Teorem 4.1.2 Neka su AiB dve proizvoljne date kanonično konjugovane opservable u prostoru 
stanja Ћ. Vektor stanja | ф) je za njih stanje minimalne neodređenosti ako i samo ako 

i) | ф) pripada domenu od A, B i[ A,B }, % 


ii) | ф) zadovoljava jednakost 


(A — a) | ф ) = гс(В — b) \ ф 


ade su a, b i c neki realni brojevi. Najzađ, ako (A.1.16) važi za I Ф), onda je nužno a = (ф I 

А\Ф) = (А) Х =(ф\в\ф) = (В),с Х о, и = 

Dokaz: * Potrebnost. Vratimo se na dokaz Teorema T 4.1.1. Pre svega potrebno je da u Schwartz-ovoj nejedna- 
kosti (4.1.5) imamo jednakost. Poznato je da je to slučaj ako i samo ako su dva faktora u skalarnom proizvodu 
na levoj strani od (4.1.5), tj. A' | ф) i B ! | ф) ђ kolinearni, tj. proporcionalni jedan drugom: 


{А-(А))\ф)=д{В-(В))\ф 


(4.1.17) 


(g je kompleksan broj). Osim. toga potrebno je takođe da u nejednakosti u (4.1.8) stoji jednakost, tj. da imamo 
(ф | (A'B' + B'A') | ф) ------ 0. Ako ovde zamenimo A ! | ф) d = (A — ( A )) | Ф ) iz (4.1.17), dobićemo 


(9* + g)(AB) 2 = 0 


(u bra-verziji od (4.1.17) g se kompieksno konjuguje). Ne rnože biti A B = 0, jer bi to protivurečilo (4.1.11). 
Stoga mora biti g* + g = 0, tj. g mora biti čisto imaginaran broj. Zamenom g d = гс (c je realan broj), a d = { A ), 

4-1 ' 8 To ne znači da pomenuta stanja | ф п ), koja teže ka c)(ro — r), nemaju fizičkog smisla niti da lokalizacija 
vezane čestice nije rnoguća sa proizvoljnorn tačnošću. Zamislimo, na primer, da česticu 11 ' Н х vezuje potencijalna 
jarna. Kada dubiria jarne teži beskonačnosti, a širina nuii, onda je 11 jarni vezana čestica sve bolje lokalizovana i 
irnarno konvergenciju ka lokalizaciji 11 tački. 
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b d = {В ), se (4.1.17) svodi na (4.1.16). 

Dovoljnost. Pretpostavićemo da važi (4.1.16). Množeći ovu jednakost s leva sa (ф |, dobijarno: (ф | (A — a) | ф) = 
гсЏ | (B — b) | ф). То znači da је realan broj jednak čisto imaginarnom; dakle, oba su jednaka nuli. Stoga a = (A) 
i h = ( B ), kao što srno tvrdili 11 Teoremu. Sad (4.1.16) postaje A! | ф) = ic& | ф). To је pre svega dovoljan uslov 
da Schwartz-ova nejednakost (4.1.5) važi kao jednakost. Osirn toga, (ф | (A'B' + B'A') | ф) = (—гс+гс)(АВ) 2 = 0, 
tako da i nejednakost u (4.1.8) važi kao jednakost i stoga rrmra da važi (4.1.15). Ako u (4.1.15) zamenimo (4.1.16), 
dolazimo do jednakosti |c|(A.Đ) 2 ------- |, što iziskuje сф 0 1 |c| ------- • Q * E. D. 

Stanje minimalne neodređenosti za irnpuls i koordinatu u koordinatnoj reprezentaciji naziva 
se talasnirn paketom rninirnalne neodređenosti ili kratko minimalnim talasnim paketom. 

Zadatak 4^*4 a ) Pokazati da je nenormirana talasna funkeija 

■ / ч , (х — х) 2 грх. / , . . 

у(х) = ехр(- 4 J, 2 + -J-), (4.1.19) 

х ђ р ђ f su realni brojevi, minimalni talasni paket. Da li su х ђ р ђ f slobodni ili flksirani parametri? Kako 
giasi njihova statistička interpretacija? 

b) Na osnovu tabličnog integrala e~ g2x2 d х = Ј~Ј ђ g > 0, normirati gore dobijenu funkciju ф(х). 

4.1.8 Intuitivne interpretacije 

U formulaciji principa neodređenosti (odeljak § 4.1.1) rekli smo ”što određenije merimo jednu 
od dve nekompatibilne opservable, to neodređenija postaje druga” . Pitamo se šta je precizno 
značenje ovog iskaza sa gledišta relacija neodređenosti. 

Zamislimo merni postupak koji treba da odredi u kom od intervala • • • , [— /, 0), [0, /), [/, 2/), • • • 
leži ж -koordinata čestice i istovremeno u kom od intervala • • • , [—g, 0), [0, g), [g, 2 g), • • • leži p x . 
Pitamo se da li pozitivni brojevi / i g mogu biti oba proizvoljno mali. 

Lako je videti da je Ах < f i Ap x < g u stanju koje nastaje nakon selektivnog merenja (sa 
bilo kojim od pomenutih mogućih rezultata); naime, /, na primer, jeste očigledno gornja granica 
za pojedinačne linearne devijacije (/ 2 za kvadratne itd.). Dakle, 

fg P AxAp x > -ћ. (4.1.20) 

Vidimo da merni postupci ovog tipa 4-1 ' 9 imaju osobinu da čim manjim uzmemo recimo /, 
tim veće mora biti g ili obratno. I to onda važi i za svako pojedinačno merenje. To je traženi 
precizni smisao gornjeg iskaza komplementarnosti. Treba naglasiti da sve što je rečeno važi 
samo za prediktivno merenje, koje u selektivnoj varijanti prediktabilno menja stanje (tako da je 
istovremeno i preparacija). Za retrospektivno merenje relacije neodređenosti ne važe. Može se 
srnisliti retrospektivno merenje koje istovremeno rneri х i p x , obe proizvoljno precizno. 

U literaturi se još često nalazi jedna od sledeće dve intuitivne interpretacije relacija neo- 
dređenosti (a ponekad i obe): 

419 U stvari, formulacija u tekstu sa,drži jedno, rnožda nedopustivo poj ednostavlj enj e : ispred ” leži ж -koordinata” 
i ”leži p x " (rnisli se na intervale dužirre / i g) treba da stoji ” dorninantnorn verovatnoćom” . Nairne, ne postoji 
pravi potprostor stanja koji bi, u srnislu teksta, odgovarao intervalima [0, /) i [0, g) na prirner, i to zato što je 
skup {x,p x } ireducibilari u prostoru stanja. 
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a) Merenje koordinate х prouzrokuje nepredskaziv i nekontrolabilan poremećaj u vrednosti p x 

i obratno. 

b) Položaj х i impuls p x čestice čak i ne postoje sa istovremeno potpuno tačnim (mada niožđa 

nepoznatim) vrednostima. 

Prvi iskaz se može naei u pomenutom radu Heisenberg-a iz 1927. (primedba 4.1.4), a đrugi u 
knjizi Bohrn-a 4 L10 

Međutirn, u novije vreuie se đošlo do zaključka da se ovi iskazi ne rnogu precizno izvesti iz 
relacija neodređenosti i da, preina torne, predstavljaju prevaziđene poglede na kvantne fenornene. 
Ovi iskazi pripadaju epohi stvaranja kvantne rnehanike. Pored posledice (4.1.20), koju smo izveli, 
osnovna interpretacija relaeija neodređenosti je statistička : radi se o neodređenostima AA i AB, 
koje izražavaju ”širine” odgovarajućih distribucija verovatnoća i, prema tome, odnose se na 
merenje na čitavom ansamblu kvantnih sistema, koji eksperimentalno odgovara vektoru stanja 

I Ф)- 

4.1.9 uglovni moment i ugao 

U ovom paragrafu anticipiraćemo neke rezultate kasnijih proučavanja (čitati ponovo posle § 6.5). 
Naime, pokazaće se đa se čestica rnože i kvantnornehanički opisivati sfernim polarnim koordina- 
tama r, в i ip; šta više, pojavljuje se faktor prostor stanja £ 2 (<p), koji se sastoji od funkcija koje 
zavise samo od azimuta p. U tom prostoru može se definisati i opservabla 2 -projekcije orbitnog 
uglovnog momenta l z i opservabla azimuta ф (koja je multiplikativni operator). Pri tome važi 

[фХ]=гћ. (4.1.21) 

A ipak, grubo rečeno, relacije neodređenosti ne važe za ove opservable. Naime, postoje stanja | ф) 
sa oštrim vrednostima za l z , dakle sa Al z = 0, u protivurečnosti sa АфА1 г > Kontradikciju 
dobijamo i uzimanjem očekivane vrednosti {Ф | ••• | ф ) od operatorske jeđnakosti (4.1.21) u 
svojstvenom stanju | ф) od l~; sledi 0 = гћ, kao što se lako vidi. 

Razrešenje paradoksa je u torne što pomenuto stanje | ф ) (sa Al z = 0) ne spada u đorrien 
operatora [ф,1 г \ (uporediti uslov za | ф) u Teoremu T 4.1.1). Naiine, kao što će se ispostaviti u 
§6.5.8, doinen operatora i~ ograničen je na periodične funkcije, a ф je rnultiplikativni operator. 
Nakon njegove primene, tj. nakon množenja sa <p, periodična funkcija više nije periodična. 
Funkcija iz dornena operatora ф1 г — 1~ф iirora biti periodična da bi l z bilo primenljivo, a s druge 
strane, onda sigurno nije u domenu od 1 г ф, kao što smo rekli. 

Dakle, domen od [ ф, L ] sadrži samo nulti vektor (a ne ceo bazis) i zbog toga (uporediti 
§4.1.4) se ф i l z ne mogu smatrati kanonično konjugovanim opservablama u kvantnoj mehanici 
iako to jesu u klasičnoj fizici. 


4.2 Relacije neodređenosti energije i vremena 

Dok je hamiltonijan bez sumnje najvažnija opservabla pri kvantno-mehaničkom opisivanju si- 
stema, njoj kanonično konjugovana varijabla u klasičnoj fizici, vreme, uopšte nije opservabla. 


4 1J0 D. Bohrn, Quantum Тћеогу, New York, Prentice-Hall, Inc., 1952; str. 100. 
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Međutim, eksperimentalno iskustvo pokazuje da i za energiju i vrerne važe relacije neodređenosti 

analogno kao u slučaju norrnalnih parova kanonično konjugovanih opservabli. Kako to uklopiti 
u teoriju? Odgovoru na ovo pitanje posvećen je ovaj odeljak. 

4.2.1 Uvod 

Као što je čitaocu do sada bez sumnje postalo jasno, koneeptualna struktura kvantne mehanike 
je takva da se sastoji iz dva jasno razdvojena dela: iz predikcije u fiksiranom trenutku t (čijem 

smo izlaganju posvetili prve dve glave) i iz zakona kretanja, kojim se prebacujemo iz opisivanja 
u jeđnom trenutku u opisivanje u drugom, kasnijem trenutku (glava treća). 

Sto se tiče prvog dela, tu u osnovi leži implicitna pretpostavka da se u principu sve opservable 
rnogu trenutno rneriti. To je svakako idealizacija, ali je fizički održiva u srnislu graničnog slučaja: 
u principu rnerenje opservable A inože da traje proizvoljno kratko (iako nužno konačan interval 
vremena!), a da rezultat bude jedan te isti, kakav sledi kvantno-mehaničkom predikcijom iz stanja 

I Ф)- 

Postoji jedna opservabla, međutim, za koju se dobro zna da njeno tačno rnerenje u principu 

ne može da traje proizvoljno kratko. To je hamiltonijan, tj. energija kvantnog sistema. Stva- 
raoci kvantne mehanike bili su na osnovu empirijskih izvora pot.puno sigurni da i za energiju i 
vreme važi princip neodređenosti analogno kao za ostale parove klasičnih kanonično konjugovanih 
varijabli. 

Ali nije bilo rnoguće izraziti vrerne kao opservablu naporedo sa prostornim koordinatarna, te 
princip neodređenosti energije i vrernena nužno glasi drugačije negoli (4.1.11). Zahvaljujući torne 

kvantna mehanika sadrži fikciju trenutnih oštrih vrednosti energije kvantnog sisterna ili trenutnih 

stacionarnih stanja. 

Kao što ćemo videti u paragrafu § 4.2.4, kvantno-mehaničko opisivanje nestacionarnih stanja 

je konzistentno sa relacijom neodređenosti koja sadrži neodređenost energetskog nivoa i dužinu 
intervala vremena koji je potreban cla se izvrši merenje tog nivoa. 

4.2.2 Neodređenost vremena 

Prilično je kontraverzno pitanje u kom vidu kvantna mehanika ipak treba da sadrži neku vrstu 
relacija neodređenosti za energiju i vreme. U svakom slučaju nije moguće, kao što smo rekli, 
formirati obe neodređenosti AH i At na isti način kao u prethodnom odeljku. Preostaju dve 
rnogućnosti: 

(a) da se AH definiše kao neodređenost harniltonijana na isti način kao i za svaku drugu 
opservablu, a At na nekakav drugi pogodarr način; 

(b) da se i AE i At definišu različito ocl clrugih opservabli. 

Prikazaćemo sarno varijantu (a), iako se nmogi autori 4 ' 2,1 odlučuju za varijantu (b). 
Varijanta (a) se pojavljuje u dve podvarijante: 

4,21 Na primer: Л.Д. Ландау и E.M. Лифшиц, Квантовшг механта. Нереллтивстсксш теорш, (Наука, 
Москва, 1974); str. 189. 
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(a.l) Da se na pogodan način definiše neodređenost vrernena sa gleđišta vremenske prornene 
u distribuciji verovatnoće po mogućirn merrrim rezultatima rreke pogodrre opservable A. 
Takvo At pisaćemo тд. 

(a.2) Da se uzrne rninirnalna vrednost (ili preciznije, tzv. infimum ili najveća minoranta) svih тд 
(zrrači, po svirn rrrogućirn pogodnirn opservablarna) . Ovu neođređenost vremena pisaćerrro 

sa т. 


4.2.3 Relacije neodređenosti energije i vremena 

Formulišimo sad podvarijantu (a.l), koja leži u osnovi i podvarijarrte (a.2). 

Opservablu A nazivaćemo pogodnom u trenutku t u starrju фЏ) ako (%) ona u Schrodinger-ovoj 
slici rre zavisi od vrernerra i (ii) (AAl) t ф q. Za svaku pogodnu opservablu definisaćerno тд. 

U opštem slučaju srednja vrednost ( A ) zavisi od vremena i je brzina njenog ”pome- 

ranja” . Veličina 


def 


‘А 


AA 

| d( 1 } i 

I d t I 


(4.2.1) 


gde je AA neodređenost od A u | ф), predstavlja minimalno karakteristično vreme za vremensku 
promenu distribucije. Naime, pomeranje srednje vrednosti za iznos AA = тд | A .. A . 1 j j e najmanje 
primetno pomeranje ove vrednosti. 

Teorem 4.2.1 Pod pretpostavkom da je \ ф(1) ) nestacionarno starrje (da hismo isključili AH = 
0 ) i da je A pogodna opservabla u trenutku t u stanju | ф(ф) ), važi nejeđnakost 


т л АН > Џ , 


(4.2.2a) 


gde je AH neođredenost hamiltonijana: 

АН ž' ј{ф(Г, \ (H - Sl’(t) \ H \ m)) 2 \ m), (4.2.2b) 

a тд je definisano sa (4-2.1). 

Dokaz: Iz (4.1.3) odmah sledi 

AlAH > ||( [ A,H } )|. ( 4 . 2 . 3 ) 

S druge strane, u Heisenberg-ovoj slici važi гћ-^ 1 - = [ Ац , Н.н ], jer po pretpostavci opservabla A je pogodna, te 
-јф-ј: 1 - = 0 (uporediti (3.3.5a)). Uzimanjem očekivane vrednosti (фн | ••• | фн) dobija se гћ(фн | 'f- | фн) = 

(фн | [ Ан,Нн ] | Фн) ili гћ-^((фн | Ан | Фн)) = (Фн | [ Ан,Нн ] | Фн)- Pošto је ovo brojna jednakost, ona 
je invarijantna pri prelasku na Schrddinger-ovu sliku: гћ^((фн | A | фн)) = (фн | [ А,Н ] | фн)- 
Zamenjujući ( [ А,Н ] ) iz poslednje jednakosti u nejednakost (4.2.3), doiazirno do ААЛН > }ћ\ gto 
pomoću (4.2.1) odmah ima (4.2.2a) za posledicu. Q. E, D , 

Nejednakost (4.2,2a) važi za svaku pogodnu opservablu A i to sa istorn vrednošću AH. Stoga 
možemo zamisliti skup {т^ | УА} po pogodnim opservablama i definisati 

Т = f inf{T 4 I vi}, 


(4.2.4) 



4.2. RELACIJE NEODREDENOSTI ENERGIJE I VREMENA 


115 


gde ”inf” označava infimum ili najveću minorantu tog skupa. Pošto je т (kao infimum) ili jedan 
od Т|, ili je lirnes ovakvih veličina, iz (4.2.2a) sleđi 

(4.2.5) 

i, prerna torne, т > 0. Očigledno, т je teorijski najpogodnije minimalno karakterističrro vrerne 
za kvantni sistem u stanju | ip(t) ). Izraz (4.2.5) predstavlja relaeije neodređenosti energije i 
vrernena u podvarijarrti (a.2). 

4.2.4 Merenje energije 

Zarriislimo da irnarno jedarr prostorni ansambl kvantnih sistema, na prirner jednu tz\ r . rnetu od 
atornskih jezgara i da želirno da izmerimo energiju tih jezgara. Morarno da bornbardujerno rnetu 
snoporn čestica, pa da izvučemo traženu informaciju iz interakcije tih čestica sa jezgrima. 

Snop čestica u svojstvenom stanju impulsa, opisan ravnim talasorn, predstavljao bi realizaciju 
potpuno monohromatskog ili monoenergetskog ansambla čestica, ali svaka od tih čestica bi bila 
potpuno nelokalizovana (uporediti (4.1.12)) i njom ne bismo mogli pogoditi jezgro. 

Da bi došlo do pogađanja inete, moranio, kao što se kaže, kolimirati snop čestica, tj. propustiti 
ga kroz đva paralelna otvora i nanišaniti s njini na nietu. Tako u stvari prepariramo talasni paket, 
u kojem su koherentno pomešana rimoga stanja sa različitim oštriin vrednostima impulsa. Pošto 
je H = 2 ™p 2 , to znači da irnarno nestacionarno stanje sa neodređenošću energije AH > 0. 
Neodređenost sa kojorn ćerno izmeriti energetski nivo jezgra očigledno ne rnože biti nranja od 
ovog AII. 

Neka je ,-r-osa postavljena duž kretanja srmpa čestica. Trajanje interakcije između čestica 

i jezgara ne rnože biti marrje nego što je rninimalno karakteristično vrerrie т^ za pomeranje 
lokalizacije čestice duž т -ose. 

Znači, ako sa AE i Ат obeležimo neodređenost u izmerenoj energiji jezgra odnosno najkraće 
trajanje samog merenja, iz AE > AH i Д т > т$ sledi 

АЕАт > AHt £ > ћ/ 2. (4.2.6) 

Kao što smo rekli, iz teorije nestacionarnih procesa izvodimo zaključak, koji je potvrđen em- 
pirijskim činjenicama, da ”širina” energetske raspodele i minimalno trajanje inerenja te raspodele 
zadovoljavaju relacije neodređenosti vida (4.2.6). 

4.2.5 Sirina energetskih nivoa 

Već sino isticali činjenicu da je kod svih kvantnih sistema saino energetski nivo osnovnog stanja 

(tj. najniži riivo) stabilan, svi ostali, pobuđeni, nivoi su nestabilni i riužno se pre ili kasnije 
deekscituju (uporediti ođeljak §3.4.10). 

Univerzalna je ernpirijska činjenica da pogodno defmisana ” širina” pobuđenih nivoa AE i 
poluživot 4 ' 2-2 raspadanja ti zadovoljavaju relaciju 

АЕц > K (4.2.7) 

4 - 2 - 2 Kao što je poznato, poluživot ili period poluraspadanja ri je dužina vremenskog intervala u kojem broj 
kvantnih sistema spadne rra polovinu. Lako se rnože pokazati da je ri = = 0-6031 . gde je Л tzv. konstanta 

raspadarrja. Dakle, ri i Л su ekvivalentne veličine, obe karakterišu brziriu kojorrr se kvaritni sistern raspada. 


тАН > Џ 
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tj. predstavljaju neku vrstu stanja rninirnalne neodređenosti energije i vrernena. Dakle, nivoi 
sa manjom širinom (”bolje definisani”) žive duže, tj. sporije se raspadaju. Siri (ili ”slabije 
definisani”) nivoi, nasuprot torne, žive kraće, tj. raspadaju se brže. 

Treba zapaziti da se u slučaju deekscitacije radi o emisiji čestica (obično fotorra), a ne o pome- 
ranju distribucija verovatrroća za razne opservable A, kao kod stabilnih kvantih sistema. Zato se 
Т| ili т ili Ат iz paragrafa § 4.2.3 i § 4.2.4 moraju zamerriti drugim rninimalnim karakterističnim 
intervalom vremena za proces raspadanja kvantnog sistema. Poluživot ri je takva veličina. 

Sto se tiče osnovnog stanja, ono je večno ako je izolovano, kao što srno rekli. lako energetski 
nivo osnovnog stanja irna širinu nula, tj. irria oštru vrednost, to u suštini ne protivureči relaciji 
(4.2.7). Nairne, ako bismo prediktivnirn rnerenjem rnerili energiju osnovnog stanja (a sanio za 
prediktivno merenje važe relacije neodređenosti, uporediti § 4.1.6), rnorali bismo vršiti ” nega- 
tivno” merenje (uporediti § 2.4.10), tj. morali bismo zaključivati po tome što nema emitovane 
čestice da je sistem još neraspadnut. Ali da bismo bili sigurni da je sistem stabilan, a ne samo 
da je tiV>1, morali bismo meriti beskonačno dugo. 


4.3 Mešano stanje i kvantna statistička fizika 

U ovonr odeljku posvetićemo pažnju problemu kako cla se tretira rnešano stanje na najpraktičniji 
način u kvantnoj fizici. Analizom sarnog pojrna mešanog stanja pokazaćemo da je najpogodniji 

matematički objekat za njegovo opisivanje u formalizmu kvantne mehanike statistički operator 
ili matrica gustine. Formulisaćemo i dokazati teoreme koji će omogućiti da statistički operator 
bude u punoj meri pandan vektoru stanja i tako ćemo, ukratko ali zaokrugljeno, prezentovati 

osnovne ideje kvantne statističke fizike, kako se naziva uopštenje kvantne mehanike na mešano 
stanje. 


4.3.1 Mešano stanje 

Sa opštirn pojrnorn mešanog statističkog ansambla, koji obuhvata nehomogene i homogene an- 
sarnble, upoznali srrio se u § 1.4.12. U slučaju kvarrtrrih sistema, rnešarri arrsarrrbl se dobija 
rriešanjerrr homogerrih kvairtnih ansarnbala. U analogiji sa specijalnirn slučajern čistih ansarn- 
bala, rnešani kvarrtrri ansambl zvaćemo kratko rnešanim stanjem. Ako su od porrrešarrih čistih 
starrja bar đva različita (neekvivalerrtrra) , orrda irrramo nehomogerro ili mešano stanje u užern 
smislu. Inače imamo trivijalno mešano stanje, tj. čisto stanje. 

Naineće se pitanje da li postoje pogodni materrratički objekti u Hilbert-ovorrr prostoru starrja, 
kojima bismo mogii na jednostavan način da opisujemo mešana stanja. Ako takvi entiteti postoje, 
onda moramo utvrditi: 

1) kako se iz njih izračunavaju verovatnoće rezultata rrrerenja; 

2) kako se iz rrjih izračurravaju sredrrje vređnosti opservabli; 

3) kako se ti objekti rrrenjaju u vrerrrerru; 

4) kako se ti objekti rrrerrjaju pri rrrererrju. 
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4.3.2 Pojam verovatnoće kao putokaz 

Pretpostavimo da imamo K čistih kvantnih ansarnbala sa po Nj., k = 1,2, . . . , K , kvantnih 
sistema u njirna. i pretpostavirno da srno sve to ujediriili (pomešali) u jedan jedini nadarisambl 

od N = f J 2 k=i sistema, koji je naše inešano stanje. 

Neka je data jedna opservabla A i jedna njena diskretna svojstvena vrednost a n . Znamo da 

izračunamo verovatnoću v n< k da pri merenju A dobijemo a n u čistom stanju k. Pitamo se kolika 
je verovatnoća v n istog kvantnog događaja u našem mešanom stanju. 

Tražena verovatnoća v n je po samoj definiciji verovatnoće iz § 1.4.5, s tačnošću do limesa, 
jednaka relativnoj frekvenciji Џ J2k=i n ki gde je гц, broj kvantnih sistema u fc-torrr čistom stanju 
u kojirna se događaj desio: 



k = 1 


д т 

'Њк 

Inn > — - — - 

N-AOO^ N N k 

k =. 1 


E lim 

ЛГ-> oo 


N k 

N 


n k 


lim хт 

Nk~>oo Д' 


(4,3.1) 


U poslednjem koraku smo se koristili činjenicom da N = N k -» oo, tako što svaki sabirak 
N k -» oo, jer i u podansamblima k = 1, . . . ,K broj sistema mora da teži beskonačnosti (đa bismo 

mogli preći sa relativnih frekvenci na verovatnoće). Odnosi Џ- '= w k , tzv. statističke težine 4 ' 3 ' 1 , 
ostaju nepromenjeni pri N k -> oo, Vk (to je deo definicije pojma mešanja, uporediti sa § 1.4.12), 
tako da je Итдг-^оо Џ- = w k . 

Na taj rračin srno izveli forrnulu od velikog značaja: 


^k^n.k 


(4,3,2) 


(jer je v n>k = limjv fc _ >00 j^), koja iskazuje da je verovatnoća u mešanom stanju jednaka usrednje- 
nim verovatnoćama u čistim stanjima koja su pomešana. 


4.3.3 Statistički operatori 

Sada možemo pristupiti traženju matematičkih objekata koji rrmgu da posluže za opisivanje 
mešanih stanja. Neka su | ф к ) e Ћ, k = 1,2, ... ,K, stanja koja su implicitno figurisala u 

prethodnom odeljku. 

Podsetimo se da smo u postulatu o verovatnoći imali jednakosti 

^n.k ~~~ A, фк) (.Фк I F n | ty k ) 1 1 Pn Vk 1 1 ) (4.3.3) 

gde je P n svojstveni projektor od A, koji odgovara diskretnoj svojstvenoj vrednosti a n . Vidimo 
da nas nikud ne bi dovelo prosto zamenjivanje poslednjeg ili predposlednjeg izraza iz (4.3.3) u 
(4.3.2). Potrebna je izvesna izmena u formuli za verovatnoću, koja će, na rreki način, kvadratnu 
zavisnost od ф к pretvoriti u linearnu zavisnost. 

Lema 4.3.1 Verovatnoća određenog mernog rezultata može da se piše i u vidu 

v(a n , A, ф к ) = Tr | ф к )(ф к | P n , (4.3.4) 

gde ”Tr označava trag operatora. 


4 ' 3-1 Statističke težine se obeležavaju sa w k , po engleskoj reči weight (Čitati: vejt), težina. 



118 GLAVA 4. RELACIJE NEODREĐENOSTI, MESAVINE I PROBLEM DVE CESTICE 


Dokaz: Za izračunavanje desne strane od (4.3.4) uzmimo bazis {| ) = | фк), ■ ■ ■ \ Фг ) •• • | i = 2, 3, . . .} С %. 

Odrnah sledi da је desna strana: DS = I (I Фк ){Фк I )P n I Vi ) = {' Фк \ P n I Фк ) = v n ,k- Q. E. D. 

Zamenjujući (4.3.4) u (4.3.2) đolazimo do jednakosti 


v n 


Wk Тг | фк){Фк I Pn = Tr ( w k | Фк){Фк \)P n 


(4.3.5) 


iz čega sledi da je traženi matematički objekat operator 4-3 - 2 : p = Y k Wk I V’fe ){Фк |- 

Proučimo osobine ovog entiteta. Očigledno je р linearni operator u %. Iz w k = Цф i N = 

Y k Nk sledi w k > 0, Vk, Y k Wk = 1» a t° su osobine koje karakterišu distribuciju verovatnoće 
(uporediti 1.4.1). 

Za proizvoljni vektor | ) G % iinarno 


{<P I P I Ч>) = I C} 2 Wk I Фк){Фк 

k 


ч>\ 


k 


Wk\{ V | фк ) | 2 > 0- 


(4.3.6) 


Poznato je da se operator A koji ima osobinu da je njegova očekivana vrednost uvek nenegativna, 
{<р | A | p ) > 0, V | ip ) € H, zove pozitivni operator (po starijoj terminologiji se zove pozitivno 

semidefinitni operator 4 ' 3 ’ 3 ). Najzad, Tr Y k Wk I Фк ){Фк |= J2k Wk T ;r I Фк ){Фк 1= Yk Wk = 1- 
Dakle, radi se o poziiivnom operaioru, jediničnog traga, koji je i svugde definisan (u %). 

Našavši potrebne uslove za naš entitet, morarno se osveđočiti da su oni i dovoljni. U torne će 
nam pomoći sledeći stav, koji se dokazuje u teoriji Hilbert-ovih prostora. 

Stav 4.3.1 Svaki svugde definisan pozitivni operator p jediničnog traga irna čisto diskretan spek- 
iar. 

Neka je p proizvoljan svugde definisani pozitivan operator jediničnog traga. Na osnovu Stava 
S 4.3.1 spektralna forma ovog operatora može da se piše u vidu 


(4.3.7) 


(može biti i više jednakih r n za različite n). Naravno, ( Хп I Хп') = <W i Yh n I Xn){Xn 1= /• 
Zbog {хп | P | Хп ) = r n > 0, Vrr, i Trp = Y n r n = sve svojstvene vrednosti r„ od p 
pripadaju intervalu [0, 1] i sabiraju se u jedinicu. To je potreban i dovoljan uslov za distribucije 
verovatnoće ili statističke težine. Prema tome, (4.3.7) možemo interpretirati tako da se p rnože 
dobiti mešanjem stanja | %„), n = 1, 2, . . ., a r n da su odgovarajuće statističke težine. (Pri torne 
je praktično ispustiti sabirke sa r„ = 0.) 

Na osnovu Stava S 4.3.1, formule (4.3.7) i njenih posledica vidimo da su svugde definisani 
pozitivni operatori p jediničnog traga upravo entiteti koje tražimo. To su tzv. statistički operatori 
ili matrice gustine (razlog za ovaj sinonirn videti niže u primedbi 4.3.7). 

Na kraju paragrafa, možerno konstatovati da se svaki statistički operator može napisati u vidu 
p = Yj k w k | ф к ) {ф к |, kao gore. Pri torne pomešana stanja | ф к ) rirogu i ne moraju biti ortogonalna 

4 - 3 2 Često se umesto Јј к Wk I Ф к ){Фк I Pjše Yk I Фк )м к {Фк I- 

4-3 ‘ 3 Ако је {р | А | џ>) > 0, V | џ>) G Н, kaže se da је А striktno pozitivan, ро starijoj terrninologiji pozitivno 
definitan. Treba napomenuti da se 11 kvarit ш> rneiiarii čko j literaturi eesto koristi samo termin ”pozitivno definitan” 
za slučaj sa ”>” kao i sa ”>”. 


p = Yn r n I xn){v 
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(kao u (4.3.7)). Čitaocu je verovatno očigleđno da, strogo govoreći, fizičku interpretaciju (entiteta 
u formalizmu koji predstavlja mešano stanje) imaju sarno statistički operatori sa konačno mnogo 
različitih pozitivnih svojstvenih vrednosti, jer se u laboratoriji rnože pomešati sarno konačno 
mnogo čistih ansarnbala, Radi rnatematičke zaokrugljenosti radirno sa klasorn svih statističkih 
operatora 4 3-4,4 - 3 ' 5 u H. 


4.3.4 Kvantna statistička fizika i izračunavanje verovatnoća 

Као što smo do sada irrrali mnogo prilika da se ubedimo, kvantna mehanika irna dva osnovna 

objekta: čisto stanje i opservablu. Grana fizike u kojoj se mešano stanje pojavljuje umesto čistog 
stanja naziva se kvantna statistička fizika. Analogno, u klasičnoj statističkoj fizici se proučavaju 
mešani ansambli klasičnih sistema. 

Na osrrovu rezultata prethodnog paragrafa, sada smo u stanju da formulišemo dva (već doka- 
zana) teorema koji predstavljaju kvantno-statističke pandane Postulatu I (o stanjima), odnosno 
Postulatu III (o verovatnoćama) . 

Teorem 4.3.1 Svako mešano stanje opisuje se nekirn statističkim operatorom u prostoru stanja 
H i obratno, svaki statistički opemtor u H u principu opisuje neko mešano stanje. 

Na osnovu ovog Teorema, upotreblj avaćemo termine ”statistički operator” i "mešano stanje” 
kao sinonime. 


Teorem 4.3.2 Verovatnoća v([a, b ], A, p) da se dobije rezultat iz unapred zadatog intervala [a, b 
pri merenju opservable A u rnešanorn stanju p izračunava se po formuli 


( 4 . 3 . 8 ) 


gde je Р[ а ц(А) spektralna rnera intervala [a, b\ po opservabli A (definisana je sa (2.1.4) za čisto 
diskretan spektar , a sa (2,3,17) u opšiem slučaju) 4 ' 3 * 6 . 

Vratimo se Teoremu T 4 . 3 . 1 , koji, iako jednostavan, iziskuje dve napomene. Statistički ope- 
rator p je jednoznačno određen kad je dat rnešani kvantni ansambk za razliku od vektora stanja, 
koji je određen s tačnošću do faznog faktora kad je dat čist ansamhl. Obratno, ako je dat 
statistički operator /3, čista stanja koja su pomešana u dotičnom mešanom stanju nisu data jed- 
noznačno , Ali na osnovu Teorema T 4.3.1 i T 4.3.2 dva mešana stanja se smatraju jednakim u 
kvantnoj statističkoj fizici ako i saino ako se opisuju istiin statističkim operatorom p. 

4 ‘ 3 ’ 4 * U stvari, kao što ćerno se uveriti u sledećern odeljku, i statistički operatori sa beskonačno mnogo različitih 
pozitivnih svojstvenih vrednosti imaju fizičkog smisla pri opisivanju podsistema složenih sistema u čistom koreli- 
sanom stanju (uporediti korolar K 4.4.1). 

4 - 3,5 * Citalac se možda pita ne m.ože li se p sa beskonačno innogo različitih svojstvenih vrednosti predstaviti kao 
mešavina, tj. /3 ------- Y)k Wk I 'Фк )(Фк |? konačno mrmgo neortogonalnih stanja | фк )• Odgovor je ”ne”, jer se 

može pokazati da skup {| фк ) | Vfc} pomeriutih vektora obrazuje oblast likova od р, A pomenuti p očigledno ima 
beskonačno-dimenzionalnu ohlast likova (nju obrazuju | Хп )-°vi u (4.3.7)). 

4 .3.6podsetimo se da se pod tragorn rnogu vršiti ciklične perrnutacije operatora. Prerna touie, desna strana od 
(4.3.8) bi mogla takođe da glasi Tr Р\ а д(А)р. Podsetimo se takođe da se u Postulatu III (pa prema torne i u 
teorernu T 4.3.2) zatvoreni interval rnože zameniti intervalom biio kog drugog tipa. 


?;([a, b], A, p) = Tr рРџд (A) 
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Zadatak 4-3.1 Neka su | ф \ } i | Ф 2 ) dva ortogonalna stanja i neka je p=\ \ ф\ )0 ; i \ I Фи ){Ф 2 I- Pokazati 
da ma koja druga dva ortogonalna stanja | џ>\ ) i | '-р-г ), ako obrazuju isti potprostor kao | Ф\ ) i | ф 2 ), i ako se 
pomešaju na isti način, р' = | | p>i ){p>\ \ +^ \ <fi 2 ){<p 2 |, daju isto mešano stanje, tj. /3' = p. 

Neka је | ф х ) iz prethodnog Zadatka stanje linearne polarizacije fotona duž x-ose, a | ф 2 ) 
neka je analogno stanje duž у- ose (foton se prostire duž 2 -ose). Neka su | <р г ) i | ip 2 ) analogna 
stanja linearne polarisanosti fotona duž x'~, odnosno у '- ose (z' = z), pri eernu je koordinatni 
sistem zarotiran oko 2 -ose za neki ugao. Operator p = p ' iz Zadatka, u ovorn slučaju, opisuje 
mešano stanje potpune nepolarisanosti, kada foton ”ništa ne zna” o našem izboru х- i у- ose. 

Postulati II i V (o opservablama, odnosno o kvantizaciji) zajednički su za kvantnu mehaniku 
i kvantnu statističku fiziku. Isto važi za Postulat IV (o pojedinačnim kvantnim sistemima). 
Posledica Postulata VI (o zakonu kretanja) biće proučena u §4.3.7. 

Zadatak 4-3.2 Pokazati preciznim rezonovanjen da je oštra vrednost a n opservable A u mešanom stanju p 
ekvivalentna torne da svaki pojedinačni kvantni sistem u ansamblu p irrra vređnost a n od A. 

Zadatak 4-3.3 Dokazati pomoću razlaganja (4.3.7) statističkog operatora da selektivno prediktivno merenje 
nedegenerisane svojstvene vrednosti a m opservable A (ili neđegenerisanog niza svojstvenih vrednosti ai, a 2 , ■ . ■ , ap 
kompletnog skupa kompatibilnih opservabli Ai, A 2 , . . . , Ap) nužno daje čisti kvantni ansambl opisan svojstvenim 
vektorom | m) (odnosno | oi...ap)), koji odgovara svojstvenoj vrednosti a m od A (odnosno oi, ...,ap od 
.4] , . . . , Ap). U stvari treba elaborirati dokaz teorema T 2.4.1. 

Vredno je posebno Istaći dva ekstremna slučaja od (4.3.8). Neka je a n nedegenerisana dis- 
kretna svojstvena vrednost od A. Onda verovatnoča da se dobije određeni rezultat a n pri mere- 
nju opservable A u stanju p sledi iz (4.3.8), stavljajući urnesto [ a.b ] interval [a n ,a n \. Projektor 
P[a,b](A) se svodi na | a n )(a n |, gde je, naravno, A \ a n ) = a n | a n ). Stoga je 



(poslednji когак može da se vidi analogno kao u dokazu lerne L 4.3.1). 

Zadatak 4-3-4 Ako je a n degenerisana diskretna svojstvena vrednost od A sa P n kao odgovarajućim svojstvenim 
projektorom, pokazati da se (4.3.8) svodi na 

v(a n , A, p) = Tr pP n . (4.3.10) 

Drugi ekstrerrmi slučaj imamo kad interval [a, b] pripada samo kontinualnom spektru opser- 
vable A, tako da je Р\ а д(А) = \ s)ds(s |, gde su | s)(s | uopšteni svojstveni projektori od A, 

koji odgovaraju kontinualnim svojstvenim vrednostima s E [a, b]. Onda se (4.3.8) svodi na 

,3.11) 


Kao i u slučaju čistog stanja (uporediti (2.3.18)), izraz 

p(s, A, p) = f Tr р | s)(s |= (s | p | s ) 

interpretira se kao gustina verovatnoće 4 " 17 . 

4 ' 3,7 Sad rnožemo ra,zumeti zašto se statistički operator p naziva i matricom gustine. Naime, izračunavanja se 
obično vrše u nekoj reprezentaeiji, tako da p postaje rnatrica p. Ako je to, na, primer, koordinatna reprezentaeija 
(koja se najčešće koristi), onda se, na prirner, za jednu česticu pojavljuju kontinualni matrični elementi p( r, r') = 
(r | p | r' ) od matrice />. Pri torne dijagonalni elernenti p(r, r) imaju, na osnovu (4.3.11), fizički srnisao gustine 
verovatnoće nalaženja čestice oko r. 


(4.3.12) 
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4.3.5 Kvantna mehanika kao podoblast kvantne statističke 
fizike 

Као što smo viđeli u paragrafu §4.8.1, mešaria starija se definišu inkluzivno, tj. obuhvataju kako 
mešaria stanja u užerir srnislu tako i čista starrja. Prema torne, i kvantna mehanika, kao nauka o 
čistim stanjima, mora biti podoblast kvantne statističke fizike, nauke o mešanim stanjima. 

Sledeća dva kriterijuma poinažu nain da prepoznamo čista stanja, opisana projektorima pra- 
vaca | ф)(ф |, u kontekstu mešanih stanja, opisanih statističkim operatorima /3. 


Teorem 4.3.3 Mešano stanje p je čisto stanje ako % sarno ako je operator p idempotentan: 

'(? = p. ( 4 . 3 . 13 ) 


Dokaz: Potrebnost je očigledna (svaki projektor, pa i projektor pravca, je idempotentan). 

Dovoljnost sledi iz toga što su svojstvene vrednosti p (projektor) 1 ili 0; kako mu je trag 1, ima jednu svojstvenu 
vrednost 1, a ostale 0. Q. E. D. 

Zadatak 4-3.5 Pokazati da je mešaiio stanje p u stvari čisto stanje ako i samo ako je 


Tr p 2 = 1. (4.3.14) 

Zadatak 4-3.6 Pokazati da se osnovna formula (4.3.8) u slučaju čistog stanja p =| ф )(ф | svodi na formulu 

v([a, b], A, ф) = ||P[ 0i 5 ; (..4)|| 2 iz Postulata III. 

4.3.6 Srednja vrednost 

Vratimo se našern programu izloženom u paragrafu §4.3.1 i uoeirno da je na redu tačka 2). 

Teorem 4*3*4 Srednja vrednost proizvoljne opservable ,4 u proizvoljnom mešanom stanju p 
izračunava se po formuli 

(4.3.15) 


Dokaz: Kao što zriarno, najopštija opservabla A irria spektralnu forrmi koja glasi A = a n P n + | s)s(s | d s 

(videti (2.3.14)). A rezultati merenja, kao što nam je takođe poznato, mogu biti samo diskretne svojstvene 
vrednosti а Пђ Vn i intervali iz kontinualnog spektra \p,t\. Srednja vrednost ( A ) je onda, po sarnoj suštini tog 
pojma (videti (1.4.66) i (1.4.7)): 


{ i ) = Tr pA 


(A) 


v(a n , i, p) + / s p(s , i, /3) d s. 


(4.3.16) 


Formula (4.3.10) daje v(a n ,A,p) = Tr рР Пђ a iz (4.3.12) irnaino p(s,A,p) = Tr p | s)(s |. Kad to zamenimo u 
(4.3.16), dolazimo do jednakosti ( A ) = Trp(J]:, n a n P n + | s)s(s | d s) ------ Trpi. Q. E. D. 

Zadatak 4 V?. 7 Pokazati da se opšta formula (4.3.15) svodi na ( A ) = {■ ф | A | ф) ako /3 =| ф)(ф |, tj. ako: је р 
čisto stanje. 
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Napomena 4.3.1 U klasičnoj mehanici jedne česiice , na primer, analogon statističkog operatora p 
je (nenegativna) gusiina verovainoće p(r,p), normimna na 1 u faznorn prosioru: f j p(r, p)drdp ----- 1. 
Za klasičnu varijahlu A(r,p) imamo analogon fornmle (4-3.15) u vidu A = j j p(r, p)A(r, p) dr dp. 
Klasičan analogon spektralne rnere intervala, tj. projekiora P^^(A), je tzv. karakteristična funkcija 
P)' 0](i je po definiciji jednaka 1 u svakoj tački faznog prostora u kojoj vrednost varijahle A( r, p) 

pripada iniervalu [a,b\, inače je nula . Onda je v([a,b\,A,p) = f f р(г ђ р)ш!)ц dr dp. Kao šio vidimo, 
formalna sličnost kvantno-statističkih formula sa klasičnim pandanima je veća nego sličnost osnovnih 
kvantno-mehaničkih formula sa odgovamjućirn klasičnim jednakostima . 


4.3.7 Vremenska evolucija 

U rešavanju tačke 3) iz paragrafa §4.3.1 odlučićemo se za Sehrodinger-ovu sliku. Onda, kao što 
znamo, | фЏ) ) = U(t — to,to) I ФЏС) ) ili za braove (u(t) |= (Ф(Ц) \ U^(t — to,to). Pošto u svakom 
trenutku t mešavinu čistih stanja opisuje statistički operator, tj. p(t) = Ylk Wk I Ukif) )(Фк(С |, 
očigledno sledi 

(4.3.17) 

Postavlja se pitanje kako glasi diferencijalni vid zakona kretanja za statistički operator. Ana- 
logan problem smo rešavali kada srno izvodili diferencijalni vid kvantno-mehaničkog zakona kre- 
tanja u Heisenberg-ovoj slici, (3.3.5a). Analognim rezonovanjem proizlazi 


(4.3.18) 


Zadatak 4*3*8 Pokazati da se za konzervativni sistem (4.3.18) može dobiti na osnovu (4.3.17), kao forrnalni 

specijalni slučaj pornermtog zakona kretanja (3.3.5a), ako pretpostavimo da je p(t) opservabla u Heisenberg-ovoj 
slici, koja u Schrodinger-ovoj slici ne zavisi od vrernena. 


th^Ć = [H(t),p(t)} 


p(t) = u(t - t 0 , io)p(to)lP(t - to, to) 


Zadatak 4*3*9 Pokazati da pri vremenskoj evoluciji eisto stanje uvek ostaje čisto, a mešano u užem smisiu 
ost a j e nehomogeno . 


4.3.8 Promena mešanog stanja pri merenju 

Rešenje tačke 4) iz paragrafa § 4.3.1 formulisaćemo u sleđećem teoremu. 

Teorem 4.3.5 Neka je p proizvoljno rnešano stanje, a Л proizvoljna opservabla sa čisto dis- 
kretnim spektrom 4 * * * - 3 ' 8 , koja irrta spektralnu formu Л = a n P n (n ф n' =>• a n Ф a n >). Idealno 
selektivno merenje svojstvene vrednosti a n , n = 1,2, . . . opservable Л prevodi p u mešano stanje 


P 


/ 

П 


PnPPn 

Tr pP n 


(4.3.19) 


4 ’ 3 * 8 Ako merirno tačne vrednosti opservable A neselektivnim merenjem, onda opservabla rnora irnati čisto diskretan 

spektar; dmgirn rečima, što se egzaktnog rnerenja tiče, ovo je najopštiji slučaj opservable. Kao što znarrm (§2.3.3), 

u kontimralnorn spektru neke opservable B rnožerno da vršimo sarno rnerenja intervala. Za svako takvo rnerenje 

nije teško konstruisati iz B opservablu sa čisto diskretnirn spektrom na čije tačno merenje se svodi pomenuto 

intervalno rnerenje od B (po želji, videti str. 220 u krijizi von Neumann-a, referenca u 2.5.4). 



123 


4 . 3 . MESANO STANJE I KVANTNA STATISTICKA FIZTKA 


ako je v{a ni Acp ) > 0. 
promerm stanja: 


Za razliku od toga , neselektivno prediktivno merenje izaziva sledeću 


P ^ P /Д T n pT n • 


(4,3.20) 


Dokaz: Dat u Dodatku §4.3.11; rnada je u svakom koraku elementaran, sve skupa je dosta složen. Q. E. D. 


Zadatak Ј.ЗЛО * 

a) Dokazati da su operatori p ! n iz (4.3.19) i p ! iz (4.3.20) statistički operatori. 


b) Dokazati da u prvom od njih ansainbl ima oštru vrednost a n opservable A. 

c) Dati fizičku interpretadju identiteta ]Г П P n pP n YĆI n T r (pK) 'frl'F'" (P r ™ zna či da na desnoj strani sumi- 

ramo po indeksima za koje je Tr pP n > 0). 


Zadatak Ј.ЗЛ1 * Neka je projektor P opservabla kompatibilna sa merenom opservablom A i neka mešano 
stanje p ima oštru vrednost 1 od P. 

a) Pokazati da stanje p> iz (4.3.20) i stanje p n iz (4.3.19) imaju takođe istu oštru vrednost. 

b) Interpretirati rezultat pod a) kao i rezuitate pod b) i c) u prethodnom zadatku u kontekstu formula (4.3.19) 

i (4.3.20), definicije D 2.4.1 pojma prediktivnog merenja, kao i pojma selektivnog i. neselektivnog inerenja 
iz paragrafa § 1.4.14. 


Zadatak Ј.ЗЛ2 * Pokazati da se mešano stanje p ne menja pri neselektivnom prediktivnorn merenju opservable 
A ako i samo ako važi 

[ p,A ] - 0, (4.3.21) 

tj. ako je, kao što se kaže, stanje kompatibilno sa merenom opservablom. (Indikacija: Koristiti stav S 2.4.2.) 


Zadatak Ј.ЗЛЗ Na koje prostije formule se svode (4.3.19) i (4.3.20) ako je spektar opservable A prost? 


Zadatak Ј.ЗЛЈ Neka su projektori I\ i P 2 kompatibilni kvantni događaji, tj. [ P\,P 2 ] = 0. Pokazati da za 
proizvoljno rnešano stanje p važi 

u(l, рЛЈ) = v(h Д , p)v(T A,#), (4.3.22) 

ako je p[ ------ NAM stanje u koje p prelazi pri idealnom selektivnorn merenju vrednosti 1 od P\ (pod pretpostavkorn 

da je u(l,Pi,p) > 0). Poslednja verovatnoća u (4.3.22) je uslovna verovatnoća , a (4.3.22) je uopštenje formule 
(2.4.12) na rnešano stanje. 


Zadatak 4.3Л5 Pokazati da iz P 2 < P\ sledi: 


v(lj\p) = V (l,Pi,pMl,P 2 ,pi), (4.3.23) 

gde je p proizvoljno mešano stanje, a p[ isto što I u prethodnom Zadatku. Izraz (4.3.23) je uopštenje formule 
(2.4.13) na mešano stanje. 
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4.3.9 Entropija kao mera nedovoljnog poznavanja sistema 

Videli smo u paragrafu § 2.1.1 da čisto stanje predstavlja maksimalno moguće precizno poznavanje 
trenutnih osobina kvantnog sistema (bar za kvantnog fizičara). Međutim, u mešanorn stanju u 
užem smislu ne znamo u kojem se od pomešanih čistih stanja pojedinačni sistem nalazi; čak ne 
znamo ni koja su čista stanja pomešana, §4.3.4. Dakle, u mešanom stanju se pojavljuje jedan 
subjektivni moment: opserver nedovoljno poznaje trenutne osobine kvantnog sistema. 

Kao kvantitativna mera nedovoljnog poznavanja sistema obično se uzima tzv. entropija: 

S = -kTr(p]np), (4.3.24) 


gde je k Boltzmann-ova konstanta. 

Ako statistički operator p izrazimo u spektralnoj formi (4.3.7) i izračunavanje traga izvršimo 
u svojstvenom bazisu {\Xn) | Vn} od p, onda (4.3.24) prelazi u 


S 


k / T n \li т п 


n 


(4.3.25) 


(za r n = 0, ln r n nije definisano, ali zbog rmltosti prvog faktora u sabirku, to i nije važno, sabirak 
je svakako riula) . 


Zadatak 4-3.16 Pokazati da je u slučaju čistog stanja entropija nula, a inače pozitivna. 


4.3.10 Kanonički ansambl 

Kada je kvantni sistem u termodinamičkoj ravnoteži sa okolinom na temperaturi T , onda je 
njegovo stanje mešano, naziva se kanonički ansambl (kao i u klasičnoj fizici) i glasi 

P = ’ (4.3.26) 


gde je Z(T) konstanta normalizacije, H hamiltonijan sistema, a k Boltzmann-ova konstanta. 

Iz Tr p = 1 sledi 

Z(T) = Tre"w. (4.3.27) 

Z(T) je tzv. particiona funkcija ili statistička suma. U mnogirn važnirn formulama statističke 
fizike particiona funkcija u izvesnoj rneri preuzima ulogu statističkog operatora pošto je prostiji 
objekat: brojrra funkcija temperature. 


Zadatak 4-3.17 Neka H ima prost, čisto diskretan spektar sa spektralnom formom. II = En | Фп){Фп 
Poka,zati da je tada Z(T) = ex P(~“pf ) 1 P = z(t) ex P(~”||f ) I Фп ){Фп I- Kako se u torrr slučaju mogu 
konkretnije napisati izrazi (4.3.26) i (4.3.27)? 
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4.3.11 * Dodatak — dokaz teorema 5 

U teoremu T 2.4.4 smo videli da čisto stanje | ф ) pri idealnom selektivnom merenju a n od A 
prelazi u čisto stanje: 

=L^=P n \iP), (4.3.28) 

(Ф | Pn I Ф ) 

ako je v(a n , A, | ф)) > 0. To je bila posledica definicije D 2.4.1 idealnog merenja. 

Izraz (4.3.19) i desnu stranu od (4.3.20) izvešćemo iz (4.3.28) i to obrnutim redom: prvo 
(4.3.20), pa (4.3.19). 

Napišimo p kao smešu čistih stanja p = I Фк )(Фк I- Neka torne odgovara razlaganje 

ansarnbla od N sistema (koji je opisari sa p) na čiste podansamble sa po sistema (opisanih 
sa | фк )), k = 1,2, . . tako da imamo N = N k . Na osnovu (4.3.28) znamo da će k-ti čisti 


Рп\фк / 


= ako je v(a n , .4, ф к ) 


podansambl pri selektivrrorn rnerenju a n od A preći u stanje — - — — 

V { Фк \ Pn S Фк ) 

(Фк | Р п I Фк) > 0. Na jeziku statističkih operatora urožerno rrapisati da u ovoin slučaju | Фк){Фк 
prelazi u 

Pn | Ф 'i: ) фрк | P'n 


(Фк I P'ti | Vk ) 


(4.3.29) 


Kao sledeće, izračunajmo kako se u neselektivnom merenju opservable A menja čisto stanje 
| ф к )(фк |. Pošto je (фк | P n | фк ) = v(a n , A, фк), to je istovremeno i statistička težina 
podansambla (4.3.29) (koji irna oštru vrednost a n od A) u tražerrom ukupnom ansarnblu. Prerrra 
torne, pri neselektivnom merenju | фк ) (фк | prelazi u 


(Фк I Pn | Фк ) 


Рп\Фк)(Фк\ Pfl 

(ppk | Р П У'к ) 


Pfi | Фк)(Фк I Pn- 


(4.3.30) 


Prvi zbir je sarrio po n za koje je (фк \ P n \фк) > 0, drugi je po svirrr n, jer ako je ovaj broj nula, 
dotični sabirak u poslednjem izrazu u (4.3.30) se svodi automatski na mrlu. 

Da bismo zaključili u šta prelazi polazno mešano stanje p = Ylk w k I Фк ) (Фк | 5 treba samo da 
sakupimo podansamble (4.3.30) u nadansambl sa statističkim težinama Wk 


Ek- 
N ' 


Wk E i ^ i = И p npPn = ф 


(4.3.31) 


Pošto smo izveli (4.3.20), analizirajmo p'. Usled (<p \ P n pP n | <p) = ((<p \ P n )p(P n | <p)), V | <p) G 
%, pozitivnost operatora p povlači isto i za P n pP n . Dalje, Tr (P n p)P n = Tr P n (P n p) = Tr (P n p) = 
v(a n ,A,p) < oo. Ograničimo se opet na n, za koje je v(a n ,A,p) > 0 i definišimo 


def PnPPn 


(4.3.32) 


Očigledrro, iz jednakosti u (4.3.31) sad sledi 


р=Х;'тг(ад 


Pflppfl 

Tr (P n p) 


2^ V ( a m P)Pn 


(4.3.33) 
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Uverimo se, najzad, da p' n ima oštru vrednost a n od A : v(a n , A, p' n ) = Tr (P n n ) = 1, Vn. 

Prema toine, (4.3.33) upravo daje razlaganje p' u podansamble koji su dali pojedine rezultate a n 
ii merenju A, tj. razlaganje na tražene podansamble selektivnih merenja. Drugim rečima, p' n vz 

(4.3.32) je mešano stanje koje nastaje nakon selektivnog merenja a n od A u stanju p. Tiine je i 

teorern dokazan. 

4.4 Kvantni podsistemi i mešavine druge vrste 

U ovorn odeljku proučavaćemo kako da se kvantno-mehanički opisuje podsistem kompozitnog 
sistema koji je u čistorn stanju. Ispostaviće se da u opštern slučaju podsistem rrije u čistom već u 
mešanom stanju (tzv. mešavina druge vrste). Izvešćemo tzv. redukovane statističke operatore, 
koji opisuju mešavine druge vrste i izrazićemo kvantne korelacije između dva podsistema u vidu 
tzv. Schmidt-ove kanonične forme vektora stanja kompozitnog sistema. Ukazaćemo na intuitivni 
paradoks u kvantnim korelacijama udaljenih čestica (tzv. distantne korelacije). 

Kao ilustraciju, daćemo kratak opis jednog eksperimenta sa distantnim polarizacionim korela- 
cijaina dva fotona; objasnićemo ukratko distantne korelacije u eksperimentu sa semireflektivnim 
ogledalom iz prve glave; i, najzad, dopunićemo našu diskusiju o nestabilnim pobuđenirn stanjima 
kvantnih sistema (kraj giave 3) sa giedišta distantnih korelacija. 

4.4.1 Mešavine druge vrste 

Pretpostavimo da imamo dvočestični kvantni sistem. Cestice ćenio numerisati indeksiina 1, 
oclnosno 2. 

Neka je prva čestica u čistorn stanju | ф\ ), a druga u čistorn stanju | ф 2 ) E Ћ 2 . Sarnirri 
tirn dvočestični sistem je u čistorn stanju | ф \ )® | ф 2 ) € H12 = %\ ® % 2 . Као što zrrarno, 
ovakvi, tzv. nekorelisani vektori, obrazuju kompozitni prostor %\ 2 . To če reći, ako nekorelisanim 
vektorima pripojirrm sve njihove linearne kombinacije (i sve limese lirrearrrih kombirracija, ako 
je %i2 beskonačno-dimenzionalan — inače su automatski uključeni), onda dobijamo ceo prostor 
% 12 - 

Dakle, nekorelisani vektori ne iscrpljuju %г 2 , tj. čine samo njegov pravi podskup. Ostali 
vektori u 'H 12 su tzv. korelisani vektori. Znači, to su po definiciji vektori | ф х2 ) e RL 12 , koji ne 
inogu da se pišu u vidu | ф \ )® | ф 2 ). Ako je kompozitno stanje | ф\ 2 ) korelisano, onda obe 
čestice nisu u čistoin stanju. 

Pitarno se da nisu korelisani vektori rnožda sanro patološki detalj foruializrna bez specijalnog 
fizičkog značenja. Raspravićerno to 11 a prirneru. 

Ako čestice ne irrteraguju, rra prirner ako posrnatramo dva elektrona u ornotaču atorna heli- 
junia i zanernaiirno njihovu interakciju, onđa harniltonijan glasi H\ 2 == ^-Pi + U(ri) + f+gPl + 

V(it 2 ) = Н\ + H 2 i potpunu klasifikaciju stanja možemo izvršiti pomoću samih nekorelisanih vek- 
tora (uporediti §3.4.6; mi sad zanemarujemo Pauli-jev princip). U realnosti, međutim, elektroni 

interaguju, tj. hamiltonijan je vida H 12 d = + '+Cu) + v (^) + V(i u v 2 ), gde je 

poslednji sabirak operator interakcije. Svojstveni vektori ovakvog dvočestičnog operatora su po 
pravilu korelisani. Znači korelisani vektori su pre pravilo u kvaritrmj fizici rregoli izuzetak. 
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Neka je đvočestični sistern u korelisanom čistorn stanju | 'фк )• Videli srno da onda ne rnogu 
obe čestice da budu u čistorn starrju. Starrja u kojima se nalaze nazivaju se rr novije vreme 
mešavine druge vrste AAA . U kontekstu podsistemskih razmatranja treba zapaziti da je na primer 
prva čestica podsistem dvočestičnog sistema. Mešarro stanje iz prethodnog odeljka naziva se 
mešavina prve vrste 4-4,2 . 

Sa mešavinama prve vrste upoznali smo se u prethodnom odeljku. Ovaj odeljak je posvećen 
proučavanju mešavina druge vrste. U sledećem paragrafu proanaliziraćemo podsistemska merenja 
i kroz to ćemo doći do preciznije ideje o mešavini druge vrste. 


4.4.2 Verovatnoće pri merenju na prvoj čestici 

Neka je | U12) € Tin = 'Hi ®%2 korelisani vektor stanja našeg dvočestičnog sistema. Uporedo sa 
apstraktnim prostorom stanja Tirz koristićemo se i prostorom stanja koordinatne reprezentaeije 

£ 2 (r l 5 r 2 ) =£ 2 ( ri )(g)£ 2 (r 2 )'. 

Ograničićemo diskusiju na podsistemske opservable i merenja, tj. radiće se, na primer, is- 
ključivo 0 opservablama koje se odnose samo na prvu česticu, tj. koje kao operatori deluju u . 
Takva opservabla, ako još ima i čisto diskretan spektar, imaće u Tin spektralni vid 

п) )®12 = У: a n (Pt l) <8> / 2 ). (4.4.1a) 


ii«> I2 = (Уа п Р) 


U koordinatnoj reprezentaciji (4.4.1a) pojavljuju se kerneli integralnih operatora: 


(ri | A | rj )б(г 2 - rf 2 ) = У a n ( Г]. | P[ n) | rj )б(г 2 - r ? 2 ) 


(4.4.16) 


Izračunajmo v(a n , A-i, y) 12 ) u koordinatnoj reprezentaciji. v(a n , Ai, ipi 2 ) = (Фи | Р} П) 1Фп) 
f f f f drj dr 2 drj dr ? 2 £j 2 (ri, r 2 )(ri_ | P[ n) | rj )<5(r 2 - rf 2 )£ 12 (rj, r ? 2 ), iz čega sledi 


v(a n , ii, U 12 ) 


dr x dr 2 drj'^jrj, r 2 )(r x | Pf l> | rj )£ 12 (rj,r 2 ) 


(4.4.2) 


Pošto je svejeđno kojim se redom vrše integraeije, možemo prvo definisati 


{т[ | р г | Г! ) = J 6т 2 ф12(т[,Т2)Ф1 2 ( Г и Т 2), (4.4.3) 

tako da se (4.4.2) onda prepisuje u vidu v(a n , ф\ 2 ) = f f dr' x dr^ (т\ | P\ n) | т\ )(т\ | /3 | r-i ), 
ili ii apstraktnom prostoru Ћ,\\ 


(4.4.4) 

4 , 4 , 1 L. D. Landau je još 1927. gođine ukazao na postojanje mešavina druge vrste, doduše on ih nije tako zvao 
(Zeitschrift fur Phijsih, 45 (1927) 430). 

4 - 4 ' 2 ! na engleskom jeziku pravi se razlika izrneđu ”mešavina” prve i druge vrste ( mixtme — čitati: rrhksče — of 
the Grst kind anđ of the second kind) — ovaj termin se koristi kada je reč o podsistemirna — i ”mešanih stanja” 
(. mixed states), koja se pominju u kvantnoj statističkoj fizici. Sto se tiče pornenutih ”mešavina”, govori se takođe 
o svojstvenoj i nesvojstvenoj mešavini ( proper a nd improper mixture ). 


г:(« га ,Л,£ 12 ) = Tri (P[ n) pi) 
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gde indeks 1 na tragu znači da se trag uzirna u Ћ,\ . 

Sta smo do sad uradili? Iz фи konstruisali smo (u koordinatnoj reprezentaciji) jedan operator 
pi u Hi tako da se iz njega izračunava verovatnoća proizvoljnog merenja na prvoj čestici i to po 
formuli koja je istog oblika kao (4.3.8) u kvantnoj statističkoj fizici. 

Moranio se zapitati da li to irna dubljeg značenja, tj. da li je p\ onaj objekat u forrnalizrnu 
koji izražava rnešavinu druge vrste. Odgovor na ovo pitanje uiože biti potvrdan sarno ako su 
potvrdni i odgovori na sleđeća osnovnija pitanja: 


1) Da li je p\ u %\ statistički operator? (Onda opisuje mešano stanje.) 

2) Da li se formuli (4.4.3) može dati invarijantan smisao, tj. srnisao nezavisan od koordinatne 

reprezentacije? (Inače je fizički smisao forrriule (4.4.3) pod surnrijorri, jer je izbor reprezen- 
tacije bio slučajan.) 

3) Da li se i očekivana vrednost mora izraziti fbrmulom koja je istog oblika kao formula (4.3.15) 

u kvantnoj statističkoj fizici? (Ovo pitanje je više formalno.) 

4.4.3 Redukovani statistički operatori 

Najlakše uiožemo odgovoriti na pitanje 3). Naime, iz rezonovanja u prethodnom paragrafu 
je jasno da smo P\ n ^ mogli zameniti opštim projektorom intervala [a, h] (spektralnom merom 
intervala) Рџд(А\) sasvim proizvoljne opservable A\ u Hp, formula (4.4.4) bi ipak sledila. Jedan 
pogled na dokaz pomenute formule (4.3.15) uveriće nas da iz (4.4.4) mora da sledi 


( Л\ ) — (ф\2 | A\ | ф\2 ) — Ti'i A\p\ 


(4,4.5) 


(rnakai' opservabla A\ irnala i kontinualni deo spektra). 

Sto se tiče pitanja 1), uzmirno proizvoljni \ : +>i) G %\ i ispitajrno pre svega da li je p-\ pozitivan 
operator: (p>\ \ p\ \ <p\) = f f dr x đrjg^rOjri | р\ |rj)v?!(rj) = fff dri dr 2 drj (r i )gz? 12 (r i , r 2 ) 
foj 2 (rj,r 2 )(pi(rj), stoga 

> 0. (4.4.6) 

Dakle, p\ jeste pozitivan operator. 

Kao sledeće, izračunajmo trag od p\. 


{Vi I h I Ч>\ ) 


dr<> 




li'ipi = / dri(r x | p\ \т\) = / dri / dr 2 'bi 2 (ri,r 2 )' 0 j 2 (ri,r 2 ) = ( ф\ 2 | Фп) = 1 (4.4.7) 


Dakle, p\ jeste statistički operator. 

Da bismo, najzad, dobili odgovor i na pitanje 2), treba da uvedemo proizvoljan bazis (| n)|Vn} 
u %\ i da izračunamo matrični element (■ n' | j)\ \ n) i to u koordinatnoj reprezentaciji. Dobija se 
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Zadatak 4.4.I Dokazati (4.4.8a). 

Radi upoređenja sa (4.4.8a) ispisaćemo formulu (4.4.3) eksplicitno: 

(r'i I Pi | Г! ) = ј dr 2 (rj I < r 2 I ф 12 )( ф 12 I тф I r 2 ). (4.4.9) 

Vidimo da je analogija kompletna. 

Lako se vidi da se kontinualni bazis {| r 2 )|Vr 2 ) C U(% 2 ), po kome se integriše u (4.4.8a), 
niože zameniti diskretnim bazisom, recirno {| к)\Ук} C U(% 2 ), tako da (4.4.8a) postaje 


(n’ I Pi I n) = ^2(n I (k I Ф12) ( Ф12 | n) I k). 


(4.4.86) 


Zadatak Pokazati kako iz (4.4.8a) sledi (4.4.86). 

Dakle, i na pitanje (2) dobili smo potvrdan odgovor: operator р г jeste entitet čije je fizičko 
intepretiranje sasvirrr solidno zasnovano. 

Uobičajeno je da se piše operatorska (irrvarijantna) formula 

(4.4.10) 

gde je Tr 2 tzv. parcijalrri trag, tj. trag sarno po rrekorn bazisu % 2 . Formula (4.4.10) (kao i svaka 
forrnula sa tragorn) je u stvari simbolična, Izračimavanje se rnora izvršiti u nekoiri bazisu, ali 
izbor bazisa pri tome nema uticaja na operator pi. 

Formule (4.4.3) i (4.4.86) se obično pišu nešto praktičnije stavljajući umesto (r^ | (r 2 | simbol 
(ri,r 2 I itd. 


( r i 1 h 1 r i 

) = J dr 2 ( Г] , r 2 | U 12 )( Ф12 | г 1 ; г 2 ) • 

(4.4.11) 

( n 1 h 1 

h ) = J^( n, k | ф 12 )( ф 12 | n’,k). 

k 

(4.4.12) 

To su dve konkretne realizacije 4 ' 4 ' 3 
Naravno, moguća je i mešovita 

simbolične defmicije (4.4.10). 

realizacija sa diskretnim i kontinualnin 

1 bazisom kao (4.4.8a) 


itd. 

Statistički operator pi naziva se redukovani statistički operator ili redukovana rnairica gustine 
prve čestce u starrju | фг 2 ) dvočestičnog kvantnog sisterna, a sarn algoritam uzimarrja parcijalnog 
traga u forrnuli (4.4.10) rraziva se redukcija statističkog operatora | ф\ 2 )(фг 2 | kompozitnog 

sistema. 

Pošto riarn formule (4.4.4) i (4.4.5) kazuju da iz p x sleđi kvantno-mehaničko opisivarrje svilr 
merenja, koja se odnose samo na prvu česticu, pi u kvantno-mehaničkom formalizmu predstavlja 

mešavinu druge vrste. 

Celokupno izloženo rezonovanje važi i za nekorelisano stanje | <^ 12 ) =| ф\ ) \ (p 2 ), samo onda 

Pi = | Фг ) ('Pi I • (4,4.13) 

4-4 ‘ 3 Može dase postavi pitanje da li />1 uopšte postoji, tj. dali je naprimer (n | pi | n ! ) iz (4.4.12) konačan komplek- 
sni broj. Potvrdan odgovor odmah sledi iz jednakosti (ф \ p\ | џ>) = (ф 12 I {(I р)(Ф |)i CU} | Ф 12 ) V | ф), | џ>) € 
u čije važenje se čitalac rnože uveriti ispisivanjem leve i desne strane u proizvoljnirn bazisima. 


Pi — Tr 2 | U 12 ) (Ф12 
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Zadatak 4 -. 4-.3 Dokazati (4.4.13). 

Pošto je pi statistički operator, prva čestica je u slučaju korelisanog | Фп) u stvari u mešanom 
stanju, ali to mešano stanje ima sasvim drugačiji fizički smisao, nego u kvantnoj statističkoj fizici. 
Nepotpuno poznavanje podsistema (tj. prve čestice) u ovom slučaju nije subjektivni moment 
(nedovoljno precizno filtriran ansambl), nego objektivna posledica korelisanosti kompozitnog 
čistog stanja | ф\ 2 ). 

Drugi podsistem, tj. druga čestica, igra u formalizmu potpuno simetričnu ulogu kao prvi. 

Sarno ćeino nabrojati dotične relacije analogne dokazanim. 


p2 — Ћ'1 Ф\2 ) {ф\2 , 

(4.4.14) 

v(a n , Л 2 , ф 12 ) = Tr 2 (P 2 {n) p 2 ), h 0i 2 = J] a n(h 0 P 2 (n) ), 

п 

(4.4.15a, b ) 

{ A-2 ) = (ф\2 | A-2 Фг2 ) = Tr 2 A 2 f) 2 , 

(4.4.16) 

a (4.4.14) znači 

(k \p 2 \k 1 ) =^2( n, k | ФгФ) { Фг 2 | n, k') 

k 

(4.4.17) 

(imamo u vidu bazise kao gore), itd. Nekorelisano stanje ф 12 ) =| ф\ ) \ џ> 2 ) implicira 

P2 =| 'ф2 ) (ф2 • 

Kada je kompozitni, tj. dvočestični, sistem u mešanom stanju p\ 2 (statistički operator u %i 2 ), 
redukovani statistički operatori se dobijaju formulama 

Pi = Tr 2 pi 2 , P 2 = Tr x рг 2 , 

(4.4. 18a, 6) 


koje su direktna uopšterija od (4.4.10), odnosno (4.4.14). 


Zadatak 4-4-4 Dokazati (4.4.18). 


Prema tome, pojam mešavine druge vrste, za čije opisivanje služi redukovani statistički ope- 
rator, relevantan je podjednako za mešano (u užem smislu) kao i za čisto stanje kompozitnog 
sistema. 

Sve rečeno u ovorn odeljku, naravno, važi za bilo koji kompozitni sistem od dva podsistema; 

dvočestični sistem narii služi sarno kao najprostiji konkretan prirner. 


4.4.4 * Kvantne korelacije podsistema i Schmidt-ova ka- 

nonična forma 

U ovom paragrafu započećemo proučavanje kvantnih korelacija podsistema tako što ćemo formu- 
lisati teorern o kanoničnoj (tj. najprostijoj) formi đvočestičnog vektora stanja.(Dokaz ćerno dati 
u Dodatku § 4.4.9.) Ova forma se naziva Schmidt-ova kanonična forma ili biortogonalni razvoj 
pomenutog kompozitnog vektora stanja. 
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Teorem 4.4.1 Neka je | ф\ 2 } G Rn proizvoljan vektor stanja dvočestičnog kvantnog sisterna. 
Neka su p\ i p 2 redukovani statistički operatori prve odnosno druge čestice u stanju | ф\ 2 ) i neka 

je 

Pi = X/'« I Xi n) >(Xi n) I, r n > 0, Vn (4.4,19) 

П 

spektralna рогта АЛЛ,ААл od p\. Onda se | ф\ 2 ) rnože napisati u sledećem vidu: 




T n ) 


(4.4.20) 


gde su | ) ortonormirani svojstveni vektori od p 2 , koji odgovaraju svojstvenim vrednostim,a 

r n (istim kao u (4-4.19)); drugim rečima, p 2 irna spektralnu forrnu ( uz primedbu 4-4-4 ) •' 



П 


Naravno, u (4.4.20) i (4.4.21) se sumira po istom indeksu kao u (4.4.19). Važno je zapaziti 

da p\ i p 2 irnaju nužno iste pozitivne svojstvene vrednosti sa jednakim multiplicitetima. Drugini 
rečinia, imamo spektralnu ”jednakost” redukovanih statističkih operatora, bar što se tiče njihovih 
oblasti likova. 

Iz Teorema T 4.4.1 odmah sledi da je ovo ne sarno potreban nego i dovoljan uslov za odnos 
izrneđu | ф\ 2 ) i pi, p 2 : 

Korolar 4.4.1 Proizvoljan statistički operator p\ u H\ i ma koji statistički operator p 2 u % 2 , 
ali takav da irna iste svojstvene vrednosti kao p\, i to sa istirn multiplicitetima, definišu jedan 
vektor | d'i 2 ) G H \2 preko desne strane od (4-4-20) (uz pornoć (4-4-19) i (4-4-21)), tako da su 
pomenuti p\ i p 2 njegovi redukovani statistički operatori. 

Dokaz: Odrriah sledi polazeći od (4.4.19) i (4.4.21) i uzirnajući đesriu stranu od (4.4.20) kao defirriciju leve strane. 
Q. E. D. 

Zadatak 4-4-5 Neka je zadat | фп ) pornoću (4.4.20) tako da znamo da su vektori | x \ n ^ ) ortogorralni, vektori 
| ) ta-kođe ortogonalni i svi firk pozitivni. Pokazati da je onda | \p\ 2 ) u Schmidt-ovoj kanoničnoj formi, te 

da važe i spektralne formule (4.4.19) i (4.4.21). 

Nekorelisan vektor je očigledno specijalni slučaj u kojern u (4.4.20) (kao i u (4.4.19) i (4.4.21)) 
postoji samo jedarr sabirak. Očigledno, ako je | ф\ 2 ) korelisan vektor, onda i p\ i p 2 opisuju 
nehomogeno stanje. 

4 . 4.4 |^ a( ] a se pj se spektralna forrrra porrroću svojstvenih vektora kao u (4.4.19), a ne porrroću svojstverrih projektora 
kao na prirner A = фј п a n P n , n Ф n' =k a n ф a' n , orrda rnože biti ponavljanja svojstverrih vrednosti (recirno n Ф n', 
a ipak r n = r' n ) i u takvom slučaju izbor svojstvenih pravaca rrije jednoznačan. U srnislu ove slobode (unutar 
potprostora), izbor svojstvenih vektora {| )|Vn} je proizvoljan, a izbor svojstvenih vektora | х}”"* ) 11 (4.4.20) i 

(4.4.21) je jednoznačno određen (kao što ćerno videti niže u (4.4.26)) izborom svojstvenog podbazisa {| )|Vu} 

i sarnirn vektororn | ф\ 2 )- 

4,4o Što se tiče podbazisa {| xi"^ )|Vrt} C %\, on obrazuje oblast likova od p\ (uporediti Napomenu N4.4.2). 
Drugirn rečirna, od kompletnog svojstvenog bazisa za p\ izostavljarno podbazis koji obrazuje svojstverri potprostor 
od p\, koji odgovara svojstvenoj vrednosti nula. Potpuno analogno stoje stvari sa {| х^ )|Vn} cP 2 ,i p 2 u % 2 . 
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Pretpostavimo da je Ai opservabla definisana za prvu česticu i to takva da je, kao što se 
kaže, kompatibilna sa pi tj, da je [ Ai,pi ] = 0, i da je kompletna opservabla (uporediti §2.4.2). 
Osim toga, neka je {| Хг^ )|Vn} zajednički svojstveni podbazis p\ i A\ (uporediti stav S 2.4.6), 
koji se pojavljuje u (4.4.19). Onda, zbog kompletnosti opservable A\, svaki | Хл^ ) je određen 
jednoznačno (do otvorenog faznog faktora) odgovarajućom svojstvenom vrednošću a n od A\. 
Pitamo se kako će se promeniti | ф\ 2 ) ako se na dvočestičnom sistemu u tom stanju izvrši 
selektivno prediktivno merenje svojstvene vrednosti a n podsistemske opservable A\. 

Korolar 4.4.2 Usled pomenutog merenja, | ф \2 ) će preći u nekorelisano stanje 

I xf 0) ! хГ 0) >, (4-4.22) 


ako je v(a n , A\, ф 12 ) > 0 . 

Dokaz: Iz teorema T 2.4.4 sledi da na (4.4.20) moramo primeniti projektor | х)” 0 ' )(x(” o! | i posle 

toga normirati dobijeni vektor. Projektovanje daje Г « I Xi”°' )( Xi” 0> I Xi"^) <8> (h | Хг” 0 ^ ))> što se zbog 
ortonormiranosti vektora | Х\ П ' > ) nakon normiranja svođi na (4.4.22). 

Može se pokazati (videti referencu u primedbi 4.4.6) da stanje druge čestiee postaje | хф 0 ' 1 ) i kada se na prvoj 
čestici vrši retrospektivno selekti vno merenje vrednosti a n opservable A\ . Q. E. D. 

Napomena 4.4.1 Fizički smisao Korolara K j.j.ž glasi: ako se na prvoj čestici meri opservabla A\ 
kompatibilna sa stanjem prve čestice p\ i ako se dobije rezultat a no , onda se samim tirri druga čestica 
prevodi u stanje | )■ 

Intuitivni paradoks sadržan u ovorn iskazu postaje dramatičan kada pretpostavimo da kore- 
lisani vektor | ф \ 2 ) opisuje dve čestice, koje su udaljene jedna od druge, te usled udaljenosti ne 
interaguju. Kvantne korelacije inherentne u | ф\ 2 ) se onda nazivaju distantnim korelacijama. Pri 
podsistemskom merenju na prvoj čestici orrda rriti merni aparat, niti prva čestica ne interaguju 
sa drugom česticom, a ova ipak drastično menja svoje stanje 44 ' 6 iz p 2 u | )• 

Nameće se zaključak da suština kvantnih korelacija, u specijalnom slučaju distantnih kore- 
lacija, koje sadrži dato stanje | ф\ 2 ), leži upravo u tome koje stanje | Хх 0 ' 1 ) odgovara datom 
svojstvenom stanju | )• Stoga ćerno u sledećem paragrafu proučiti kako je | ) određen. 

4.4.5 * Parcijalni skalarni proizvod 

Naučimo najpre jednu novu operaciju, koja je za vektore analogon parcijalnog traga (đefinisanog 
za statističke operatore). 

Neka je </?(ri) proizvoljni element u £ 2 (ri), a 0(r-i, r 2 ) proizvoljni element u £ 2 (ri,r 2 ). De- 
finišimo 

N 2 ( 12 ) = f j dr^Kri)^^,^). (4.4.23) 

Citalac se lako rnože uveriti da je Хг( г 2 ) po kvadratu modula konačno integrabilna funkcija, tj. 
da je element u £ 2 ( r 2 ). Sta više, lako je videti (analogno kao pri analizi pitanja 2) u paragrafu 

4лљ q v0 i zv _ distantno rnerenje druge čestice je detaljno proučeno u sledećern radu (u korrie se koristila i tehnika 
antilinearnih operatora radi izučavanja distantnih korelacija): F. Herbut, M. Vujičić, Annals of Phgsics, 96 (1976) 
382. 
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§4.4.3) da je (4.4.23) sarno realizacija u koordinatnoj reprezentaciji apstraktne ili invarijantne 
operacije 

| x- 2 ) = ( R I Фп)), (4.4.24) 

gde su | xi ) € i | 0 i 2 ) € Ћ\ 2 proizvoljni vektori, a | \ 2 ) U % 2 - (Pišeino | 0 12 )) na desnoj 
strani od (4.4.24) da bisrno podsetili da se skalarni proizvod vrši sarno u jednorn faktor prostom, 
a to pokazuje i ponavljanje indeksa 1.) Operaeija (4.4.23) ili (4.4.24) naziva se parcijalni skalarni 
proizvod. 

Zadatak 4-4-6 Pokazati da je talasna funkcija ХгОг), definisana sa (4.4.23) po kvadratu modula konačno inte- 
grabilna. 


Zadatak 4-4-7 Pokazati da se sa (4.4.23) može preći na 

{ n 2 I X 2 > = j dri( tpi | Г i ) (r i | ( П 2 I 012)), 
što daje smisao simboličnoj formuli (4.4.24). 


Sad možemo izračunati do sada nepoznate vektore | ) 11 (4.4.20). Naime, za svaki n treba 

samo da izračunamo parcijalni skalarni proizvod ( xi"°^ I Ф12)) sa | O 12 ) iz (4.4.20). Pošto je 
ovaj proizw>d linearan po drugom faktoru (kao što jedan pogled na (4.4.23) može da nas uveri), 
dobićemo 



П 


Zadatak 4-4-6 Pokazati da iz | ф 12 ) =| bi ) | uj 2 ) i | Хг ) = ( pi \ Ф 12 )) Sledi | Х 2 ) = (( pi | Pi)) | ai 2 )■ 

Iz (4.4.25) sleđi 

(4.4.26) 

Sad možerno formulisati algoritarnski rezime za prevođenje datog vektora | фп ) G Tin u 

Schmidt-ovu kanoničnu formu. 

i) Izračunati p\ na osnovu (4.4.10); 

ii) izračunati pozitivne svojstvene vređnosti r n i odgovarajuće svojstvene \ r ektore | xi"^ ) °d рр, 

iii) izračunati | х^) za svaki | Хх""*) na osnovu ( 4 . 4 . 26 ). Kad napišerno desriu strariu od (4.4.20), 

dobijeni vektor je jednak polaznorn vektoru | P 12 ), kao što irarn garantuje teorem T 4 . 4 . 1 . 

U sledećem paragrafu prodiskutovaćemo jedan važan eksperimentalni primer merenja distant- 
nih korelacija. 
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4.4.6 * Dvofotonske distantne korelacije 

Dva fizičara 4 ’ 4 ' 7 sa kalifornijskog univerziteta u Berkeley-u 4-4-8 , SAD, izvršili su 1972, godine 
jedan zanimljiv ekeperiment u vezi sa đistantnirn korelacijama dvo-fotonskog sisterna. Oni sri u 
stvari izvršili minorne (all za njihovu svrhu bitne) izmene u eksperimentu Kocher-a i Commins-a 
(iz istog istraživačkog centra). 

Izložićemo osnovne crte ovog eksperimenta u dva dela: 

A) preparacija ansambla dvo-fotonskih sistema u određenom stanju | фи ) sa korelisanim jedno- 
fotonskim stanjima linearne polarizacije; 

B) koincidentno rrierenje linearne polarizacije na prvom i dnigorn fotonu sisterna sa rezultatima. 

A) Atorne kalcijurna u osnovnorn stanju ozračivali su rnonoliroiriatskom svetlošću talasne 

dužine Л 0 = 2275A (A označava angstrem ili 10 _8 cm) i do- 
vodili ih u pobuđeno starije (energetski nivo br. 2 na Crtežu 
C 4.1). Otprilike 7% ovih pobuđenih atorna. deekscitiraju se ria 
pobrrđeni nivo br. 3. Sa ovog nivoa nastaje, kao što se kaže, 
kaskadna deekscitacija u osnovno stanje, tj. izračuju se jedan 
za drugim dva fotona, prvi talasne clužine Ai = 5513A, a drrrgi 
talasne dužine Л 2 = 4227A (videti Crtež C4.1). Opisana ka- 
skadna emisija dvo-fotonskog sistema dešavala se u koordinat- 
nom početku na Crtežu C4.2. Monohrornatski filter 1 propnštao 
je sarno fotone sa pomenutom talasnom dužinorn Лј, a filter 2 sa 
Л 2 . Tako se prvi foton kretao udesno ka analizatoru (Nicol-ovoj 
prizmi) 1, koji je propuštao sarno fotone linearno polarisane duž 
rr-ose. Iza analizatora foton bi se detektovao, ako prođe kroz 

analizator u detektoru 1. Drugi foton se kretao ulevo i njega je analogno dočekivao analizator 2 
i iza njega detektor 2. U stvari, sav uređaj sa Crteža C4.2 bez oba analizatora i oba detektora 
može se smatrati rrređajem za preparaciju dvofotonskog sistema. 

B) Detektori 1 i 2 radili su u koincidenciji, tj. registrovani su sarno događaji kada bi i prvi 
foton stigao u detektor 1 i đrugi foton stigao u detektor 2. 



Slika 4.1: Kaskadna emisija 
atoma Ca. 



Slika 4.2: Shema uređaja za koincidentno merenje. 


Vršena je serija eksperimenata sa različitim uglovima ф između linije duž koje su bill linearno 

4-4 ‘ 7 S.J. Freedman and J.F. Clauser, Phijsical Revieui Letters, 28 (1972) 938. 

4 ‘ 4 ‘ 8 Čitati: Berkli. 
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polarisani fotoni 2, koji su prošli kroz detektor 2 i rc-ose; drugirn rečima, analizator 2 je bio 
zarotiran oko z-ose za ugao ф u odnosu na analizator 1. Rezultati eksperimenta prikazani su 
na Crtežu C4.3. Na apscisi su date vrednosti ugla ф, a ordinate predstavljaju К(ф)/Ео, gde je 
К(ф) broj koincidenci u jedinici vremena kada su analizatori rotirani za ugao ф, a Rq je broj 
koincidenci kada su oba analizatora uklonjena; drugim rečima, К(ф)/Ко je relativna frekvenca 
posmatranih događaja (uporediti §1.4.5). Tačkice na dijagramu su eksperimentalni rezultati sa 
intervalima greške, a neprekidna kriva je izračunata teorijski na osnovu kvantne mehanike. Kao 
što se vidi, slaganje teorije i eksperimenta je odlično 4-4-9 . 

Unutrašnje ili polarizaciono stanje dvo-fotonskog si- 
stema bilo je dato u Schmidt-ovoj kanoničnoj forrni u vidu 


(4.4.27) 



gde na primer | x\ ) predstavlja stanje prvog fotona u 
kome je foton polarisan duž avose itd. Može se pokazati 
da je | -012 ) iz (4.4.27) teorijska posledica činjenice da i 
nivo br. 3 i nivo br. 1 (na Crtežu C 4.1) imaju ukupni 
uglovni moment jednak nuli, kao i nekih detalja opisane 
preparacije dvo-fotonskog ansambla. 

Ako je prvi foton stigao u detektor 1, onda je na njemu 
Slika 4.o. Rezultati Freedman- ( re trospektivno) izmereno stanje | x\ ). a onda iz (4.4.27) 
Clauser-ovog eksperimenta. sledi da je drugi foton pre veden u stanje | ;c 2 ). Kriva na 

Crtežu C4.3 u stvari pokazuje kako verovatrmća prolaska 
kroz analizator 2 zavisi od ф (kada se uzmu u obzir i neke 

korekcije za realni eksperiment). 

Slaganje eksperimenta sa kvantno-mehaničkom predikcijom potvrđuje postojanje distantnih 
korelacija u prirodi n skladu sa teorijorn sa kojorn srrio se upoznali u prethodnirn paragrafirna 
ovog odeljka. 


4.4.7 * Distantne korelacije u eksperimentu sa semireflek- 

tivnim ogledalom 

U paragrafu §1.2.6 smo se suočili sa jednim paradoksalnim aspektom eksperimenta sa polupro- 
pusnim ogleđalom i bilo je nagovešteno da je to u nekoj vezi sa distantnim korelacijama. Sada 
srno u stariju da pristupirno detaljnijoj diskusiji. Razlikovaćerno dva slučaja, (A) i (B). 

(A) Pretpostavimo da je početrro stanje ogledala pripremljeno tako kao što iziskuje varijanta 
b" (iz § 1.2.2) eksperimerrta prikazarrog na crtežu C 1.3 (uporediti prirnedbu 1.2.1). To zriači da 
je ogledalo, na primer, pokretljivo u odnosu na laboratoriju i cla tako omogućuje merenje impulsa 
od eventualnog odbijanja fotona. 

S f jVai g Preedman i Clauser su u opisanom eksperirnentu hteli da dobiju odlučujući eksperimantalni odgovor 
na pitanje da li u prirodi mogu postojati tzv. lokalni skriveni parametri (uporediti kraj od § 2.1.1). Slaganje 
eksperimenta sa predikcijorn kvantne rnehanike u stvari pobija hipotezu lokalnih skrivenili parametara, ali u to 
nećerno podrobnije ulaziti. 
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Kada foton (/) u tački A interaguje sa ogledalom (O), nastaje jedno kompozitno stanje fotona 
i ogledala koje ćeirio opisati kao | d/o)- Iz opisa eksperimenta rnože se zaključiti da Schmidt-ova 
kanonična forma ovog vektora glasi 


(4.4.28) 

gde | xf ) predstavlja stanje ”foton je prošao” (p) ka tački D, a | xf ) stanje ”foton se odbio” 

(o) ka tački B; | xb P ^ ) i | xb°' > ) su neka odgovarajuća stanja ogledala, karakterisana izostajanjem 
odnosno prisustvom primljenog impulsa od odbijanja fotona. 

Ako ponovo pročitamo § 1.2.6, sad možemo da konstatujemo, pre svega, da se ne može govoriti 

0 tome da je foton u tački A ”ili prošao prema optičkim putanjama ili krenuo jednom od njih 
(što se inože manipulisati ”kasnije”, ”sa udaljenog mesta”). Ako se u tački A ne vrši merenje 
(znači sa izuzetkom varijante b" iz § 1.2.2), foton je svakako ”pošao obema putanjama” , kao što 
se vidi iz (4.4.28). Ali šta to znači? 

Nakon interakcije sa ogledalorn foton je u rnešanom stanju 

Pf = \ I xf ){xf I +\ I xf ){Х f |, (4.4.29) 

kao što (za redukovani statistički operator) sledi iz (4.4.28). 

Ako na fotonu onda u tački B ili D vršimo detekciju, onda upravo merimo | xf ) ih I xf ) 
stanje i jedno od njih konstatujemo (u selektivnom, retrospektivnom merenju). Ali, samini tim 
vrširno merenje i na ogiedalu (distantno merenje) , prevodeći ga u stanje | xf ) odnosno u | xf )■ 
Ovo nam se klasičnim rezonovanjem učinilo kao da je foton u tački A ”krenuo jednom od optičkih 
putanja”. Dakle, u ovoj varijanti preparacije ogledala, sva paradoksalnost iz § 1.2.6 svodi se na 
intuitivnu paradoksalnost. distantnog merenja. 

U prethodnim paragraflma nismo dovoljno naglašavali fantastičnu simetričnost dva podsi- 
stema u njihovim kvantnim korelacijama izraženim kroz Schmidt-ovu kanoničnu forrnu (4.4.20). 
Pornenuta varijanta b" iz § 1.2.2 daje ilustraciju te sirnetričnosti. 

Nairne, kada na ogledalu vrširno merenje impulsa (ocl odbijanja fotona) , onda u stvari konsta- 
tujemo | Хо^ ) hi | Хо^ ) 6 °pet distantnim merenjem, foton prevodimo u stanje | xf ), odnosno 

1 xf )> tj. primoravarrio ga da se poriaša kao da je prošao, ođnosno kao da se odbio. 

Zapitajmo se kakav će biti difrakcioni obrazac na zastoru C ako u ovoj varijanti preparacije 
ogleđala ne vrširno nikakvo rnerenje rri rra ogledalu rri rra fotonu (osirrr na zastoru C). Odgovor 
je da nerrra interferencije, detektovani obrazac je tipa D\ + D 2 (uporediti C 1.2). To sledi iz 
važne činjenice da, što se tiče podsistemskog merenja, nerrra razlike između mešavine dmge i 
prve vrste ako su opisani istim statističkim operatorom p (jer je formula za verovatnoće potpuno 
ista). Merenje lokalizacije na zastoru C je fbtonsko merenje (bez učešća ogledala) i stoga se 
pf iz (4.4.29) ponaša potpuno isto kao mešani ansambl fotona koji bismo clobili mešanjem dva 
podansambla sa jednakim brojem fotona, jednog u kome svi fotoni idu putem ABC i drugog u 
kojem svi idu putern ADC. 

Dakle, sama priprema ogledala, koja je dovela do stanja | ф / o ) iz (4.4.28), je isklj učila 
interfererrciju. a cla li faktički rrrerimo ”kojirrr puterrr je foton išao” ili ne. potpuno je svejedrro. 

B) Pretpostavimo cla je početno stanje ogledala, priprernljerro tako kao što iziskuju varijante 
a, b i b' eksperimenta. To znači da je ogleđalo, rra primer, čvrsto vezano za laboratoriju. Onda 
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ono u dobroj približnosti deluje na foton kao spoljašnje polje, tako da je rezultat interakcije 

nekorelisano kornpozitno stanje 

I Ć/o) =1 Фј)® I +o)- (4.4.30) 

Cisto stanje fotona rnože da se piše u vidu 





(4.4.31) 


gde | X f ) i I Х/^ ) iniaju isto znaeenje kao u prethodnoj varijanti priprerne ogledala, tj. znače 

prolaženje odnosno odbijanje fotona. Sarno, ovog puta se radi o koherentnoj, a ne o nekoherentnoj 
srneši (u mešavini druge vrste) dveju mogućih optičkih putanja za foton. Usled toga, ako nekim 

merenjem pre tačke C ne razorimo interferenciju inherentnu u (4.4.31), na zastoru C opažarno 

interferentni obrazac tipa Di^. 

Sto se tiče paradoksa iz § 1.2.6, foton u tački A ”ide obema putanjama” , kao što vidimo iz 
(4.4.31). Ako ”kasnije” i ”na udaljenom mestu” vršimo merenje ” | ) ili | )” onda čisto 

stanje (4.4.30) pretvaramo (u neselektivnom merenju) u mešano stanje 


Pf o 




® I Co ){џ > o | + 




+o )(+о 


(4.4.32) 


Zadatak 4-4-9 Pokazati da je mešano stanje fotona u kompozitnom mešanom stanju (4.4.32) isto kao u (4.4.29). 


Zadatak 4-4-10 Izračunati iz (4.4.32) u kom je mešanom stanju ogledalo i zaključiti da li pri prelazu iz (4.4.30) 
u (4.4.32) imamo distantno merenje na ogledalu. 


Opet je samo klasični privid da iz činjenice što u pornenutom rnerenju foton nalazimo u stanju 

| xf ) ili u stanju | х^ )> sledi da je ”foton morao još u tački A da krene jednom od putanja” . 
Baš iz (4.4.30) i (4.4.31) viclimo da nije ”morao”, nego naprotiv, išao je obema putanjama. 

4.4.8 * Distanto merenje pri pobuđivanju kvantnog si- 

stema 

U § 3.4.10 srno diskutovali paradoks nestabilnosti pobuđenih starrja i razrešili ga ukazivanjem 
na činjenicu da se standardne procedure merenja svode na preparaciju kvantnog sistema u 
ođređenom svojstvenom stanju (i sa određenim energetskim nivooin) neperturbisanog hamil- 
tonijana, koji, po definiciji, sadrži sve čestične stepene slobode, ali bez elektromagnetnog polja. 
Pomenuli smo da je i tu posredi distantno merenje. Naoružani formalizmom, sad možemo i ovo 
pitanje malo preciznije da razmotrimo. 

Izdvojmo dva energetska nivoa pornenutog neperturbisanog harniltonijana Н 0 : E® osnovni 

nivo i El o {> if°) jedan od pobuđenih nivoa. Neka su | ЕЦ ) i I EL > od govaraj ući svoj stveni 
vektori od Hq (izostavljamo eventualne dodatne kvantne brojeve). Pretpostavimo da imamo 
prostomi ansambl kvantnih sistema opisan sa | Eq ) i da ga ozračujemo ansamblom fotona 

frekvence u, tako da je 


Eq + hu — Е По . 


(4.4.33) 
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Obeležimo sa | 0} stanje elektromagnetnog polja bez ijednog takvog fotona, a sa | hv ) pornenuti 
ansambl fotoria frekvence v. 

U početku, dakle, imamo kompozitrm stanje | Е{ј)® | hv). Usled interakcije elektromagnetnog 
polja sa sistemom, a pošto nam (4.4.33) obezbeđuje održanje ukupne energije, kornpozitrri sistem 
spontanom vremenskom evolueijom prelazi u stanje 



(4.4.34) 


Sad vrširno merenje prisutnosti odnosrro odsutnosti fotona frekvence v, tj. izvesnorn tehrrikom 
(na primer preko tamnih linija u spektru) konstatujemo da je dotični foton apsorbovan. To znači 
da smo (selektivno) izmerili (direktnim merenjem) stanje | 0 ) elektromagnetnog polja i stanje 

| E® q ) | 0 ) kompozitnog sisterna. Drugirn rečima, pošto je (4.4.34) Schmidt-ova kanonična 
forma, mi smo distantnim merenjem dobili pobuđeno stanje | E® ) za naš kvantni sistem. 


Zadatak 4-4-H Izvršiti analognu diskusiju za deekscitaciju pobuđenog nivoa. 


4.4.9 * Dodatak — izvođenje Schmidt-ove kanonične forme 

Neka je {| m )i |¥m} C Hi kompletan svojstveni bazis redukovanog statističkog operatora pi 
datog kompozitnog vektora stanja | U 12 ) (uporediti (4.4.10)). Neka je {| к)- 2 \Ук} proizvoljan 
bazis u % 2 - Napišimo razvoj 

iw = EE otmk | rn ) i | k ) 2 . (4.4.35) 

ГП k 

Pošto je red na desnoj strani od (4.4.35) apsolutno konvergentan, a direktni proizvod je 
linearan i neprekidan, možemo pregrupisati sabirke u (4.4.35) na sledeći način: | фу 2 ) = 

Em I m )l ® (E k Q mk I k) 2 ), tj. 


Фи ) 


m)i<8> I Xmh, | Xm)l 


Mnk | к)- 2 , Vm, 


(4.4.36a, 6) 


Uzgred, da napomenemo da se (4.4.36a) naziva razvijanje kompozitnog vektora po parcijalnom 
hazisu {| m)i|Vm.} C %i. 

Zadatak Pokazati da razvijanje po parcijalnom bazisu (4.4.36a) ne zavisi ocl izbora drugog bazisa 

{| k ) 2 |Vfc} c %. 


Naš cilj je sad da dokažemo: m ф m' =k ( Хт I Хтф = 0. Pošto je ( Хт | Xm>) = 
Efc Y,k’ a * mk ®m>k>( к I k') = Efc a mk Q m'k i a m k = { rn,k \ ф 12 ) (iz (4.4.35)), dalje imamo 
( Хт I Хт' ) = E fc ( m '-> k I Ф12) ( Ф 12 I m,k). Uzimajući u obzir (4.4.86), najzad sledi 

( Хт | Хт' ) = (m' | pi | m). ( 4 . 4 , 37 ) 


Pošto pi u reprezentaciji sopstvenog svojstvenog bazisa postaje dijagonalna matrica, iz (4.4.37) 
sledi m ф m' =X ( Хт I Хт' ) = 0. Prepišimo (4. 4.3ба) u vidu 


ф-п ) = llxn|| I n )l ® ( тг-тФ I Xn h, 


Хп I 


n 


(4.4.38) 
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gde srno se ograničili na one vrednosti od rn za koje ||x' ra || > 0, a njih pišenio kao n. 

Adaptaeijom sadašnje notacije na notaciju u Teoremu koji dokazujemo, tj. stavljajući r, 

ХГ>>*| ™>l. I xV) = (цХт) I Xn>2, dobijamo 


def 


I Y ^ 
\An ? 


> = E vz> i xS n) > i V ) 


(п) 


(4.4.39) 


što je identično sa (4.4.20). 

Iz (4.4.37) se vidi da je г„ = ||Xn|| 2 = {' п ' \ Pi | n ) svojstvena vrednost ocl pi, koja odgovara 

svojstvenom vektoru | n)\. Ako iz (4.4.39) izračunamo p 2 , dolazimo do p 2 = Ti’i (Ahnn' \ 


I хГ ){х\ 

1, Vri, daje 


M' ) i | )(> > |), što usled n ф n' ->• Тгх (| хР )(х ( Г } |) = 0, Th (| хГ ( )(хГ } I) = 

h = J2rn |X2 l) )(X2 l) I • (4-4.40) 

П 

Činjenicu da (4.4.40) predstavlja spektralnu formu za /) 2 možemo videti iz 


(Х 2 П) | P‘2 | Х К 2 ^ ) = Snn'Tn, 


M') 


(4.4.41) 


što odrnah sledi iz (4.4.40), pošto već znamo da su | x 2 l) ) ortogonalni vektori. 


Napomena 4*4*2 Iz (4.4-37) je očigledno da je \\xn\\ > 0 ako i samo ako ( rri | p\ | m) > 0, a to 
znači ako je | m) i u oblasti likova od р\. Zato se u (4*4.19) ђ (4*4-30). i (4*4-31) ograničavamo na 
svojstvene podbazise od p\ i p 2 koji obrazuju oblasti iikova IZ(pi), odnosno Т?л(р 2 )* 


Napomena 4*4*3 Lako se vidi da smo mogli poci od proizvoljnog bazisa {\ C Ћ.\ i opet 

stići do (4*4-3 7), tako da iz (4*4-37) u stvari možerno izvući zaključak da su vektori | Хт )2 £ Tio u 
parcijalnom razvoju (4*4- 36a) ortogonalni ako i sarno ako je bazis {] m)i|Vm} C Ћл svojstveni bazis od 

h- 


4.5 Problem dve i više čestica 

U ovom odeljku suočićemo se sa problemom kako rešiti spregnute dinamičke jednačine dve in- 
teragujuće čestice. Podsetičemo se u prva četiri paragrafa kako se u klasičnoj mehanici po- 
stiže rasprezanje u vidu efektivnih čestica centra, masa i relativne čestice. Zatim ćerno preći na 

kvantno-mehaničko opisivanje i rešavanje zakona kretanja. Na kraju ćeino skicirati uopštenje na 
više čestica. 

4.5.1 Centar masa i relativna čestica 

U prva četiri paragrafa izložićemo ukratko kako se problem dve čestice tretira u klasičnoj nieha- 
nici. Pretpostavimo cla su date dve čestice 4 ** 1 , prva sa rnasoni пц i koordinatarna i druga sa 
rnasorn m 2 i položajern r 2 . 

4,0 J U klasičnoj mehanici se umesto o česticaina obično govori o materijalnim tačkama. Pošto pripremaino prelazak 
na kvantno-mehaničko opisivanje, od početka govorirno o česticarna. 
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Ograničićemo se na najvažniji slučaj u kome potencijal 

interakcije V zavisi sarno od rastojanja čestica, tj. kada je 

Hamilton-ova funkcija Hi 2 vida 


/fi 2 (ri,r 2 ,pi,p 2 ) 


+#2- + Г-(|| Г1 -г 2 ||), (4.5.1) 


2mi 2rn 2 


gde su pi i. p 2 impulsi. 

Sa gledišta rešavanja jednačina kretanja (u Hamilton- 
ovoj formi) imamo nepovoljnu okolnost što su čestice di- 
Slika 4.4: Geometrija prela- namički spregnute, tj. Hamilton-ova funkcija (4.5.1) nije zbir 

ska na centar masa i relativnu Hamilton-ove funkcije H\ prve i Hamilton-ove funkcije H 2 
česticu. druge čestice. Da jeste, rekli bisnio da se H\ 2 raspada na H\ 

i H 2 , a za čestice bi rekli da su dinarnički raspregnute. 

Osnovna ideja rešavanja problema dve čestice sastoji se u tome da se izvrši transformacija 
kojom se sa realnih čestica prelazi na fiktivne ili efektivne čestice, i to takve da se Hamilton-ova 
funkcija, izražena preko njih, raspada, tj. da se efektivne čestice dinamički rasprežu. 

Uvode se efektivne čestice centar rnasa (oznaka CM) i relativna čestica (oznaka RC) tako da 
im radijus vektori R, odnosno r glase (uporediti Crtež C 4.4): 


def m-iri + m 2 r 2 


m i + m 2 

Inverzna transformacija, kao što se lako vidi, ima vid 

m 2 


def 

r = r 2 - Г\. 


ri = R 


m x + m 2 


г 2 — R + 


m i 


nii + m 2 


-r. 


(4.5.2a, 6) 


(4.5.2c, đ) 


4.5.2 Impulsi efektivnih čestica 

Као što je poznato, impulsi čestice 1 i 2 su u stvari varijable kanonično konjugovane koordinatama 


i, prerna tome, izračunavaju se po formuli p* = f i = 1, 2, gde je 

т def 1 2 , 1 2 t,/i 1 1 \ 

L\ 2 = -miV^ + - m 2 v 2 - 4 (||ri - r 2 ||) 


(4.5.3a) 


Lagrange-ova funkcija sistema, a Vj = f su brzine. Očigledno, pi = m,;Vj. S druge strane, 

potreban i dovoljan uslov za kanoničnu konjugovanost varijabli glasi [ Гј,рј ] = 1. 

Sad rnoramo da izračunamo kanonično konjugovane varijable od R i r, tj. impuls centra rnasa 
i relativne čestice. Prethodno iriorarno Lagrange-ovu funkciju izraziti preko R i r i odgovarajućih 
vrernenskih izvoda, tj. brzina 


V 


def 


dR 

dt ’ 


def 


dr 

dt 


•Jednakosti (4.5.2) povlače 

v i = V 


m 2 


m-i + rn 2 


"у ^ 


Шј 


m- s. + m 2 


-V. 


(4.5.4a, 6) 


(4.5.5a, б) 
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Kad se (4.5.5) zarnerii u L r2 , tj. u (4.5.3a), sledi 


L 


12 


1 

2 


(ffli + m 2 )V 2 + 


1 TOiTO 2 o 

L у 

2 TO] + ТО-2 


(4.5.36) 


Defmišimo 


Iz (4.5.3a) je 


M 


def 

= m\ + 771 2 


def m^m 2 

m = 

mi + m 2 


L 


12 


1 . 1 . 

-MV 2 + — tov 2 


r||). 


Iz P = p=+i (4.5.3c) odmah sledi 

P = MV, p = mv, 


(4.5.6a, б) 


(4.5.3c) 


(4.5.7a, 6) 


u punoj analogiji sa slučajem pravih čestica. Veličinu M interpretiramo kao masu sistema, a то 
kao masu relativne čestice. 

Kao što je poznato, dok je Lagrange-ova funkcija razlika kinetičke i potencijalne energije, 
Hamilton-ova funkcija je njihov zbir. Stoga iz (4.5.3c) i (4.5.7) proizlazi 


gde je r 


def 


Hn = 

|r||. Vidirrm da je Hi 2 zbir od 

def P 2 


P 2 
2 M 


+ t + V(r) 


Њ 


fCM 


2 M 


H 


RC 


def 

2 m 


+ V(r), 


(4.5.8) 


(4.5.9a, h) 


tj. od Hamilton-ovih funkcija pojedinih efektivnih čestica. 

Dakle, postigli smo rasprezanje centra rnasa i relativne čestice, tj. efektivne čestice ”ne 
interaguju” . Interakciju pravih čestica pretvorili smo u spoljašnji potencijal V(r) za relativnu 

česticu (ali izvor ovog potencljala, naravno, nije centar rnasa!). 


4.5.3 Ukupni uglovni moment 

Као što je dobro poznato, ukupni uglovni rnoment (ili ukupni moment količine kretanja) sisterna 
dve čestice je po definiciji 

1] + 1 2 = Г] х pi + r 2 х p 2 , (4.5.10) 

gde х označava vektorski proizvod. Treba da izrazirno ukupni uglovni moment pomoću varijabli 

efektivnih čestica. 

Jednakosti (4.5.5), uz ponroć (4.5.7) i (4.5.6), odnrah daju 

Pi = c^P - P, P2 = VyfP + p. (4.0. 11a, h) 

Kad se (4.5.2) i (4.5.11) zamene u (4.5.10), neposredno sledi 

1] + 1 2 = L + 1, 


(4.5.12a) 
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gde su 

L = RxP i l = rxp. (4.5.13a, b) 

uglovni momenti efektivnih čestica, definisani analogno kao za prave čestice. 

Diskusija rezultata (4.5.12a) sa (4.5.13) rrmra poći od činjenice da L zavisi od položaja koor- 
dinatnog početka (preko R, uporediti Crtež C4.4), a 1 od njega uopšte ne zavisi. Prerrra torne, 
vektorska varijabla L nije ni od kakve važnosti za sistern po sebi. Ona karakteriše odnos centra 
masa i koordinatnog početka. 

Da se izbegne nebitno, najpogodnije je smestiti koordinatni početak u položaj centra masa, 
što znači R = 0, L = 0 i onda se ukupni uglovni moment dvočestičnog sistema svodi na uglovni 
moment relativne čestice 1. Uobičajeno je da se ova pretpostavka čini prećutno (osirn ako se 
naglasi da je drugačije), tj. đa važi 

(4.5.126) 


li + 1 2 = 1 


4.5.4 Rešenje klasičnih jednačina kretanja 

Sve što smo u ovom odeljku do sada iskazali odnosilo se na fiksiran trenutak vremena. Pret- 
postavimo da u početnom trenutku R osnovne varijable efektivnih čestica imaju date vrednosti 
(početni uslov): Ro, Pq, r 0 , p 0 - Da bismo izračunali kako se ove varijable menjaju u vremenu, 
tj. da bismo našli R(t), P(t), r(t) i p(it), Vt > 0, moramo rešiti jednačine kretanja, recimo u 
Hamilton-ovoj forrni. One glase 


Ft 

r 

_ дН 12 

P — 

дН 12 

(4.5.14a, b) 

(4.5.14c, d) 

дР ’ 

_ дн 12 

др 

P = - 

дн 12 

дт 

(tačka označava izvod po vremenu). 

Pogled na 

(4.5.8) 

daje 


R = 

J-P 
M ’ 

P = 

: 0, 

(4.5.15a, b) 

r = 

: _ P; 

m 

P = 

-W(r). 

(4.5. 15c, d) 


Dakle, rešenje za centar rnasa glasi P(f) = Po, R(t) = Rq + Pq t/M, tj. centar rnasa se kreće 
po inerciji. Na relativnu česticu deluje sila (desna strana od (4.5. 15d)) i integraciju jednačina 
kretanja možerno dovršiti samo ako je eksplicitno zadata konkretna interakcija V(r), tj. kada 
zriarno silu koja deluje. 


4.5.5 Prelazak na kvantnu mehaniku 

Zriarno da se u kvantnoj mehanici dvočestični sistem opisuje vektorirna stanja iz orbitnog prostora 
d = (uporediti § 2.6.8 za N = 2). Jednačine (4.5.2) postaju operatorske jednakosti 
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ri 


d - i 

т 2л 

. def л 

JD + 

7|ЈГ ^2°) 

г = r 2 - Г i , 

= R - 

m 2 л 

” — 7 Г ’ 

- т, \ „ 

r 2 = R + — r 


M ' 

М 


(4.5.16a, b) 

(4.5.1 6c, d) 


i to као posledica kvantizacije, u kojoj se varijable zamenjuju hermitskim operatorima tako da 
sve linearne relacije ostaju sačuvane. 

S druge strane, varijable R, P, r i p čine osnovni skup varijabli u Hamilton-ovom srnislu 
u analogiji sa osnovnim skuporn ri, pi, r 2 i p 2 , od koga srno pošli pri konstrukciji pomenutog 
prostora stanja H^ ■ Odrnah se vidi da Poisson-ove zagrade irnaju uobičajen vid 


X P x 


д Х д Р х 

~дХ~дР х 


дХ дР х 
др~ dz 


1 itd. 


(4.5.17) 


(podsetimo se da se Poisson-ove zagrade rnogu izračunati pomoću bilo kog osnovnog skupa vari- 
jabli, a rezultat je jedan te isti). Dakle, 

[ Rqj Pq' ]PZ $qq ' , [ Q, Pq' ]pZ $qq' (4.5.18(2,5) 

(Vidi (4.5.18) Poasonovih zagrada nije samo potreban, nego i dovoljan uslov za osnovni skup 
varijabli.) 


Zadatak 4-5.1 Dokazati rela,cije (4.5.18) izračunavajući Poasonove zagrade pornoću osnovnog skupa varijabli 
Г1, P1, Г 2 i p 2 . 

Potpuno analognom logikom kao u § 2.5 možemo konstruisati orbitne prosiore stanja efektivnih 
čestica: kao prostor obrazovan zajedničkim (uopštenim) svojstvenim bazisom { | R)| — oo < 

Q < oo, Q = X, Y, Z} potpunog skupa kompatibilnih opservabli R i H^, u kome je {| r)| oo < 

q < oc, q = х, у, zj zajednički svojstveni bazis potpunog skupa kompatibilnih opservabli r. Ako 
formirarno direktni proizvod od H-ch i H^, dobićemo pomenuti dvočestični prostor ћ [°2 , kao 
što sledi iz (4.5.16), tj. iz činjenice da parovi R, f i r 1; r 2 deluju u istorn prostoru (jedni su 
funkcije od drugih). Dakle, radi se o dvema različitim tenzorskim faktorizacijama prostora Н$ : 

H^ ® H { 2 ] = H { fl = Н!см ® H { °1 ( 4 . 5 . 19 ) 


Zadatak 4-5.2 Pokazati da (uopšteni) dvočestični vektor stanja | P ) | r ) e Еу], ll r ll 1, una osobinu da 

prediktivno merenje irnpulsa na prvoj čestici daje određenu vrednost i za impuls druge, udaljene, čestice; ako 
se umesto impulsa rneri (prediktivno) položaj prve čestice, takođe se tirne ujedno izrneri distantnim rnererijem i 
položaj druge, udaljene, čestice. (Indikacija: Poći od činjenice da pomenuta merenja ne narušavaju oštru vrednost 
opservabie P, odnosno r, jer je kompatibilna sa merenom opservablom.) 

Na ovorn primeru su Einstein, Podolskv i Rosen 1985. prvi put 4,5,2 uveli pojam distantnih 
korelacija (uporediti § 4.4.1). 


4,5,2 A. Einstein, B. Pođolskv aricl N. Rosen, Pfvijsical Review 47 (1935) 777. 
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4.5.6 Efektivne čestice u koordinatnoj reprezentaciji 

Sad ćemo da proučimo šta (4.5.19) znači u koordinatnoj reprezentaciji. 

Iz (4.5.16) sleđi da je vektor | r x ) | r 2 ) G 7i\°] zajednički svojstveni vektor ne saino za operatore 

ri i r 2 , nego i operatora R i r (sa odgovarajućim svojstvenim vrednostima R = — 1 £1 јд- 2 12 , 
odnosno r = r 2 — ri). Dakle, svakorn paru (r l7 r 2 ) odgovara par (R(ri, r 2 ), r(r] , r 2 )) bijektivno. 
Sa gledišta faktorizacije (4.5.19) na prostore efektivnih čestica, isti pravac u U{% ]]) obrazuje 
(uopšteni) vektor | R) | r) G ( sa pornenutirn vrednostirna R i r). Pogodnim izbororn fazrrih 
faktora rnožemo postići 

| ri) I r 2 ) =| R) I r), Vri, Vr 2 , (4.5.20) 

tako da su vrednosti ri, r 2 i R, r korespondenti u smislu (4.5.2). (Obratiti pažnju da na levoj 
strani od (4.5.20) imamo ispušten 0 u smislu prve faktorizacije u (4.5.19), a na desnoj strani 
ispušteni 0 odgovara drugoj faktorizaciji u (4.5.19).) Pisaćemo, još više skraćeno, (4.5.20) i kao 

I Гх,г 2 ) =| R, r ). 

Zadatak 4-5.3 Pokazati da važi jednakost 

e -i(pi-ri+p 2 -r 2 ) _ e -i(P-n+p-r) (4.5.21) 

za svaki par vrednosti ri, r 2 (i korespondentni раг R, r) i da iz toga sledi da možemo postići (4.5.20). 

Neka je | Л) G proizvoljan vektor (Л ovde označava potpun skup kvantnih brojeva) i neka 

је r 2 ) = f ( Г] ,г 2 | Л) odgovarajući element prostora £ 2 (r ; ]r 2 ). Izrazimo r :l i r 2 na levoj 

strani ove jeđnakosti poinoću R i r, koristeći se relacijama (4.5.2c, 4.5.2d) i dobijenu složenu 
funkciju od R, r označirno sa ф\(Л, r). Na desnoj strani iste jednakosti zamenimo (ri,r 2 | sa 

njernu jednakirn braorn (R, r | u srnislu (4.5.20). Tako dolazimo do 4-0 ' 3 

ф\(т 1 ,г 2 ) = 0a(R, r) = ( R,r | Л). (4.5.22) 

Ovo je jednakost vrednosti funkcija za korespondentne argumente u smislu (4.5.2a, 4.5.26), а 
ne jedrmkost funkciormlnih zavisnosti. 

Jednakostima (4.5.19) u koordinatnoj reprezentaciji odgovara 

£ 2 (г]) 0 £ 2 (r 2 ) = £ 2 (n, r 2 ) ^ £ 2 (R, r) = £ 2 (R) 0 £ 2 (r), (4.5.23) 

gde su £ 2 (R), £ 2 (r) i £ 2 (R, r) prostori po modulu kvadratno integrabilnih funkcija </?cm(R) = 

( R | 0см), odnosno 0rč(c) = ( r | <y^ R č), odnosno </>(R, r) = f ( R, r | ф ), u punoj analogiji sa 
£ 2 (гј ) na prirner, a = označava izornorfizam uspostavljen prvorn jednakošću u (4.5.22). 

Zadatak 4-5-4 Pokazati da prva jednakost u (4.5.22) uspostavlja izomorfizarn izrneđu C 2 (ri, r 2 ) i £ 2 (R, r). 

Zadatak 4-5-5 Pokazati da se operacija ® direktnog množenja vektora u £ 2 (R, r) = £ 2 (R) ® £ 2 (r) sastoji u 
običnom množenju funkcija (Indikacija: osloniti se na analogni slučaj £ 2 (г],г 2 ) = £ 2 (r]) ® £ 2 (r 2 ), videti (2.8.19) 
i stav S 2.8.1). 

4 - 4 5 ‘ 3 Notacijom ф\ i ф\ želimo da naglasimo različite funkcionalne zavisnosti. Cak i u prostijern slučaju koordinatne 
i irnpulsne reprezentacije jedne čestice, ako bisrrio pisali ( r | ф) = ф(г) istovremeno sa ( p | ф) = Ф(р), notacija 

bi mogla sugerisati da su ф(г) i ф(р) jednake funkcionalne zavisnosti, što nije tačrio! 
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4.5.7 Rešenje kvantno-mehaničkih jednačina kretanja 

Vratirno se sad problemu zakona kretanja za dve čestice. Ovaj zakon možemo dobiti direktno 
prepisujući klasični izraz (4.5.8) na jeziku operatora u = %см ® ' 1 zamenjujući tako 
dobijeni hamiltonijan u Schrodinger-ovu jednačinu: 


гћ Ђ 1 фи } ~ Hu 1 фи } ~ { Јм + ш + v{r)) 1 фи } 


(4.5.24) 


U pogledu dinamičke podele (§3.1.6), naš dvočestični sistern je konzervativan i izolovan, a kad 
je izražen ргеко efektivnih čestica kao u (4.5.24) čak irnamo đirramičku nezavisnost ili dinamičku 
raspregnutost centra masa i relativne čestice. Efektivna čestica centra masa se kreće kao slobodna 

čestica, a relativna čestica kao konzervativna, ali ne i izolovana, već u spoljašnjem polju V(r) 

(osim ako je V(r) = f 0. 

Kao što znarno iz teorerna T 3.2.1, da bisrno dobili rešenje za (4.5.24) dovoljno je rešiti svoj- 
stveni problem hairiiltonijana H V2 . tj. naći potpunu klasifikaciju dvočestičnih stanja. Zbog 

raspregnutosti efektivnih čestica najpogodnije je poći od klasifikacije stanja posebno za centar 
masa i posebno za relativnu česticu (uporediti analogarr slučaj (3.4.1бо)-(3.4.17с)). 


Za centar rnasa pogodno je potpunu klasifikaciju stanja izvršiti pomoću ravnih talasa {| P) |VP}. 
Odgovarajući spektar {Ксм = ^|VP} je čisto korrtinualan, tj. centar rnasa nema ni jedno vezarro 
stanje. 

Ako imamo svojstveni vektor hamiltonijana sa odgovarajućom diskretnom i to negativnom 
vrednošću energije (svojstvene vrednosti hamiltonijana), onda se govori o vezanom stanju. Ako 
iinamo pozitivnu vrednost energije i to iz neprekidnog spektra hamiltonijana, onda se odgova- 
rajući (uopšteni) svojstveni vektor naziva slobodnim sianjem. Kelativna čestica u opštem slučaju 
uiože da ima i vezanih i slobodnih stanja, tj. njen ukupni spektar rnože da se sastoji od diskretnog 
i od kontinualnog spektra. 

Piirner za kontinualni spektar relativne čestice iuiarno pri rasejanju, kada čestica 1 (projektil) 

pod uticajem čestice 2 (rnete) menja svoje starrje, ali ne forrnira s njoirr vezano starrje (tj. ne 
dešava se zahvat). Cesto je u ovorn slučaju pogodnije koristiti se potpunom klasifikacijorn stanja 
pomoću sfernih talasa (uporediti niže, §6.6.5), nego pomoću ravnih talasa. 

Primere za diskretni spektar relativne čestice imamo u slučaju vezanih dvočestičnih sistema. 
Takav je na primer deuteron, jezgro deuterijuma D, koji se pojavljuje u atomu teške vode D 2 0. 
Deuteron se sastoji od protona i ođ neutrona. Drugi primer je neutralni atoni vodonika, sastoji 
se od protona i elektrona. Treći primer je molekul od dva atoma itd. 


4.5.8 Efektivne čestice u slučaju N čestica 

Centar masa iV-čestičnog sistema definiše se jednakošću tzv. statičkih momenata (radijus vektora 
pornnoženih masarna): 

N N 

> m 

jLnnnalStf 

П :::::: [ П=1 

a to inože da se prepiše kao 


Rcm( 


m„r r 


(4.5.25) 


R -см (5Cn=i m n) = + ш 2 Г 2 ) + m 3 r 3 ) + m 4 r 4 ) + . . . = 

(((m 4 + m 2 )RcM 12 + ш з г з) + т 4 г 4 ) + . . . = ((m-i + m 2 + тз)Ксм 123 + m 4 r 4 ) + . . . , 


(4.5.26) 
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gde je sa CMi... n označen centar rnase prvih n čestica. 

Na osnovu (4.5.26) može se preći sa N čestica na N efektivnih čestiea na sledeći način. Sa 
prve i druge čestiee pređe se na RC 12 i CM 12 (kao u dvočestičnom problemu). Onda se sa CM 12 
i treće čestice pređe, opet kao 11 dvočestičnom problernu, na još jedrm relativnu česticu i na 
СМ 123 (kao što se vidi iz (4.5.26)) itd. Na kraju imamo N — 1 relativnih čestica i centar masa 
celog sistema. Zbog proizvoljnog redosleda čestica, ovim postupkom se na mnogo načina mogu 
đefinisati relativne čestice. 

Može se postupiti i malo drugačije. Iz (4.5.25) takoreći neposredno sledi sledeća lerna. 

Lema 4.5.1 Grupišimo naših N čestica na izvestan način u K klasa sa po N^, k = 1, . . . ,K, 
čestica u pojedinim klasama CT,k=i ^k = N). Neka su R* i radijus vektor i masa centra 
rnasa k-te klase čestica, a R i M odgovarajuće veličine celog sistema. Onda važi 


к 

MR = ^M*R* (4.5.27) 

k=i 

tj. sa intermedijernih centara masa CM\. pojedinih klasa se prelazi na centar masa sistema 
analognom formulom kao sa prvobitnih čestica. 


Na osnovu Leme L4.5.1 moženio razdeliti sistem čestica u klase i unutar svake od njih preći 
sa Nf. čestica u klasi na hf — 1 relativnih čestica i CM^, na primer gore opisanim postupkom. 
Onđa sa intermedijernih efektivnih čestica СМ Х , CM 2r . . CM^ dalje opet prelazimo na relativne 
čestice i na (sve obuhvatnije) centre masa riekim načinom kao za čestice. Opet ćeino na kraju 
dobiti N — 1 relativnih čestica i centar rnasa celog sisterna. 

Ispostavlja se (nećemo to dokazivati) da kako god uveli N — 1 relativnih čestica sa radijus 
vektorima q x , q 2 >- ■ ■ > eiv-i? masama pi, / i 2r . . ,Pn- 1 i impulsima Pi, P 2r . . )Pn-i i centar masa 
sa R, M i P, važiće kako uopšterije forrnule (4.5.12a) za uglovne momente 

N N 1 

УУг п x Pn) = R х P + y^(g ž х Pj), (4.5.28) 

71=1 Г = 1 

tako i uopštenje formule (4.5.8) za Hamilton-ovu funkciju 

= N + (f)K + y( e , .... (4.5.29) 


Dakle, 11 opštern slučaju samo se centar masa celog sisterna, dinarnički raspreže ocl N — 
1 relativnih čestica, a ove sa svoje strane ostaju dinamički spregnute. Prelazak na kvantnu 
mehaniku je analogan kao u dvočestičnom problemu. 



Glava 5 


GALILEJEVE TRANSFORMACIJE 


5.1 Proširena Galilejeva grupa 

Započećemo odeljak pojmovima inercijalnog koordinatnog sistema i inercijalnog kretanja. Za- 
tim ćemo podsetiti na definiciju Galilejevih transformacija i inverzija, koje zajedno obrazuju 
proširenu Galilejevu grupu. Koren ove grupe leži, s jedne strane, u geometriji prostor-vremena i 
u inercijalnom kretanju, a s druge strane u Galilejevom principu relativiteta. Objasnićemo ak- 
tivnu i pasivnu interpretaciju pojedinih transformacija. Pripremajući se za kvantizaciju proširene 
Galilejeve grupe, tj. za njeno prenošenje u kvantnu rnehaniku (koje ćerrro izvršiti u sleđećern 
ođeljku), ukazaćerrro rra rrrogućnost generisarrja Galilejevih trarrsforrrracija pornoću eksponerrci- 
jalnih operatorskih funkcija zasnovanih na Poisson-ovim zagradama. Na kraju, definisaćemo 
dotične transformacije u više prostora i proučićerno veze izrrređu rrjih. 


5.1.1 * Inercijalni koordinatni sistem 

Klasična mehanika je nauka o kretanju fizičkih sistema. Pri opisivanju kretanja se zapravo radi 
o tome kako određeni posmatrač (opserver) vidi dotični fizički sistem u prostoru i vremenu. 

Fizika je egzaktna nauka, te se pojam ”posmatrača” rnora precizno i objektivno definisati. 
Tako se dolazi do poznatog pojma koordinatnog ili referentnog sistema. Strogo uzev, posmatrač 
je više od koordinatnog sistema; tu je i aktivni subjekat (ali mogao bi biti i robot) koji vrši 
merenja, prikuplja irrformaciju itd. Ali uobičajeno je da se ovaj ”višak” apstrahuje i, za potrebe 
klasične mehanike, posmatrač redukuje na referentni sistem. 

Ista fizička pojava izgleda različito u različitim koordinatnim sistemima i čak rnože da se 
ispoljava složerrije ili prostije zavisno ocl referentnog sisterrra. Očigledno je važrro rraći kriterijum 
najpogodnijeg izbora koordinatnog sistema za što širu klasu fizičkih fenomena. 

Fizičke pojave odvijaju se u prostoru i vremenu. Složenost opisivanja pojava osetno zavisi od 
toga kako se složeno pojavljuje sam prostor i vreme u viđenju opservera. Vreme poprima najveću 
jednostavnost za posmatrača za koga su svi vremenski trenuci a priori (tj. pre nego što se đese 
određeni fizički događaji) ravnopravni, nerazličivi. Ta se osobina naziva homogenošću vremena. 

Analogna jednostavnost prostora je u a priori ravnopravnosti ili nerazličivosti svih položaja 

što se naziva homogenošću prostora. Drugi vid jednostavnog ispoljavanja prostora imamo ako su 
u njemu svi pravci koji prolaze kroz fiksiranu tačku ravnopravni što se naziva izotropnošću 
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prostora (u odnosu na tu tačku). (Videti precizniju definiciju hornogenosti i izotropnosti u § 5.1.7.) 
Ako je prostor homogen i izotropan u odnosu na jednu tačku, onda je izotropan u ođrmsu na 
svaku tačku. 

Koordinatni sistern u korne je vreme homogeno, a prostor homogen i izotropan naziva se 
inercijalnim koordinatnim sistemom. Takav referentni sistem stvarno daje najjednostavnije opi- 
sivanje najvećeg broja pojava. Pre svega, u njemu se materijalna tačka na koju ne deluje sila 5-1-1 , 
kreće pravolinijski konstantnom brzinom (ili u specijalnom slučaju miruje), tj. vrši tzv. iner- 
cijalno kretanje. Ovo je u stvari potreban i dovoljan uslov (ili druga definicija) za inercijalni 
referentni sistern. 

Inercijalnih koordinatnih sistema iuia (kontinualno beskonačno) rrinogo. Sa jednog na drugi 
prelazi se transformacijom iz tzv. proširene Galilejeve grupe, koja je stoga grupa relativiteta 
klasične rnehanike (videti § 5.1.7). 

5.1.2 Galilejeve transformacije 

Као što je poznato u klasičnoj mehanici, svaka tzv. Galilejeva transformacija određena je sa 4 
entiteta: jednom 3 х 3 realnom ortogonalnom 5 * 1 ' 2 matricom R jedinične determinante (koja se 
naziva matricom rotacije), vektorom brzine v, vektorom prostorne translacije a i realnim brojem 
vremenske translacije b. Oznaka je T^,a,v,R) ■ 

Galilejeva transformacija deluje na sledeći način na vektor položaja r, na trenutak t i na 
impuls p klasične čestice: 

'P(6,a,v,R)r = Rr + a - vt , T(?,, a) v,R)f = t + b, T(6,a,v,R)P = Rp ~ WIV. (5.1.1о,б,с) 

Pod Дг, па primer, podrazumeva se matrični proizvod 3x3 matrice R sa 3x1 matricom (ili 
brojnom kolonom) vektora r, koja se sastoji od apscise х ђ ordinate у i od aplikate г. Sa m je 
označena inasa čestice. 

Zadatak 5ЛЛ Pokazati da identična transformacija glasi T( 0 .o,o,/)j gde Ј е sa 0 označen nulti vektor, a sa I 

jedinična 3x3 matrica. 

Kada su u četvorci (6, a, v, R) svi entiteti nulti (zapravo R = I a ne nula) osim jednog, onda 
se u oznaci transformacije ispisuje samo taj jedan. 

Zadatak 5Л.2 Pokazati da važi 

T(b,a.,v,R) = ТђТоТ-угТ^, ( 5 . 1 . 2 ) 

gde na DS~i irnarno proizvod transformacija, koji se u stvari sastoji u uzastopnoj primeni. 

Cetvorka (6, a, v 5 R) naziva se Lie-jevim parametrima transformacije. Za svaki izbor Lie-jevih 
parametara (unutar gornjih definicija) postoji Galilejeva transformacija. Uzastopna primena 
(proizvod) bilo koje dve Galilejeve transformacije opet daje Galilejevu transformaciju prema 
obrascu 

^(6CagvC/t/)^"(6 5 a,v,ir) -L(6 / +6,a / +l?/a---v / 6 5 v / +l?/v 5 il / l?.) * (о.1.3) 

° ' 1 ' 1 Ovde pod siiorn podrazumevamo pravu silu, koja irna svoj izvor u nekorn fizičkorn sistemu i za koji važi zakon 
akcije i reakcije (a ne na inercijalnu silu, koja je prividna i pojavljuje se sarno u neinercijalnom koordinatnorn 
sisternu) . 

D * L2 Matrica R se naziva ortogorialnom ako Rr 1 = R T , tj. ako je njena inverzna matrica jednaka transponovanoj. 
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Svaka Galilejeva transformacija je nesingularna (tj, preclstavlja obostrano jednoznačno, ceo- 
na-ceo preslikavanje). Inverzna transformacija T^ v ^ proizvoljne trensformacije , kao 

što je poznato, zadovoljava 

T~ X T = TT~ X = Т^о^о.о,/) (5.1.4) 

(na LS-i smo izostavili Lie-jeve parametre). 


Zadatak 5.1.3 Dokazati formulu 


T~~i 

(b,a,v,R) 


т. 


( b, n-pa+vft), ’vJ; i) 


(5.14 


Citaocu je već očigledno da Galilejeve transformacije čine grupu. To je tzv. Galilejeva 
grupa, obeležavaćemo je sa Q. Pošto su elementi grupe zadati Lie-jevim parametrima i množenje 

u grupi se izražava pornoću operacija sa Lie-jevim parametrima (uporediti (5.1.3)), Galilejeva 
grupa spada među tzv. Lie-jeve grupe. 


5.1.3 Osnovne podgrupe Galilejeve grupe 

Na DS-i jednakosti (5.1.2) pojavljuju se prosti specijalni slučajevi Galilejevih transformacija. 
Transformacije T R nazivaju se rotacijama, T v boost - ovirna ( boost — čitati: bust — na en- 
gieskom znači: pogurnuti uvis) ili specijalnim Galilejevim transformacijama, Т/, vremenskim 
translacijama, a T a prostornim translacijama. Uobičajene su oznake 

R(3) = f {T R | Vi?}, T 3 (v) ‘= {T v | Vv}, (5.1.6a, 6) 


т 


def r T 
3 — {Ј-а 


Va}, 


т 


def 


(T { 


oo < b < oc}. 


(5. 1.6c, d) 


Zadatak 5.1-4 Pokazati da su skupovi R(3), Tjčf Тз i Ti grupe. 

Dakle, rotaciona grupa R(3), grupa specijalnih Galilejevih transformacija T^, grupa pro- 
stornih translacija T 3 i grupa vremenskih translaeija T'i su osnovne podgrupe od Q. Broj koji se 
pojavljuje u oznaci podgrupe pokazuje koliki je broj Lie-jevih parametara podgrupe. Neočigledno 
je samo da je R(3) troparametarska. U to ćerno se uveriti u narednoj glavi. 

Od velike je važnosti najmanja podgrupa od Q koja sadrži samo R(3) i T 3 od osnovnih 
podgrupa. To je tzv. Euklidova grupa E(3). (Ovde se broj 3 odnosi na dimenziju prostora u 
korne deluju transforrnacije. Rroj Lie-jevih parametara je 6.) 

Cela Galilejeva grupa Q, kao i svaka njena pomenuta podgrupa, je kao što se kaže, kontinualna 
(neprekidna) i povezana. To će reći da se kontinualnim menjanjem Lie-jevih parametara dotične 
transformacije može stići (prelazeći druge Galilejeve transformacije) do identične transformacije 
T(o,o.o,i> Sa suprotnim slučajem diskretnih transformacija upoznaćemo se u sledećern paragrafu. 
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5.1.4 Diskretne transformacije i proširena Galilejeva grupa 

Inverzija prostora ili prostorna inverzija J v definisana je sledećim delovanjern 

Jp r = -r, Jpt = t, J p p = -p. (5.1 Ja.b.c) 

Inverzija vrernena ili vremenska inverzija J v je po definiciji sledeća transformacija: 

J v r = r, J v t = f -t, J v p = -p, (5.1.8а.б,е) 

Za obe inverzije se često kaže da su diskretne transformacije. Naime, uopšte nemaju Lie-jeve 
pararnetre i, stoga se, na prvi pogled, ne rnože od njih kontinualno stiei do druge transformacije. 

Međutim, detaljna analiza pokazuje da stvari stoje rnalo dmgačije. 

Najmanja podgrupa grupe svih transformacija (faznog prostora I vrernenske ose rnaterijalne 
tačke) koja pored Q sadrži i J p i J v naziva se proširenom Galilejevom grupom. Obeležavaćemo je 
sa Q. Označavajući sa T tekuću Galilejevu transforrnaeiju, rriože se reći da se Q sastoji od 4 vrste 
transformacija; od Galilejevih transformacija T, od transformacija vida TJ P , od transformacija 
koje se pišu kao TJ V i, najzad, od transformacija koje glase T J P J V . Diskretna transformacija 
J p Jv je tzv. jaka inverzija. Cela proširena Galilejeva grupa Q je unija četiri disjunktna skupa: 

G = Q + GJp + GJv + GJpJv 

Svaki sabirak (podskup u Q) naziva se susednom klasom u teoriji grupa. Svaka od pomenute 
četiri susedne klase je povezana, tj. neprekidnom promenom Lie-jevih parametara (od T) može 
se preći sa bilo kog elementa na bilo koji drugi u istoj klasi. Ali grupa Q nije povezana. 

U sledećem paragrafu prodiskutovaćemo dvostruku fizičku interpretaciju transformacija iz Q. 


5.1.5 * Aktivna i pasivna interpretacija transformacija iz 

T s , Ti i T< E) 

Svirn transformacij ama koje srno diskutovali u prethodnirn paragrafirna rnože se dati tzv. ak- 
tivna interpretacija, u kojoj se pretpostavlja da je fiksiran koordinatni sistem (uključujući nulti 
trenutak vremena), tj. da je referentni sistern jedan te isti pre i posle delovanja transforma- 
cije. U ovoj irrterpretaciji se zamišlja da se transformacije ”dešavaju” u objektivnoirr fizičkorn 

prostor-vremenu 0-1-3 , a transformacije iz prethodnih paragrafa opisuju kako takvu promemr vidi 
dati posmatrač (ograničavamo se, naravno, na inercijalnog posmatrača). 

Međutim, moguća je i druga, tzv. pasivna interpretacija transformacija iz Q. Tu se pret- 

postavlja da se u objektivnom prostor-vremenu ništa ne ”dešava” sa fizičkim sistemima, ali da 
postoje dva različita koordinatna sistema i da se drugi dobija iz prvog inverznom transforma- 
cijoui T _1 G Q u objektivnom prostor-vrernenu. Primena transformacije T na r, p, t se onda 
turnači kao preslikavanje ili prevođenje viđenja fenomena od strane prvog posmatrača u viđenje 

°' 1-3 Objektivni prostor, za, razliku od subjektivnog prostora brojnih kolona r kojim se služi posmatrač, u klasienoj 
fizici se obično ne definiše matematički precizrm, Pre nego što se fiksira koordinatni sistern, to nije linearni prostor, 
već sarrm tzv. afini prostor, čiji je jeđini element strukture rastojanje. Citalac, ako želi, rnože da pročita više o 
matematičkoj strukturi afinog prostora u poslednjoj glavi knjige: A. T. Малљцев, Основи Липеинои Алгебри 
(Наука, Москва 1975), treće, prerađeno izdanje, Nauka, Moskva, 1970 (u ranijim izdanjima nerna ove partije). 
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istih fenornena od strane dmgog posmatrača. Pod ”viđenjem” ovde podraziirnevarno odražavanje 
objektivnih đogađaja u subjektivriorri faznom prostoru i vremenu posrnatrača pripisivarrjern po 
7 realnih brojeva r, p, t tirn događajima. 

Očigledan je smisao prostornih translacija u aktivnoj interpretaciji. Pri pasivnoj interpretaciji 
prostornih translacija pretpostavlja se da je koordinatni početak drugog posmatrača (i samo 
to) pomeren za — a u odnosu na koordinatni početak prvog; prema tome, položaj koji prvom 
posmatraču izgleda đa je u vrhu radijus-vektora r, drugom posmatraču izgleda da je u vrhu 
radijus-vektora r + a. 

Moguće su clve aktivne interpretacije vrernenskih translacija. U prvoj, koju ćerno nazivati 

nesponianorn, po uzoru na aktivnu interpretaciju prostornih translacija, opserver vrši bar u 

mislima translaciju vremena po objektivnoj apsolutnoj vremenskoj osi kada to zaželi i za 

veličirm b koju odabere. U drugoj aktivnoj interpretaciji, koju ćerno rrazivati spontanorn, radi se 
o spontanorn i nezaustavivom proticanju vremena u prirodi, koje se ogleda u vremenskoj evoluciji 

svih fizičkih sistema. 

U pasivnoj interpretaciji vremenskih translacija pretpostavlj amo da je nulti trenutak drugog 
posmatrača (i sanio to) poineren za — b u odnosu na nulti trenutak prvog posmatrača. 

Specijalnim Galilejevirrr transforrrracijarna rrrožemo clati aktivnu interpretaciju po kojoj svaka 
materijalna tačka (rna gde se rialazila) u trenutku t = 0 skokorrr promerri svoju brzinu za fiksirani 

vektor —v. Ovo je, naravno, rnatematička konstrukcija bez dubljeg fizičkog srnisla. 

Kacla dajerrro pasivrru interpretaciju fooost-ovirna, onda pr et p ost avlj arrro da se u trenutku 
t = 0 koordinatrri sistern 2 poklapao sa koordinatnim sistemorn 1 u položaju, smerovima i 
orijentaciji koordinatnih osa (oba su desna ili oba leva, videti Crtež C5.1 niže), kao i u izboru 
nultog trenutka, ali da se referentni sistem 2 kretao u odnosu na referentni sistem 1 konstantnom 
brzinom v. 

Citalac je svakako zapazio da ”dešavanje” pišemo u navodnicima. Razlog tonie leži u činjenici 

što su sva navedena preslikavanja kojirrra aktivno interpretirarno transformacije iz Q u stvari fik- 
tivna; možerno ih sarrro zarnisliti, a ne i fizički ostvariti. Ovo nije slučaj sa svinr pasivrrim inter- 
pretacijama, osinr za boost-ove, i sa spontanom aktivnom interpretacijorrr vrernenske translacije. 
(Tu se radi o ostvarivim dešavarrjima.) 

5.1.6 Aktivna i pasivna interpretacija rotacija i inverzija 

Sto se rotacija tiče, one se interpretiraju aktivno ili pasivno u analogiji sa slučajem translacija. 
Prepustićemo detalje čitaocu. 

Prodiskutovaćemo maternatičku stranu nerazličivosti aktivne i pasivne interpretacije. Zarni- 
slirrro objektivni prostor (rrraterrratički: apstraktrri prostor) u koirre je fiksirarr koordirratni sisterri 

(bazis) ai,a 2 ,a 3 i rreka tu deluje rotacija R. Pozrrata fomrula za reprezentovanje rotacije R 
matricom R u porrrenutom bazisu glasi 

з 

Ra.k = ^ Rk'k Ufc'. (5.1.9) 

k '= 1 

Trojka brojeva r u istorrr bazisu reprezentuje tekuću tačku objektivrrog prostora, a Rr reprezen- 
tuje lik te tačke dobijen delovanjem rotacije R. To je aktivna irrterpretacija. 
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Uzrnimo sad inverznu od gornje rotacije, tj. R U u objektivnom prostoru i pomoću nje 
generišimo drugi bazis: 

b k = iT^a/fe, k = 1, 2, 3. (5.1.10) 

Iz (5.1.9) i (5.1.10) sledi 

3 

b k = J2 R k>W 

к '= 1 

što znači da je rnatrica razvoja clrugog bazisa po prvom (R~~ 1 ) T (T znači transponovanje) , tj. 
kontragredijentna matrica ocl R. Orrđa, kao što je poznato, ako tačku objektivnog prostora 
u prvorn bazisu {a k | k = 1,2,3}, reprezentuje brojna kolona r, istu tačku u drugorn bazisu 
{bfc | k = 1,2,3} reprezentuje brojna kolona Rr. To je pasivna interpretacija. 

Zadatak 5.1.5 Pokazati da je J p , što se tiče delovanja na r, takođe matrica 3 х 3. Koja je to matrica? 


(5.1.11) 


Za prostornu inverziju J p važi sve što je rečeno za rotacije. Proučićemo detaljnije fizičku 
stranu dveju interpretacija za J p . 



Slika 5.1: Levi i desni koordinatni sistem. 


U slučaju pasivne irrterpretacije prostome inverzije prelazi se sa jecinog, npr. sa uobičajenog 
desriog koordinatnog slsteirra, na drugi, na prirner na levi (videti Crtež C 5.1.A odnosno C 5.1.B). 
Obratiti pažnju da su ortovi desnog referentnog sistema uzajarrmo raspoređeni (orijentisani) po 
uzoru na desni (tj. uobičajeni) zavrtanj: vrtenje ocl orta ж -ose najmanjim uglom ka ortu у- ose 
izazivalo bi pomeranje zavrtnja u smeru orta 2 -ose. Kod levog koordinatnog sistema mutatis 
mutandis uzor je levi zavrtanj. 


Zadatak 5.1.6 Uveriti se da se levi i desni koordinatni sistern ne mogu dobiti rotacijom jedan iz drugog, a da 
se dva leva koordinatna sistema sa istim početkorn (npr. C5.1.B i C5.1.C) mogu. 


U aktivnoj interpretaciji prostorna inverzija se u stvari odigrava u objektivnom prostoru 
(rnateinatički: u apstraktnom prostoru) i deluje na sve osiin na fiksirani koordinatni sistern 
opservera. Pasivna interpretaeija je izvodljiva: rnožerrio preći sa opisivanja fenomena iz desnog 
koordinatnog sistema na opisivanje iz levog ili obratno. 
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5.1.7 * Inercijalni koordinatni sistemi i proširena Galile- 
jeva grupa kao grupa relativiteta 

Као što smo rekli u paragrafu § 5.1.1, inercijalni koordinatni sistem rnože da se prepozna po 

tome što materijalna tačka koja se kreće po irrerciji irna u rrjernu konstarrtarr (u vrernenu) irnpuls. 
Svaka transforrnacija iz Q preslikava korrstantan irnpuls u korrstantan irnpuls. 

Zadatak 5.1.7 Dokazati ovaj iskaz. 

Dakle, ako primenimo transformaciju iz Q na ortove inercijalnog koordinatnog sistema, opet 
ćemo dobiti inercijalni referentni sistern. Ispostavlja se da je Q najobuhvatnija grupa trans- 

formacija koje iz jednog inercijalnog' koordinatnog sistema generišu druge analogne referentne 
sisteme. 

Zadatak 5.1.8 Prodiskutovati inercijalne koordinatne sisteme koji su fiktivni, tj. fizički neostvarivi, a dobijaju 
se primenom neke transformacije iz Q na fizieki ostvarivi inercijalni referentni sistem. 

Irnajući u vidu pornenutu ulogu grupe Q u generisarrju svih inercijalriih koordirratnih sistema 
iz jednog od njih, govori se o Q kao o grupi relativiteta klasične mehanike. Izražavajući istu 
misao, govori se i o opštem Galilejevom principu relativiteta. Ova relativistička uloga grupe 
Q (ne mešati ол т о sa relativističkom fizikom, u kojoj ulogu Q preuzima proširena Poincare-o\-a 
grupa) je u najužoj vezi sa pasivnom interpretacijom transformacija. 

Pri aktivnoj interpretaciji transformacija iz Q ima se u vidu nepromenjenost forme Hamilton- 
ovih jednakosti kretanja (to je tzv. kanoničnost ovih transformacija, u koju mi nisnio ulazili). 
Na osnovu toga govori se o opšteni Galilejevom principu invarijantnosti. 

Sad ćerno da darno jedrru teorijski koncizniju ekvivalerrtrru defirriciju pojrrrova hornogenosti i 
izotropnosti, koje srno pornenuli u § 5.1.1. 

Homogenost prostora i vrerirena se u aktivnoj interpretaciji sastoji u torrre što su grupe T 3 i 
Ti grupe automorfizama (izomorfizama) objektivnog prostor-vrerriena (na sarrrog sebe). Drugirn 
rečima, dotičrre transformacije održavaju rastojanje. Analogno, izotropnost prostora je u torrre 
što je i rotaciona grupa R(3) grupa automorfizama prostora. 

U pasivnoj interpretaciji homogenost prostor-vremena i izotropnost. prostora ogledaju se u 
torne što bilo kojoin transformacijom iz T 3 i T x odnosno iz R(3) prelazimo sa inercijalnog koor- 
dinatnog sistema na isti takav referentni sistem. 

Kao što je čitaocu verovatno jasno, grupe T 3 . T x i R(3) i transformacije J p i J v igraju 
osnovniju ulogu nego T 3 V \ Orre su geometrijske grupe i transformacije, vezane za georrretrijsku 
strukturu prostor-vremena. Grupa T 3 ^ je kinematička, pošto je u vezi sa kinematičkim stanjem 
ili stanjem (inereijalnog) kretanja koordinatnog sistema. Sve transformacije iz Q nazivaćemo 
kinematičkim, transformacijama (podrazumevajući da "kinematički” sadrži ”geometrijski” kao 
specijalni slučaj). 

5.1.8 Generisanje Galilejevih transformacija pomoću ek- 
sponencijalnih operatorskih funkcija 

U odeljku § 2.5, pri izlaganju kvantizacije klasičrrih varijabli u kvantno-mehaničke operatore, 
istakli srrro činjenicu da su rieki nestandardni aspekti klasične mehanike od osnovnog značaja za 
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prelazak na kvantnu rnehaniku. Prvi prirner bile sn Poisson-ove zagrade. Sada ćerno ukazati na 
drugi primer, koji se nadgrađuje na Poisson-ove zagrade. 

Kao što je poznato, transformacije faznog prostora klasičnog sistema pod kojima su Hamilton- 
ove jednačine kretanja i Poisson-ove zagrade invarijantne nazivaju se kanoničnim transformaci- 
jarna. Jednoparametarske grupe kanoničnih transformacija rnogu se generisati sa po jedrrorn 
varijablom uz korišeerrje po jednog parauietra. 

Neka su /1(г,р) i G( r, p), dve varijable (jednočestičnog sistema) i to neka je A tekuća, a G 
fiksirana varijabla. Definišimo operator G koji deluje u skupu svih varijabli A (koje su analitičke 
funkcije na faznom prostoru) na sledeći način: 


GA = [ G, A ]p Z 


, V/l(r, p), 


a pod e 0G podrazumevaćemo operatorsku funkciju 


OG def улоо e n G n 
' 2—m = 0 nl 


(5.1.12) 


(5.1.13) 


(G n je n puta uzastopno primenjeno G). Skup {e eG | — oc < 9 < oo} je jednoparametarska Lie- 
jeva grupa kanoničnih transformacija definisanih, kao što smo rekli, na skupu varijabli A(r, p). 
Tu spadaju i 6 varijabli osnovnog skupa: х = x(r, p), . . . ,р г = p z (r,p), gde, na primer, ж(г,р) 
znači uzeti apscisu u tački (r, p) faznog prostora. 

Obeležavajući sa H = Hamilton-ovu funkciju slobodne čestice, a sa m njenu masu, ispo- 
stavlja se da se delovanje neprekidnih Galilejevih transformacija reprodukuje u prostoru varijabli 
(na faznom prostoru) materijalne tačke pomoću eksponencijalnih funkcija operatora na sledeći 
način 5 ' 1 ' 4,5 ' 1 ' 0 : 

,q = x,y,z ; (5.1.14a) 


e a Lq = q + a q 


, Q = x,y,z; (5.1.15a) 


, q = x,y,z; (5.1.16a) 


, q = x,y,z. (5.1.17a) 

5 .J . 4 Ngćemo dokazivati relacije (5.1.14a)-(5.1.176). Citaoca koji želi da se bliže upozna sa ovorn materijom 

upućujeniG na veoma zanimljivu knjigu: E. C. G. Sudarshan and N. Mukunda, Classical Dijnamics : A Modern 
Perspective, John Wiley and Sons, New York, 1974. Ova knjiga predstavlja moderan i nestandardan pogled na 
klasičnu mehaniku sa gledišta simetrija i teorije grupa, a po inspiraciji iz kvantne mehanike. Kao drugu referencu 
na Gaiilejevu grupu pomenućemo Group Тћеогу and Its Applications , Volume II, Editor E. M. Loebl, Academic 
Press, New York, 1971; poslednja glava. Kao treću referencu navešćemo: L. Fonda and G. C. Ghirardi, Symmetry 
Principles in Quantum Physics , Marcel Dekker, New York, 1970. 

5Л - 5 Lako je videti da je na primer e'"" a 'P = е~ пх ^ х e~ ay ^ y e~ az ^ z , a podgrupe \e~ aq ^ q | — oo < a q < oo}, 
q = x«y,z, su jednoparametarske. Drugim rečirna, troparametarske grupe T 3 , R(3) i T^ svode se na prirodan 
način na j ednopar aniet arske podgrupe. U stvari sarno kod R(3), koja nije komutativna, ovo svođenje nije trivijalno 
(nije direktni proizvod jednoparametarskih podgrupa kao kod T 3 i Tg^), naime: = е~ ф ^ х ~Ф у ^ У ~ ф ^ х ф 

g — фх L (J — Фу ly p — фг^г ' 


^v-mr q 


-ф-\. 


EL 


: Rgg' (Ф)Ч 


e b ^q = q + 5™ 
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U irnpulsnorn prostoru irnarno analogno: 


(5.1.146) 

(5.1.156) 
(5.1.166) 

(5.1.176) 

Za sađa nije defmisan vektor ф, koji daje parametrizaciju grupe R(3). Njega ćeino definisati i 
proučiti niže, u odeljku § 6.1. Vektorska varijabla l(r, p) je ugiovni moment čestice, tj. vektorski 

proizvod 1 = r х p. 

Pažljivi čitalac je zapazio da su relacije (5.1. 15a)-(5. 1.156) u stvari zakorr kretanja slobodne 

čestice u inercijalrrom koordirratnom sistemu u skladu sa spontanom aktivnorn interpretacijom 
vremenskih translacij a. 

Na kraju paragrafa, rezimirajmo koje su osnovne podgrupe Galilejeve grupe Q i koje su 
varijable odgovarajući generatori: 


AP Pq=Pq, 4 = 

X, у, Z'. 

II 

СУ 

ан 

п 

-o 

I 

x,y,z: 


2 

е~ фЛ Рд = В т'(Ф)РЈ’ Q = x , У, u 

q f =x 

e v " mr p q = p q — mVg, q = х, у, z. 

Zadatak 5.1.9 Dokazati (5.1.146) i (5.1.14a) (uporediti Primedbu 5.1.5). 


(5.1.18) 

Dakle, tu su osnovne varijable r i p i njihove najvažnije funkcije 1 i H. U srnislu (5.1.18) govori 
se o fundamentalnoj paralelnosti transforrnacija sirnetrije s jedne strane i najvažnijih varijabli sa 
druge strane. Videćerno da se ova paralelnost prenosi u kvantnu mehaniku 5 * 1,6 . 

5.1.9 * Izomorfizmi i antiizomorfizmi izmedju grupa trans- 

formacija u različitim prostorima 

U paragrafima § 5.1.5 do § 5.1.7 tvrdili smo da je svejedno hoćemo li interpretirati pojedine trans- 

formacije aktivno ili pasivno. U sveopštoj pripremi za kvantizaeiju Galilejevih transformacija 
nioramo i ovo stanovište dalje precizirati. 

Pokazalo se svrsishodnim da se pri izboru interpretacije zahteva izomorfnost grupa transfor- 
niacija, što u suštini znači ”jednako” delovanje dotičnih grupa kao celina. Na priiner, kada Q 
uzimamo u aktivnoj interpretaciji, tj. kao grupu transformacija kinematičke simetrije objektiv- 

nog prostor-vremena, i definišerno transformacije T G Q u faznom prostoru, irnanio izomorfizam 

grupe u objektivnorn prostoru na grupu u faznorn prostom. Dakle, ovde je aktivna interpretacija 
potpuno zadovolj avaj uća, tj. ona je usklađena sa zahtevom izomorfnosti (videti desrm kolorru 
Crteža C 5.2). 

To već nije slučaj sa pasivnom int er pr et acij om . Sada se Q u objektivnom prostor-vremenu po- 
javljuje u pasivnoj ulozi grupe relativiteta, delujući na inercijalne koordinatne sisteme (kvadrat I 

5Л - 6 * Sa tačke gledišta formalizma treba istaći da neprekidne transformacije čine Lie-jeve grupe, a varijable koje 
ih generišu čine Lie-jeve algebre sa Poissonovorn zagradom kao Lie-jevim proizvodom. 


T 3 •f-t pj L\ II] R(3) 4-4 lj Tg ^ 4-4 тпт 
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na Crtežu C 5.2), a pojedine transformacije se pri torne invertuju. Invertovanje je aritizomorfizam 
(tj. ne održava već obrće poredak množenja elemerrata u grupi) , te je grupa Q u faznom prostoru 
(kvadrat IV) antiizomorfrra grupi relativiteta. Stoga pasivna interpretaeija grupe Q u faznour 
prostom ne zadovoljava gornji zahtev izomorfnosti. 

Pređimo sad na prostor varijabli i na Galilejeve transformacije koje se pojavljuju na levoj 
strani jednačina (5.1.14«)-(5.1.17&) (tj. koje deluju u kvadratu III). 

Kao što se čitalac rnože lako uveriti (npr. na podskupu osnovnih varijabli), transformacije 
T eQ sad deluju na varijable kao na funkcije (tj. funkcionalne zavisnosti) na faznom prostoru i 
to kao transformacije T indukovane na sledeći način; 
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Klasična mehanika 


1 


11 

skup 


а\ (invertovanje) 

objektivno 

koordinatnih 

sistema 

(5.1.10) 

prostor- 

vreme 






н 

(5.1.13) 

(5.1.1) 

4 



(5.1.14)-(5.1.17)\^ 



ш 


IV 

prostor 

«5 

fazni 


varijabli 

(5.1.19) 

prostor 


( , kvantizacija 

' 6 (5.2.2)-(5.2.3) 


(5.2.14) i 7 


\ 

Kvantna mehanika 

1 

V 


VI 

prostor 

a 8 (invertovanje) 

prostor 

operatora 

Baker-Hausdorff-ova lema 

stanja 

u Li 0 


По 


Slika 5.2: Aktivna i pasivna interpretacija transformacija. Leva kolona (kvadrati I, III i V 

i izomor&zmi i 2 i k) daje elemente za pasivnu, a desna kolona (kvadrati II, IV i VI i izomor&zmi 
ц i и) za a ktivnu interpretaciju grupa E(‘i) i T^'K Antiizomor&zmi ol\, a 3 , а 5 i а%, kao i 
izomor&zmi i 2 , Ц, k, i t 7 povezuju osnovne podgrupe Galilejeve grupe koje deluju u skupovima 
označenim sa I do VI. Specijalno: i 2 = f а 5 o a 3 = a 5 o t 4 o аЈ 1 ; a 3 = ц o i\ je prevođenje viđenja 
između dva opservera ); ц je reprezentovanje u Sksiranom koordinatnom sistemu sa implikacijama 
u impulsnom prostoru. 
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Čitalac rnože lako proveriti za bilo koju od osnovnih podgrupa od Q da je pridruživanje T T 
dato sa (5.1.19) antiizornorfizam dotične podgrupe koja đeluje u faznom prostoru (kvadrat IV) 
na ”istu” podgmpu koja deluje u prostoru varijabli (kvadrat III). 

Sto se tiče cele grupe Q, (5.1.19) nije antiizomorfizam, jer se pri prelasku sa faznog prostora na 
prostor varijabli poremećuje odnos podgrupe ТЈ^ sa ostalim osnovnim podgrupama od Q. To u 
stvari potiče od nekomutiranja operatora p i f (u (5. 1.14a), (5. 1.146), (5. 1.17a) odnosno (5.1.175); 
vkleti više o ovome ispod (5.2.18) i u prvim dvema referencama iz Primedbe 5.1.4). 

Dakle, seljenje grupe iz faznog prostora u prostor varijabli (označeno sa ”5” na Crtežu C 5.2), 
koje predstavlja presudan korak uoči kvantizacije klasičnih transforrnacija (kao što ćerno videti 
u sledećern odeljku), prirnorava nas da se odreknemo grupe Q ili Q kao celine. Urnesto o Q, 
govorićemo posebno o E(3) i posebno o Tg’č Pri tome izostavljamo, jer za nju je najvažnija 
spontana aktivna interpretacija, a nju smo već obradili u glavi 3. Involucije J p i J v izostavljamo 
arbitrerno. 

Iz rečermg se vidi da u prostoru varijabli (kvadrat III) aktivna interpretacija geometrijske 
grupe E(3), koja polazi od delovanja ove gmpe u objektivnoiri prostor-vrernenu (u kvadratu 
II), ne zadovoljava zahtev izomorfizma. Međutim, pasivna interpretacija (pri kojoj se polazi 
od delovanja E(3) u kvadratu I) zadovoljava, jer dva antiizomorfizma se množe u izomorfizam 
(uporediti Crtež C5.2). Na Crtežu C5.2 leva kolona prikazuje pasivnu interpretaciju za T^ 
i E(8), a desna kolona riam predočava aktivnu interpretaciju istih gmpa. Kao što smo rekli, 
iz fizičkih razloga za T^ je samo pasivna interpretacija prirodna, a za E(3) prirodne su obe. 
Međutim, kao što ćenio videti u sledećem odeljku, u slučaju Euklidove grupe prednost se daje 
aktivnoj interpretaciji. Ova konvencija rnožda potiče od važne uloge koju fazni prostor igra u 
definiciji osnovnog skupa opservabli. 


5.2 Galilejeve transformacije u kvantnoj mehanici 

Počećemo odeljak proučavanjern opšteg pojrna transforrnacije sirnetrije u kvantnoj rnehanici. 
Objasnićemo zrračajni teorern Wigner-a po korne se svaka transforrnacija sirnetrije rriože izraziti 
unitarnim ili antiunitarnirri operatorom u prostoru stanja kvantrrog sistema. Zatirn ćerno kvanto- 
vati pojedine Galilejeve transformacije, tj. izrazićemo ih u vidu operatora u kvantno-mehaničkom 
prostoru stanja. Na kraju ćemo detaljnije prodiskutovati operatore prostornih translaeija i spe- 
cijalnih Galilejevih transformacija i nabacićemo način konstrukcije operatora Galilejevih trans- 
formacija u prostoru stanja višečestičnog kvantnog sistema. 

Vremenske translacije su u stvari već bile detaljno proučene u § 3.1, pa ih se u ovom odeljku 
sarrio dotičemo (u §5.2.5). Operatorima rotacije I opservablama uglovnog momenta biće po- 
svećerra sledeća glava. Operatore diskretnih kinematičkih transforrnacija ćeirro uvesti tek rrakorr 
što savladamo teoriju rotacija i uglovnih momenata. 


5.2.1 Pojam transformacije simetrije u kvantnoj meha- 
nici 

U Harnilton-ovoj forrni klasične rnehanike transformacije simetrije su kanonične transforrnacije. 
U prethodrrorn odeljku podsetili srrro se rra karronične transformacije koje su rrajvažrrije sa gledišta 
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kvantne inehanike: na Galilejeve transformacije i na inverziju prostora i vrernena. 

Postavlja se pitanje šta u kvantnoj mehanici odgovara karioničnim transforrnacijama, tj. šta 
je tu najšira klasa transformacija simetrije. 

U paragrafu § 2.1.2, u Postulatu o stanjirna, videli srrio da svi vektori u prostoru stanja % 
koji pripadaju jednom te istom pravcu (tj . jednodimenzionalnom potprostoru) u % imaju isti 
fizički smisao: opisuju (nakon normiranja) jedan te isti homogeni ansambl kvantnih sistema. 
Obeležimo sa V{%) prostor svih pravaca 5 2 ' 1 u %. Na osnovu pomenutog Postulata, V{%) je u 
biunivokoj koresponđenciji sa skupom svih mogućih čistih kvantnih ansambala. 

Može se smatrati da je verovatnoća prelaza, uvedena u § 2.4.7, binarna operacija u V{%): 
za svaka dva pravca Р\,Р 2 6 V(H) definisan je broj iz intervala [0, 1] jednak |( 'ф | ф)\ 2 , gde su 
| 'ф ) G pi i | ф ) G P 2 normirani vektori. 

Opšta transformacija sirnetrije u kvantnoj rnehanici definiše se kao transformacija (tj. biu- 

rrivoko ceo-na-ceo preshkavanje, ili bijekcija) u V(%) koja održava verovatnoću prelaza, tj. ako 
pravac pi prevodi u p\ i u p’ 2 , orrda imarno 

|( Ф | ф) | = |( ф' | ф')\ , | u) G Pi, | ф) £ P‘2 , | ip' ) £ р ) , | ф' ) £ p>2- (5.2.1) 

Mi ćenio niže (u § 5.2.3 i § 5.2.4) preći sa klasičnih kinematičkih transformacija na operatore u 
%, i uverićemo se da oni u V(%) indukuju transformacije za koje važi (5.2.1), tj. transformacije 
sirnetrije 5 * 2 ' 2 . 

Fizički srnisao zahteva održanja verovatnoće prelaza ćenio najlakše razumeti ako se ograničirno 
na neku Galilejevu transformaciju i opredelimo za pasivrru interpretaciju. Neka su O i O' dva op- 

servera, oba sa inercijalnim koordinatnirri sistemorn. Pošto normirani vektor predstavlja viđenje 
čistog kvantnog ansarnbla od strane datog posrnatrača 0 * 2 * 3 , jedan čisti ansarnbl će opserver O 
opisivati recimo sa | ф), a opserver 0' će taj isti ansambl opisivati recimo sa | ф ' ). Isto tako, 
nakon određenog selektivnog kompletnog merenja (što je premisa ”prelaza” | ф) ->| ф) u (5.2.1), 
videti §2.4.7), posmatrač O će nastali ansambl opisivati stanjem | ф ) recimo, a posmatrač 0' 
recimo stanjem | ф’ ). 

Pošto je verovatnoća prelaza empirijski relativna frekvencija (broj đogađaja podeljen brojem 

sisterna u ansamblu), ona rnora biti ista za oba opservera. To je srnisao zahteva (5.2.1). 

Preostaje nain cla vidirno kako se konkretno ostvaruje prenošenje klasičnih transformacija u 
V(%). Vicleli snio u paragrafu § 2.4.6, kada srno iskazno upotpunili Postulat o stanjirna, cla svoj- 

stvene vrednosti potpunog skupa kompatibilnih opservabli uspostavljaju vezu izirređu elemenata 
od V(%) i laboratorijske preparacije homogenih kvantnih ansambala. Možerno to iskoristiti za 
prenošenje klasičnih transformacija u V(%). Na prirner, pošto je za jeđnu česticu potpuni skup 
kompatibilnih opservabli r, onda tački r klasičnog konfiguracionog prostora odgovara pravac 
p £ V(%) kome pripada | r ). Ako jeclna transformacija preslikava r u r', oncla u V(%) njoj 
pridružujemo (tj . prenosimo je u) transformaciju koja prevodi pravac od | r ) u pravac od | r' ). 
Prosleđićemo ovu misao kroz najvažnije primere transformacija. 

°- 2Л Т7.у. projektivni prostor ; engleski гау space (čitati rej spejs); ruski проективное пространство. 

0 - 2,2 Među upravo definisane kvantno-mehaničke transformacije simetrije spadaju sve klasične kanonične trans- 
formacije (posle kvantizacije), a potencijalno ” ima mesta” i za nove, čisto kvantno-mehaničke transformacije 
simetrije. 

° -2 * 3 Strogo uzevši, ovaj iskaz je pooštrenje Postulata o stanjima iz § 2.1.2. Iziskuje ga, činjenica da je za kvantno- 
mehaničko opisivanje jednog kvantnog ansambla neophodno da postoji i opserver sa đathn inercijalnim koor- 
dinatnim sistemom. On je u stvari zamišljeni izvršilac kvantnih merenja, čije rezultate predskazuje kvantna 
mehanika. 



160 


GLAVA 5. GALILEJEVE TRANSFORMACIJE 


5.2.2 Wigner-ov teorem o (ant i) unitarnim operatorima 
simetrije 

Pošto je sav kvantno-mehanički formalizam formulisan u prostoru stanja %, a ne u V('H), neop- 
hodno je preneti ”suviše apstraktne” transformaeije simetrije iz T{%) u % i tu ih pretvoriti u 
operatore 5-2-4 . Pri tome nameće nam se pitanje da li će operatori simetrije u % imati lepe ma- 
tematičke osobine, kao što je to na primer slučaj sa hermitskim operatorima koji predstavljaju 
opservable. 

Odgovor rra ovo pitanje daje sledeći teorem, za čiji dokaz upućujemo na literaturu 5 ’ 2 0 . 

Teorem 5.2.1 (Wigner-ov teorem) A. Svaka transform,acija simetrije u V(H) može da se 
prenese u Hilhert-ov prostor % tako da posiane ili unitarni operator U ili antiunitarni operator 

u a . 

B. Višeznačnost prenošenja u pornenuti operator sastoji se tačno u proizvoljnom faznorn faktoru, 
tj. na prirner sa operatororn U i operator e lX U za svaki realan Л i nijedan drugi operator 

pomenutog tipa, indukuje u V{%) jednu te istu transformaciju simetrvje. 

Skupovi {е гХ Т | 0 < A < 2тг} svih unitarnih (ili antiunitarnih) operatora iz pravca (jeđnođi- 
menzionalnog potprostora) operatora koji obrazuje unitarni T = U (ili antiunitarni T = U a ) u 
lineamom prostoru operatora su pravi reprezentanti pojedinih transformacija simetrije. Radi o 
tzv. projektivnim reprezentacijama. 

Ako hoćemo da dobijemo običnu reprezentaciju, onda moramo iz svakog skupa operatora iza- 
brati po jedan operator ali tako da dobijemo izomorfnu grupu. To nije uvek moguće. Ispostavlja 
se da to jeste moguće za pojedine podgrupe Galilejeve grupe: za T 3 , Тј , R.(3) i ТЈр i čak i E(3), 
ali ne i za celu grupu Q (niti za proširenu Galilejevu grupu Q). 

5.2.3 Kvantizacija Galilejevih transformacija — početak 

Kada sa Galilejevih transforrnacija u klasičnoj mehanici želimo da pređemo na kvantno-mehaničke 
operatore u prostoru starrja % kvantnog sistema, pogodno je poći od jednakosti (5.1.14a)- 
(5.1.176). One su u takvoj formi da je Postulat o kvantizaciji (iz § 2.5.3) neposredno primenljiv na 
njih. Naime, u njima osnovnu ulogu igraju Poisson-ove zagrade, a znamo da njih treba zameniti 
komutatorom (pomnoženim sa — |). 

Pođimo od prve jednakosti u sistemu jednakosti (5.1.14a): e~ & '**x = х + a x . Опа se svodi па 
(uporediti sa prirnedborrr 5.1.5): 

e~ a * p *x = х + a x . (5.2.2) 

Kvantizacijorrr ova jednakost prelazi u 

e i a + x g. = x + 0ж> (5.2.3) 

o . 2 . 4 p j- ec iznij e , za da,tu transformacij u u V('H) treba naći linearni operator u Ћ takav da održava verovatnoću 
prelaza i da, pošto riužno prevodi svaki pravac na pravac, indukuje u Т(Ћ) upravo transformaciju od koje smo 
pošli. 

5.2.5 Originalni Wigner-ov dokaz je poboljšan u radu V. Bargrnann, Journal of Mathernat/ical Physics, 5 (1964) 
862 . 
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gde je х opservabla apscise čestice u orbitnoin prostoru H 0 , a p x je operator koji đeluje na 
operatore na sledeći način: 

P x x = [Px,x]- (5.2.4) 

Operatoru A pridružujemo tzv. superoperator A koji na svaki operator B u % 0 deluje na sledeći 
način: 

A(B) = [A,B]. (5.2.5) 

Treba zapaziti da srno pri prelasku sa (5.2.2) na (5.2.3) iskoristili e~~ ax 'U = f YLLAo , a 

prema zahtevima 3), 1), 2) i 4) Postulata o kvantizaciji, celokupni red održava formu pri prelasku 

na kvantno-mehaničke operatore, a p x prelazi u p x . Tako dobijamo YLnLo = e~~ ax 'N. 

Superoperatori su ne samo složeni entiteti, nego i deluju na pogrešne objekte. Nania su 
potrebni operatori u H 0 , a ne u operatorskorn prostoru. Zato ćerno superoperatore smatrati 
interrnedijarnim korakom bez neposrednog značaja za našu svrhu. 

Da bismo izvršili poslednji korak, oslonićenro se na sledeću lenra, koja se u rnatematici naziva 
Baker-Hausdorff-ovorn' >:2S lernorn (dokazaćemo je u Dodatku § 5 . 2 . 10 ). 

Lema 5.2.1 Neka su A i B dva operatora u nekorri Hilbert-ovorn prostoru TL takva da je definisan 
operator e B A, pri černu je BA = [ B, A ]. Onda važi 

e š A = e š Ae~ B . ( 5 . 2 . 6 ) 

Obratiti pažnju da na LS-i od ( 5 . 2 . 6 ) imamo superoperator е в , eksponencijalnu funkciju od 

superoperatora B, koji deluje na A (preko komutatora) , a na DS-i od ( 5 . 2 . 6 ) irriamo proizvod tri 
operatora. 

Na osnovu ( 5 . 2 . 6 ), (5.2.3) možerno da prepišeirro u vidu 

е Ћ а *Р*х е -Ћ а * P* = x + a x , (5.2.7) 

a (obični) operator eA ax k x deluje (kao i х) na vektore u % 0 . Pošto je j,a x p x kosohermitski operator, 
lako se vidi da je eA ax N unitaran operator. 

U paragrafu § 5.2.9 ćemo se uveriti da svaka klasična transformacija koja je element povezane 

grupe kvantizacijom prelazi u unitaran operator. Prema torne, svaka Galilejeva transformacija 

postaje unitaran operator u kvantnoj mehanici. 

Na Crtežu niže dodat je i kvantno-mehanički deo na C5.2. Upravo opisano pridruživanje 
e -~a x px ^ e Ђ а хр х j e prirner izomorfizma ”6” na Crtežu. Sad moramo detaljnije proučiti kako 
treba preći rra primerru transformacije u prostoru starrja % 0 . 

Setirno se Schrodinger-ove i Heisenberg-ove slike zakorra kretanja, koji je za konzervativan 
srstem u stvarr translacija u vrememr, znači Galilejeva transformacija iz Т^. Prirodno je očekivati 
da ćemo i transformacije iz E(3) ili T^ primenjivati ili na vektore stanja a na operatore ne, ili, 
umesto toga, na operatore a na vektore stanja ne. A prelazak sa jeclne verzije na drugu se 
ostvaruje invertovanjem (a% na Crtežu C 5.2) . 

I stvarno je tako, kao što sledi iz činjenice da se u kvantnoj mehanici sve merljivo svodi na 
matrične elemente operatora, tj. na izraze vida (ф, Аф). Oni će se jednako menjati bilo da 

5 ' 2 ' e Čitati: Вејке, Hausdorf. 
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primenimo operator U na vektore: (1Ј г ф, АПф), bilo da primenimo inverzni operator П~ 1 = П^ 

(jer je U unitaran ili antiunitaran) na operator: (ф, и~ 1 Аиф), što je jednako sa (иф, А1Јф). 

Kao što se vidi, na Crtežu C 5.2, desna kolona odgovara aktivnoj interpretaciji dejstva grupe 
E(3), koja je u kvantnoj mehanici više uobičajena. Samo što smo mi išli urnesto kratieom i 7 (o 
kojoj će biti reči niže, naročito za diskretne transformacije) dužim putem a% posle t 6 posle a 5 da 
bi iskoristili već poznatu kvantizaciju varijabli. 

Leva kolona na crtežu daje drugu alternativu, pasivnu interpretaciju, tj. tumačenje E(3) ili 
Тз^ kao grupe relativiteta. Kao što srno videli u prethodnorn odeljku, za ova interpretacija 
je jediria prirodna. 

Dijagram je komutativan, tj. npr. a$ posle t 6 posle a 5 jednako je ip, itd. Kvadrati I, II, III i 
IV spadaju 11 klasičnu fiziku, a V i VI u kvantnu mehaniku. 

5.2.4 Kvantizacija Galilejevih transformacija — završetak 

Као što srno rekli, što se tiče E(3) uobičajeno je da se u kvantnoj mehanici daje prednost aktivnoj 
interpretaciji (desna kolona na Crtežu), jer ona prirodno uključuje fazrii prostor iz koga crpirno 
osrrovni skup opservabli u % 0 . U prethodrrom paragrafu srno se uverili đa iz toga orrda sledi 
da se odlučujerno za Schrodinger-ovu verziju prirnene operatora E(3) u % 0 . Nasuprot torne, 
za Tg^ je prirodna sanio pasivna interpretacija (leva kolona na Crtežu). U ovom slučaju je 
nužna Heisenberg-ova verzija priinene (inverznih) operatora transformacijom sličnosti (sarno) na 
operatore u % 0 . 

U našeui prirneru translacije za a x , izomorfizam ” 6 ” na Crtežu je, kao što srno videli, pretvorio 
e -a x p x u e jra x p x ^ k 0 ji transformacijom sličnosti deluje na operatore u % 0 (tj. u kvadratu V). Ako 
izvrširno antiizomorfizam ”8” posle ” 6 ”, očigledno dobijamo е~^ пх ^ х u % 0 (deluje u kvadratu VI). 
Na osnovu (5.1.14a), (5.1.15a) i (5.1.16a), sad rnožerno odrnah da zaključirno da ”8” posle 

”6” posle ” 5” daje sledeće pridruživanje: 


T a и- e i a 'P =' V 


, Va; 


T b ^ €~i bš = L T h 


Vb 


(gde je H hamiltonijan slobodne čestice, radi se o aktivnoj nespontanoj interpre 

pred kraj od §5.1.5); 


R hg егжФ^ d T f п(ф) 


(5.2.8) 

(5.2.9) 

uporediti 

(5.2.10) 


gde je R = Тд rotacija, a 1 vektorski operator orbitnog uglovnog momenta u % 0 (pobliže 11 § 6.5). 

Kao što je rečeno, za transformacije T v G T^ prednost clajerno pasivnoj interpretaciji 
i Heisenberg-ovoj verziji primene ovih operatora na prostor operatora koji deluju u % 0 (kao 
U...U~ r ). Kvantizacijom (5.1.17a) dolazirno do (pošto sad ”8” na Crtežu otpada): 


, 

‘f л 

T v н^ e ft v ' mr = 

= u v 


, Vv. 


(5.2.11) 


Pošto dve operatorske eksponencijalne funkcije kornutiraju ako i sarno ako kornutiraju opera- 
tori u rrjihovim eksponerrtima (uporediti dokaz od K 6.4.3), iz (5.2.8) i (5.2.11) se vidi da U a i U v 
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ne koinutiraju. Isto je važilo u klasičnom prostoru varijabli, jer Poisson-ove zagracle su analogoni 
komutatora (uporediti §5.1.9). S druge strane, svaka transformacija iz T 3 kornutira sa svakom 
transformacijom iz T^. Stoga nismo mogli Q izoinorfno (ili antiizomorfno) preneti u prostor 
varijabli niti u kvantnu mehaniku 0 ' 2 '', već srno je morali rastaviti na i E(3) ® T x . 

5.2.5 Operatori translacije u kvantnoj mehanici 

Sto se tiče vrernenskih translacija, videli smo da se polazi od spontane aktivne interpretacije 

i cla se kvantizacijom dobija evolucioni operator, koji srno detaljno proučili u odeljku §3.1. I 
vrernenske translacije u nespontanoj aktivrroj interpretaciji (uporediti § 5.1.5) igraju izvesnu ulogu 
u kvantnoj mehanici, rnada ne u vidu operatora. Njiiria sirio se koristili u § 3.1.6 da bisrno ideju 
homogenosti vremenske ose izrazili na jeziku evolucionog operatora. 

Pokazali smo ranije (vicleti §2.5.15) da u jednoj dimenziji važi U ^ l {q)iU^q) = х + q. Ako 
umesto q pišemo a x , ovo se u tri dimenzije očigledno proširuje na: 

(5.2.12) 

(naravno, iskoristili suro i jeđnakost U~ l {a x ) = U{—a x ) i zarnenili —a x sa a x ). Pošto je transla- 
cioni operator funkcija p, odrnah sledi: 

(5.2.13) 

Tako, znači, deluju operatori translacije prostora U a na osnovni skup opservabli u orbitnom 
prostoru stanja % 0 čestice. To je, naravno, unutar Schrodinger-ove verzije formalno delovanje. 

Na (uopštene) vektore svojstvenog bazisa kompletne vektorske opservable г operatori pro- 
stornih translacija deluju na sleđeći način: 

(5.2.14) 

To odmah sledi iz fazne konvencije za ovaj bazis, riainre, Г/ а | r) = U a e~^ rp | r = 0 ) = U a U r | 
r = 0 ) = f/ a+r |r = 0)=|r + a) (za fazriu konvenciju videti (2.6.10)). 

S druge strane, na (uopštene) svojstvene vektore kompletne vektorske opservable p operatori 
translacija prostora deluju na sledeći način: 

U a | Р ) = е~Ђ р ' а | p), Va, Vp 

(pošto se radi o svojstvenim vektorima i za U a ). 

Kada pogledamo formule (5.2.14) i (5.2.15), vidimo da u V{% 0 ) translacije deluju upravo 
onako kako smo rekli (na kraju od §5.2.1). Mogli smo se koristiti ovirn prenošenjem iz faznog 
prostora u V{% 0 ) i zatirn u % 0 uniesto našeg kvantovanja Galilejeve grupe. Ovaj put ćerno 
izabrati za diskretne transformacije. Tu se u stvari radi o izomorfizrnu ”7” sa Crteža, tj. o 

kratici koju srno zaobišli (da bi naš prelazak na operatore nadgradili na već poznatu kvantizaciju 
varijabli) . 

о.2.7ц stvari G nema netrivijalne linearne (obične) reprezentacije, već sarno tzv. projektivne reprezentacije. 


(5.2.15) 
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Postavlja se pitanje kako se operatori translacija reprezentuju u talasnoj rnehanici, tj. u 
prostom £ 2 (r). Ako reprezentant apstraktnog operatora pišerno nepromenjeno, rezultat giasi: 


f/ a £(r) = ф( r 


a 


Va. 


(5.2.16) 


Naime, € г а ф(г) = f (r | (П а | ф )) = ({r | П а ) \ ф) = { r — а | ф) = ф(т — а) (treba imati u vidu 

da je (r | П а bra od иЦт) = Пф 1 | r) = U a | r ) =| r — a)). 

Pažljivi čitalac je primetio da je u dokazivanju formule (E15-5.2) jedino bilo važno da je (r | U a 
bra od U~ l | r). Stoga za sve operatore Galilejeve grupe, ili čak i šire, za sve unitarne operatore 
П(Т) važi analogna formula: 


, Va. (5.2.17) 

Ha kraju, da nađemo odgovor i na pitanje kako se operatori translacija prostora iz 'Н 0 re- 
prezentuju u impulsnoj reprezentaciji, tj. u prostoru £ 2 (p). U analogiji sa rezonovanjem koje 


П(Т)ф( г) = ф(Т~~ 1 г) 


dovodi do (5.2.16), dolazi se do zaključka: 

и а ф(р) c = (p | U a | ф) = ei p ' a { p | ф) = ei p '4(j>), (5.2.18) 

tj. dobijamo multiplikativne operatore u vidu faznih faktora (za svaku vrednost argumenta p 
drugi fazni faktor!). 


5.2.6 Y Operatori specijalnih Galilejevih transformacija 

Као što srrm videli u (5.2.11), operatori boost - ova u orbitnom prostoru % 0 jedrie čestice glase: 

IU = et v ' m i Vv (5.2.19) 

(oni sanio formalno deluju u % 0 , u stvari ih primenjujemo u Heisenberg-ovoj verziji na operatore 

u vidu U V ...U v ). 

Iz (5.1.17а)-(5.1.17б) sledi sledeće delovanje operatora U v rra osnovni skup opservabli u Ji 0 : 

ФфтПф 1 = f, П^рПф 1 =p- mv, Vv. (5.2.20) 

Iz (5.2.19) neposredno sledi (pošto je U v operatorska funkcija od r): 

IJ V | r) = ei v ' mr | r), Vr, Vv. (5.2.21) 

Na osnovu (5.2.21) odmah možerno da napišemo (imajući u vidu razonovanje kao u odgo- 
varajućem slučaju u prethodnom paragrafu) kako operatori boost - ova deluju u koordinatnoj 
reprezentaciji: 

U V J( r) = е~^ тг ф(т), Vv. (5.2.22) 

Dakle, đeluju kao multiplikativni operatori. 

Da bisrno izračunali kako operatori II v u % 0 deluju na zajedničke svojstvene bazisne vektore 
kompletne vektorske opservable p, polazimo od fazne konvencije ugrađene u definiciju tog bazlsa 
(uporediti (2.9.26)). 

IJ V | p) = | p = 0) = е /(”™-+р)-г | p = 0 ) = | p — mv ) , Vv, Vp. (5.2.23) 

Kao posledicu od (5.2.23), imamo delovanje operatora specijalnih Galilejevih transformacija 
u impulsnoj reprezentaciji: 

€фф(р) = ф ( p + mv) , Vv, Vp. 


(5.2.24) 
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5.2.7 Operatori Galilejevih transformacija za višečestični 
kvantni sistem 

Као što sino videli u § 2.6.8, orbitni prostor stanja iV-čestičnog kvantnog sistema je N = 
® ® % ( ' N , tj. oii je direktni proizvod orbitnih prostora stanja pojedinih čestica. 

Ako se Galilejeva transformacija T G Q u orbitnom prostom stanja jedne čestice predstavlja 
operatorom U(T), onda istu transformaciju u N predstavlja operator koji je direktni proizvod 

*7i...aKT) = Ui(T) ® U 2 (T) ® ■ ■ • 0 U N (T). (5.2.25) 

(Za značenje direktnog proizvoda operatora videti inaternatički podsetnik § 2.6.3.) 

Od velike je važnosti da se uoči da u (5.2.25) u svirn faktor prostorima deluje operator jedne 
te iste Galilejeve transformacije T, tj. svih N faktor-operatora u (5.2.25) imaju iste Lie-jeve 
parametre, jer, npr. u pasivnoj interpretaciji, prelaz prelaz na drugi inercijalni sistem istovremeno 
irienja celi objekat. 

Zadatak 5.2.1 Pokazati da za prostorne translacije važe sledeće forrnule u 


č/ a = е-^а-ЕТхР-. (5.2.26) 

UainLN 1 = f - a, UaPniJ- 1 = Pn, П = 1, . . . , N] (5.2.27a, b) 

U a | ri, . . . ,r N ) =| ri + a, . . . ,r N + a), (5.2.28a) 

U* I Р!,...,рлг) =e Ђ а ’Тп =1 Pn | pi, . . . ,рлг ); (5.2.286) 

а da u koordinatnoj i u irnpulsnoj reprezentaciji irnarno sledeće delovanje: 

и а ф(г 1 , . . . , r N ) ------- Ф(г 1 — a, . . . , rjv — a), (5.2.29a) 

Uaipipi, ...,p N ) = е^ а ' Е "= 1Р "^(р1,. ■ • ,pjv). (5.2.296) 


5.2.8 * Matematički podsetnik — osnovne osobine uni- 

tarnih I antiunitarnih operatora 

Unitami operatori u riekorn Hilbert-ovorn prostoru Ж, pišerno ih u vidu U, su neprekidni, nesin- 

gularni, linearni operatori u % sa sledećim najvažnijim osobinarna: 

1Г 1 = U f , (5.2.30) 

gde ” f’ označava adjungovanje; 

(Пф,и Х ) = (Ф,х), Тф,хеП. (5.2.31) 

Iz (5.2.31) sledi da U održava normu svakog vektora. U Dirac-ovoj notaciji (5.2.31) glasi: 
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Antiunitarni operatori u %, njih ćerno označavati sa U a , su neprekidni, nesingularni, antili- 
nearni operatori u %. Ovo poslednje zriači: U a J2k=i I Ф к ) = ^Wa I 'Фи ), za svaki izbor 
vektora \фк) € %, kompleksnih brojeva Хи i celog broja K (zvezdica na A*, označava kompleksno 
konjugovanje). Najvažnije osobine antiunitamih operatora su analogne kao (5.2.30) i (5.2.31): 


Ćr’ = i'l (5.2.33) 

Ф*Ф, U*X) = (Ф, ХГ, V<p, Х€П. (5.2.34) 

U Dirac-ovoj notaciji (5.2.34) glasi: 

((Ф I и 1)( и а \х)) = (Ф\ ХТ- (5.2.35) 


I (5.2.34) povlači da operator održava rrorrnu svakog vektora. 

Sto se tiče pojrna adjungovanja operatora, treba se podsetiti da dok je to u slučaju linearnih 
operatora definisano relacijom 


фф, х) = (Ф, U l X), Уф, X e H, (5.2.36) 

u slučaju antilinearnih operatora definicija adjungovanja glasi 

Фаф, х) = (Ф, u lxY, Чф, xe%. (5.2.37) 

5.2.9 * Višekomponentne Lie-jeve grupe i antilinearni ope- 

ratori simetrije 

Da 11 će se određena transformacija simetrije u V(H 0 ) pretvoriti u unitarni ili u antiunitarni 

operator u % 0 , to u stvari zavisi od fizičke prirode transformacije. Ipak postoji jedan opšti 
zaključak koji rnožeino izvesti iz teorije Lie-jevih grupa. 

Kaže se da je Lie-jeve grupa jednokomponentna ili povezana ako se bilo koji elernent u grupi 
rnože prevesti neprekidnim variranjem Lie-jevih parametara u jedinični elemerrt u grupi. Osnovne 
podgrupe Galilejeve grupe T 1? T 3 , R(3) i T^, kao i cela grupa Q, iriraju ovu topološku osobinu. 
Kontraprimer je proširena Galilejeva grupa Q, koja nastaje spajanjem Q sa grupom inverzija 
{Jp,Jv,JpJv,I}- 0 se sastoji od četiri tzv. topološke komponente 5 * 2 - 8,5 - 2 - 9 : Q, J P Q, J V Q i 
J P JvQ. 

U jednoj topološkoj koinponenti svaki element može kontinualno da pređe u svaki drugi, a 
antilinearni operatori se skokovito razlikuju od linearnih (ne inožemo kontinualno prevesti jedan u 
clrugi); stoga, cela komponerrta rnora da se sastoji ili sarno od unitarnih ili saino od antiunitarnin 
operatora. Pošto jednokornponeritria Lie-jeva grupa sadrži identičnu transformaciju /, koja u 

°' 2 - 8 Topološka komponenta je najveći podskup Lie-jeve grupe u kome se bilo koji element može prevesti nepre- 
kidnim variranjem Lie-jevib parametara. u bilo koji drugi element. Razbijanje grupe na komponente je jedno 
razbijanje na klase ekvivalencije. 

°' 2 ' 9 Da podsetimo, da transformacije iz Q nazivamo kontinualnim transformacij ama (uporediti kraj od § 5.1.3), 
a transforrnacije iz ostale tri topološke komponente J P Q, J V Q i J P J V Q u Q nazivamo diskretnim. Tu se racli o 
kontinualnosti (ili diskretnosti) u topološko-grupnom smislu (unutar Q). Sto se tiče neprekidnosti dejstva pojedinih 
operatora u Hilbert-ovorn prostoru, svi operatori iz Q su neprekidni, pošto su takvi svi unitarni i antiunitarni 
operatori. 
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Ti 0 očigledno rnora biti identični operator I, svi operatori takve grupe su nužno unitarni. Znači 
svaki operator koji pripada Galilejevoj grupi je sigurno unitaran. 

Kao što vidirno, sarno diskretne transformacije su kanđiđati da se kvantuju u antiunitame 
operatore, ali ni to nije nužno. 

5.2.10 * Dodatak — dokaz Baker-Hausdorff-ove leme 

Као što srno rekli u paragrafu § 5.2.3, Lerna iz naslova ovog paragrafa tvrdi da važi: 

e š A = e š Ae~ š . (5.2.38 a) 

(prepisali srrro (5.2.6)) kad god je LS defiriisarra. Eksplicitno LS glasi: 

e š A = i + [ B, i ] + ~[ B, [ B, i ] ] + ~[ B, [ B, [ B, A ]]] + •• • (5.2.386) 

Zl o . 

Radi dokaza (5.2.38a), pođirno od operatorske funkcije 

g{A, B, a) d = e aš Ae~ aš , (5.2.39) 


sa pararrretrom a, — oo < a < oo. Lako je videti da 

dg 


da 


Bg - gB = {B,g\, 


Л^вЏ-Џв^^влв.д]]. 

da 2 da da 
itd. 

Razvijajući g u Taylor-ov recl oko a = 0, irnajući u vidu da je g(A, B, a = 0) 
se sa (5.2.40) itd., stižerno do sledećeg reda: 

g(A, в,а) = A + a(B,A] + ~[B,[š,A] ] + . . . 


(5.2.40a) 

(5.2.406) 

A i koristeći 

(5.2,41) 


Iz (5.2.41) i (5.2.39) ođmah sledi (5.2,38a) ako stavimo a = 1. 



Glava 6 


Teorija jednog uglovnog momenta 


6.1 Rotacije i uglovni moment u klasičnoj mehanici 

Već smo pominjali da su rotacije Galilejeve transformacije sa po tri Lie-jeva pararnetra, a da na 
radijus-vektor deluju kao 3 х 3 realne ortogonalne matrice jedinične determinante. Sve ovo ćemo 
u odeljku koji je pred nama precizno i detaljno razraditi. 

Uvešćemo dve Lie-jeve parametrizacije rotacija: ugao ф i ort u ose rotacije (ф = фи) s jedne 
strane i Euler-ove (Ojler) uglove kao alternativu. 

Videli sirio da se rotacije eksponencij alno generišu vektorskom varijablom 1 uglovnog mo- 
merita. Prisnu vezu koja stoga postoji i u klasičnoj fizici između R(3) i 1 ilustrovaćemo na 
primeru centralrrog potencijala Kepler-ove čestice. 

6.1.1 Osa i ugao rotacije 

Intuitivni pojam rotacije u običnom prostoru zasniva se na pojmu ose oko koje se rotira i na 

pojrriu ugla za koji se rotira. 

U preciznom određivanju rotacije, polazimo ocl toga da se zadaje ort ose, obeležavačemo ga 
sa u, a zatirrr se rnora zadati ugao, koji ćerno obeležavati sa ф. Pri zadavanju ugla rnoramo se 

opredeliti za izvesnu konvenciju da bisrno se oslobodili neodređenosti. 

Uobičajena je konvencija da se ugao definiše po rnodelu đesnog (kod nas uobičajenog) za- 
vrtnja: kažerno da se radi o rotaeiji ”za ugao ф oko orta u” ako, obeleživši proizvoljnu tačku 
na zavrtnju i posmatrajući projekciju te tačke na ravan normalnu na u, vidimo da ta projekcija 
opisuje luk čiji je ugao ф kada se zavrtanj pornera u srrreru u. Ekvivalentno, ovu konvenciju 
možerrio da forinulišerno tako da ugao ф račrirrarno n suiislu obratnoui od hoda kazaljke na satu 
(uobičajeni pozitivni ugao), a cla pri torne uii gledarno u ravan u kojoj je ф, a ort u da je uperen 
u naše lice. 

Vektor фи pisaćemo kao ф, a njegove koordinate ф х , ф у i ф^ u zadatom Descartes-ovom 
koorclinatnom sistemu {x 0 ,yo,z 0 } biće naši Lie-jevi parametri rotacije Кф. Pošto se u kvant- 

noj mehanici, što se tiče rotacija, opređeljuje za aktivnu interpretaciju, fiksiraćemo koordinatni 

sistein. 

Očigleđno rierna potrebe da se ugao ф definiše van intervala [0, 2тг], jer tu su već obuhvaćene 
sve mogućnosti. Ali iriožemo ovaj interval smanjiti na osnovu sledećeg zapažanja. 
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Ako rotiramo za ugao тг < ф < 2тг oko orta u, postižerno isto kao cla sirio rotirali za ugao 
2тг — ф oko orta — u. Stoga se možemo ograničiti na interval [0, тг] što se tiče ugla rotacije. 

Sfera koju ispunjavaju vrhovi vektora ф (kao radijus-vektora) sa svim mogućim ortovima, a 
sa modulima u intervalu 0 < ф < тг, nazivaćemo тг -loptom. Ova sfera (poluprečnika тг) je prostor 
Lie-jevih parametara za rotacije (opisane vektorom ф). 

6.1.2 7r-lopta 

U prethodnom paragrafu smo zaključili da svaku rotaciju možemo da definišemo vektorom ф iz 

7r-lopte. 

7r-lopta ima dve osobenosti. Prvo, nulti vektor ф = 0, koji definiše identičnu transformaciju 
ili tzv. jediničnu rotaciju, ima proizvoljan ort. Drugo, rotacije definisane vektorima тги i тг(— u) 
za bilo koji u и stvari se podudaraju. Ispostavlja se da se ova dvoznačnost u rotacijarna za тг ne 
uiože jednostavno izbeći. Stoga se dijametralno suprotne tačke na površini 7i-lopte poistovećuju 
i to se uključuje u definiciju тг -lopte. Dakle, kad govorirno o elementirna тг -lopte, srnatraćemo тги 
i 7г( — u) istirn elementom (za svaki u). 

Rotaciji koja odgovara tački ф = фи 7r-lopte inverzna je rotaciji koja odgovara tački —ф = 
ф(— u). Elementi sa površine тг -lopte (i samo oni, kako ćemo se kasnije uveriti) definišu involutivne 
rotacije (tj. rotacije koje su same sebi inverzne). 

Nije očigledno da uzastopna primena dve proizvoljne rotacije daje opet rotaciju, tj. da rotacije 
čine grupu (sa uzastopnom primenorn kao zakorrom množenja u grupi) . Videćemo rriže da je ipak 
tako. 


6.1.3 Veza između 7r-lopte i grupe matrica SO(3) 

7r-lopta nema dovoljno matematičke strukture da se razjasne grupno-teorijska pitanja koja nam 
se nauieću. Sledeća dva teorema, čiji dokaz ćerno dati u Doclacirna §6.1.7 i §6.1.8, uspostavljaju 
biunivoko ceo-na-ceo preslikavanje ili korespondenciju između тг -lopte i grupe svih 3x3 realnih, 
ortogonalnih matrica sa jediničnom deterrninantorn. To je tzv. grupa SO(3), ili rečirna: specijalna 
ortogonalna grupa u tri dimenzije. 

Obeležimo sa К(ф) matricu iz SO(3) koja korespondira vektoru ф iz тг -lopte, a sa Иф, 
označimo, kao i malo pre, saniu transformaciju u objektivnom prostoru koja odgovara istom 
elementu тг -lopte. Preciznije, neka je objektivni prostor apstraktni trodimenzionalni realni uni- 
tarni prostor V3, a Иф neka je operator rotacije u njernu. Neka je, dalje, {x 0 ,yo,z 0 } pomenuti 
proizvoljni ali fiksirani Descartes-ov desni koordinatni sistern и V3. Koordinate ćeuio urnesto sa 
х, у, z indeksirati sa 1, 2, 3. 

Teorem 6 . 1.1 Neka je ф = фи proizvoljni elernent n-lopte i neka je u bazisu {xo,yo,z 0 } repre- 
zentovan koordinatama ф\ = фи\, ф 2 = фи 2 , фз = фи$. Sledeća formula rnu pridružuje matricu 
В.(ф) G SO(3) i to tako da В.(ф) reprezentuje rotaciju Вф (definisanu u § 6.1.1) u pomenutom 
bazisu: 


/10 0 

cos ф 0 10 

\0 0 1 


T (l cos ф) 


u{ 

и г и 2 

UiuA 1 

' 0 

u 3 

«2 

UIU 2 

U 2 

U 2 U 3 T sin ф 

«з 

0 

~Ui 

и г и 3 

U 2 U 3 

4 / \ 

,~ U 2 

«1 

0 
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Л 12 

Л13 

'21 

R22 

Д23 

*31 

Д 32 

co 

co 

0$ 


def 


ВЏ). 


( 6 , 1 . 1 ) 


Napomena 6.1.1 Lako se vidi da se (6.1.1) može kompaktnije prepisati na sleđeći način: 

з 

R-mn = COS фб тп t f 1 COS Ф)и т и п 8Ш <f) ^mnk^ki (6.1.2) 

k = 1 

gde je e mn fc tzv. simbol Levi-Civita-e (čitati: Levi-Civita), tj. jedinični potpuno antisimetrični tenzor 
ranga tri. On je nula ако dva indeksa imaju istu vrednost, inače je +1 ili — 1 prema tome da li je rnnk 
ciklična ili anticiklična perrnutacija od 123. 

Teorem 6.1.2 Pridruživanje ф — > Е(ф) iz (T 6.1.1) preslikava n-loptu obostrano jednoznačno 
na SO(3). Formulišimo inverzno pridruživanje. Neka je R e SO(3) i neka su R mn matrični 
elementi od R. Vektor ф = фи iz n-lopte, takav da К(ф) = R, gde je К(ф) dat sa (6.1.1), rnože 
se dobiti sledećim aigoritrnorn (koji se sastoji iz tri dela): 

a) Ako je R mn = д гпп , m, n = 1, 2, 3. onda je ф = 0 (a u je arbitrerno). 

b) Ako R nije jedinična matrica ali je simeirična, onda je ф = n, a komponente orta u dobijaju 

se po form,ulama: 

u l = \( R kk H- 1), к = 1,2,3. (6.1.3a) 

Obeležimo sa sign(« fc ) predznak 6Л-1 od и%. Neka je k\ indeks prvog nenultog w fc , k = 1, 2, 3, 

k >2 indeks drugog nenvltog ako ga ima, a кз indeks trećeg nenultog u^ ako ga irria. Tada 

је 

sign(« fcl ) = 1, sign(« fc2 ) = sign(iž fclfc2 ), sign(« fc3 ) = sign (R kl k 3 )- (6.1.3 b,c,d) 


c) Ako R nije simetrična rnatrica, onda 


COS Ф — — (Tr R — 1) — — (Rn + R /22 + R'i'i “”1)5 0 < Ф < 7Г, 


Дз 2 — R -23 Rn — Д.31 R 21 - R12 

— ' u 2 = — Г— : : — , «3 = — : ; — . 

2 sm ф ' 2 sin ф 2 sm ф 


(6.1.4a, b) 

(6AAc,d,e) 


Zadatak 6.1.1 а) Како se iz (6.1.1) vidi da je R(ttu) = ј?(тг(— u)) ? b) Zašto srrm u (6.1.36) mogli da postulirarno 
predznak? 

Zadatak 6.1.2 Kako se iz (6.1.1) lako vidi da К(ф(— u)) = R ^ г (фи) ? (Indikacija: Iskoristiti podatak da je 
К(фи) ortogonalna, matrica.) 


Na osnovu uspostavljene korespondencije sad je jasno da rotacije čirre grupu. Pošto po Teo- 
remu (T 6.1.1) rotacija reprezentovanjem 11 bazisu prelazi u matricu iz SO(3), uzastopnoj primeni 
rotacija odgovara množenje matrica (zakon kompozicije u SO(3)). 

U stvari iznenađujuća je implikacija da uzastopna primena proizvoljnog broja rotacija može 
da se zameni jednom jedinom rotacijom. 

e.i-ip rec j zn jj e _ gigri (ж) = 0, 1, “1 za х = 0, х > 0 i х < 0 respektivrm. 
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6.1.4 Konjugacija u grupi rotacija 

U svakoj grupi bilo koji element određuje jedno preslikavanje grupe na sarnu sebe koje održava 
proizvod u grupi (automorfizam). Reč je o tzv. konjugaciji u grupi. 

Neka je ф elernent тг -lopte i 11ф odgovarajuća rotaeija. Neka je Иф tekući element iz R(3). 
Onđa konjugacija elementom Иф u R(3) glasi R^R^RJ^ . Postavlja se pitanje da li konjugacija 

ne jednostvniji način trnsformiše 6 ' 1 ' 2 vektor ф. 

Korolar 6.1.1 Neka su R ( p n i Rp, v (uiv su ortovi ) dve proizvoljne rotacije. Onda važi 


ЧрМ J 


— Rp(Hy. v u) 


(6.1.5) 


ili ekvivalentno 


RpjvRpu R^(Ry. v u)Rij>v 


( 6 . 1 . 6 ) 


Dve rotacije kornutiraju ako i samo ako im se ose poklapaju (ortovi su isti ili snproini). 


Dokaz ćeino dati u Dodatku §6.1.9. 


6.1.5 Euler-ovi uglovi rotacije 



Proizvoljna rotacija prirnenjena na Descartes-ov koordinatni 
sistern prevodi ga u Descartes-ov koordinatni sistem iste uza- 
jarnrie orijentacije ortova (tj. oba su desna ili oba leva). 
jObratno, ako su zadata dva Descartes-ova koordirratna si- 
stema iste uzajamne orijentacije ortova i sa istim koordinat- 
im početkom, postoji jedna i samo jedna rotacija koja pre- 
ođi prvi sistem u drugi. Drugim rečima, ova dva koordinatna 
feisteina tako definišu ili zadaju rotaciju. 

Pri ovakvorn načinu zadavanja rotacija uvode se tz\ r . 
Euler-ovi uglovi (videti C6.1). Ti se uglovi uvode rra razne 
načine u literaturi. Običnojetzv. linija čvorova (L) linija pre- 
seka (šatirane) ravni XOY i (nešatirane) ravni хОу. Ostale 
konvencije variraju. Mi ćerrm učiniti sledeće pretpostavke. 

Ugao /3 računa se od orta z 0 . njegova veličina je u in- 


Slika 6.1: 

a, 6, 7. 


uglovi: 

su or- 


Euler-ovi 

{x 0 ,y 0 ,z 0 } 
tovi prvog koordinatnog sistema, 
{Xo,Y 0 , Z 0 } drugog; L 0 je ort li- 
nije čvorova. 


tervalu 0 < /3 < ћ i s njiine je asociran ort čvorne linije 
L 0 . Naime, on je po definiciji usmeren tako da gledajući iz 
njegovog vrha /3 raste u srnislu suprotnom od hoda kazaljke 
na satu. Očigledno, L 0 je jednoznačno određen osirri ako je 
fj = 7 Г) smer od L 0 onda biramo arbitrerno duž linije L (ro- 
tacija itb-Lo Ј е ipak jednoznačno definisana) . 

Ugao а računa se od y 0 orta do L 0 , 0 < а < 2n opet tako 
da gledano iz vrha orta z 0 ugao а raste 11 smislu suprotnom od hoda kazaljke na satu. 


6J ‘ 2 Poželjno je da utvrdimo da sa Е.ф obeležavamo rotacije u objektivnorn (apstraktnom) običnom prostoru, a 
sa R(3) grupu svih Кф. U koordinatnorn sistemu {x 0 ,yo,z 0 } rotacije В,ф se reprezentuju matricarria koje pišerno 
В,(ф), a grupa svilr tili rriatrica je SO(3). 
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Ugao 7 je defiriisan tako da ide od L 0 do Y 0 , 0 < 7 < 2тг, i opet se uzirna onaj od dva ugla 
Z(L 0 , Y 0 ) koji, gledano iz vrha orta Z 0 , raste u smislu suprotnom od hoda kazaljke na satu. 
Trodimenzionalni interval 0 < a < 2тг, 0 < /3 < тг, 0 < 7 < 2тг nazivaćemo intervalom 

definisanosti Euler-ovih uglova. 

Na C 6.1 se vidi (ako se npr. prati šta se dešava sa ortom y 0 i z 0 ) da se desni koordinatni 
sistem {x 0 ,y 0 ,z 0 } rotira u {X 0 , Y 0 ,Z 0 } kao rezultat tri uzastopne rotacije: 

R\ot) / 3 , 7] RyZo R'Bho Razo • (6.1./) 

Faktore u (6.1.7) zarnišljamo tako da su definisani elementirna iz 7rdopte, pri tome ako su a 
ili 7 veći od тг, onda po definiciji R azo = R(2n-a)(-z 0 ), RyZ 0 = R{2v-y)(-z 0 ) pri čemu u oznakama 
na LS-ama nismo napustili konvenciju uzora desnog zavrtnja. 

Pošto se sa dva koordinatna sistema {x 0 , y 0 , z 0 } i {X 0 , Y 0 , Z 0 } može zadati proizvoljna ro- 
tacija, R[a, /3, 7 ] iz ( 6 . 1 . 7 ) je u stvari proizvoljna rotacija sa Euler-ovim uglovima kao Lie-jevim 
parametrima. 

Teorem 6.1.3 Proizvoljna rotacija R[a, /3, 7 ] može se napisati kao proizvod tri rotacije od kojih 
su prva i treća oko fiksirane z-ose, a druga oko fiksirane y-ose (ohe pripadaju prvom koordinatnom 


sistemu): 

R{a, в, 7 ] = Raz 0 Rj3y 0 Ryz 0 • ( 6 . 1 . 8 ) 

Dokaz: Na G 6.1 se vidi da 

L 0 = R az 0 y 0 , Z 0 = R [3 l 0 zo- (6. 1.9a, 5) 

Zamenom (6.1.96) i (6.1.9a) u (6.1.7) i korišćenjem (6.1.6) dobijamo 

R[a., 8, 7] = ( RpLo Ryzo Rjjlj 0 ) (Razo Rpyo R a z 0 ) Raz 0 • ( 6 . 1 . 10 ) 

Ako u (6.1.10) još jedanput zamenimo Jt/3L 0 na osnovu (6.1.9a) i K 6.1.1, onda dolazirrm do izraza 

R[a, 3 , p'] (Razo RsyoR a zo УРу х о (Rctzo R 0 y o R a zo )R«z 0 Rj3yo • (6.1.11) 

Uzimajući u obzir da, rotacije oko iste ose komutiraju, stižemo najzad do jednakosti (6.1.8). Q. E. D. 


Teorem 6.1.4 Operator rotacije R[a,[3, 7 ] sa Euler-ovim uglovima kao Lie-jevim parametrima 
reprezentuje se u bazisu {x 0 ,y 0 ,z 0 } 3 х 3 realnom, ortogonalnom matricom Е(а,,вт/) jeđinične 
determinante: 

( cos a cos 0 cos 7 — sin a sin 7 — cos a cos в sin 7/ - sin a cos 7 cos a sin 0 \ 

sin a cos 0 cos 7 + cos a sin 7 — sin a cos 0 sin 7 + cos a cos 7 sinasin/? . (6.1.12) 

— sin 0 cos 7 sin в sin 7 cos 0 J 

Dokaz: Izraz (6.1.12) se neposredno izračunava iz (6.1.8) imajući u vidu da su matrični reprezententi faktora u 


(6.1.8) sledeći: 

R(y.ZQ — 

/ cosa 

sin a 

— sin a 0 \ 

cosa 0 

, R/3 Уо — 

/ COS 0 

0 

0 sin 0 \ 

1 0 . 

(6.1.13a, 

Q. E. D. 


\ 0 

0 1 ) 


У — sin 6 

i 0 cos 0) 



Zadatak 6.1.3 Izvesti (6.1.13a) iz C 6.1 i pročitati (6.1.136) i R 1Xo iz (6.1.13a) imajući u vidu da x 0 , y 0 i z 0 
igraju simetrične uloge u odnosu na ciklične permutacije. 


Zadatak 6.1. 4 Izložiti algoritam kojim se može naći osa i ugao za rotaciju zadatu preko Euler-ovih uglova. 
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6.1.6 * Uglovni moment u Kepler-ovom problemu 

Као što je poznato, u klasičnoj mehaniei vremenski izvod ugiovrrog momenta 1 = гхр materijalne 
tačke može da se napše kao 

j = rxF, (6.1.14) 

С1 v 

gde je F sila. Fizička veličina r х F se naziva moment sile. 

U Kepler-ovom problemu planetarnog kretanja na materijalnu tačku deluje sila koja je ka- 


rakteristična za gravitacioni zakon: 

k r 

(6.1.15) 

F = J — ■ 

г г r 

Ova sila je negativni gradijent potencijala 

V(r) = N 

(6.1.16) 


koji je centralan, tj. zavisi samo od dužine radijus-vektora, a ne i od njegovog orta. 

Iz (6.1.15) i (6.1.14) sledi 

s = °- (вЛ17) 

tj. irnarno tri konstante kretarrja: l x , l y i l z . 

Zaključak (6.1.17) izveli srno na način koji je prirodan u kontekstu klasične fizike. Ali do sada 
izloženi formalizam kvantne rnehanike ne koristi se pojmovirna sile i momenta sile. Zato ćerno 
promeniti izloženo rezonovanje na način koji je rrešto rnanje uobičajen u klasičnoj mehanici i 
izvesti (6.1.17) ponovo. Videćemo da se u klasičnoj fizici rnože rezonovati veorria slično tipičnom 
rezonovanju u kvantnoj mehanici. 

Videli smo u (5.1.19) da proizvoljna rotacija Кф deluje na varijable zl(r,p) na sledeći način: 
КфА(т,р) = А(И(ф) r, К(ф)р). Za varijablu potencijalne energije Kepler-ove čestice (6.1.16) je 

Кф\' г (г) = V(r), za svako ф iz 7r-lopte. (6.1.18) 

Jednakost (6.1.18) je ekvivalentna definiciji centralrrog potencijala. 

Potencijal V(r) je, naravno, invarijaritan i pod đejstvom infirritezimalnih rotacija. Pišući 
В,ф = е~Ф л , po uzoru rra (5.1.16), u prvoj aproksimaciji po uglu ф irnauio Иффи = I — d</>u • I i 
stoga iz (6.1.18) sledi: 

V(r) - Јфп ■ IV (r) = V(r). 

Ova jednakost povlači za soborn u • lV’(r) = 0, a to, sa svoje strane, zbog proizvoljnosti orta u, 
niože da važi sarno ako je ispunjena vektorska jednakost: 


1V(7-) = f [ 1, V"(r) ] PZ = 0. (6.1.19) 

Poznato je da je i kinetička energija rotaciono simetričrra skalarna varijabla; prema tome, ana- 
logno sa (6.1.18), 1 deluje i na tu varijablu anulirajuće. Sve skupa 


Ш = [1,^] PZ = 0, 


(6.1.20) 


gde je H Hamilton-ova frmkcija Kepler-ove čestice. 
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Uopštenje jednačina (5.1.15) na konzervativnu Kepler~ovu eesticu daje sledeću vremensku 
zavisnost za 1: 

T 6=t _ to l = e“ ( *“* o)# l, m = [ H, 1 ] PZ . (6.1.21a.6) 

Pošto je [ НЛ ]pz = — [ 1, H ]p Z , iz (6.1.20) najzad sledi: 

T 6=t _ to l = 1, (6.1.22) 

tj. vremenska evolucija ne menja 1. 

Naravno, (6.1.22) je ekvivalentna sa (6.1.17). Ali upravo izloženo rezonovanje je prenosivo u 
kvantnu mehaniku. 

Naš je zadatak u sleđećim ođeljcima da uglovni nioment i rotacije zajedno kvantujemo. 

6.1.7 * Dodatak 1 — dokaz Teorema 1 

a) Ako je ф = 0, (6.1.1) daje R = I, što očigledno reprezentuje identičnu transformaciju (i spada 
u SO(3)). ’ 

b) Neka je ф = фи vektor iz тг -lopte, ф ф 0 i neka je u Уз fiksiran proizvoljan ortonormirani 
bazis {x 0 , уо, z 0 } (desne uzajarnne orijentacije ortova), u kojem vektor ф = фи irna koorđinate 
(фи -i, фи 2 , фи 3 ). 

Umesto od pomenutog bazisa, poći ćemo od drugog bazisa {vi, v 2 , v 3 = f u} koji je takođe 
desnl pravougli koordinatni sistein, ali nije u slućajnoin odnosu preina našoj rotaciji, već je za 
nju kanoničan (tj. najprostiji inogući). 

U kanoničnoin bazisu rotacija Нф и je reprezentovana rnatricorn Кк{ф u), koja glasi: 

( cos ф — sin ф 0 \ 

si пф cos ф 0 j (6.1.23) 

0 0 1/ 

(uporediti (6.1.13а)). 

Inverznu rotaciju reprezentujemo matricorn u kojoj srno ф zarrienili sa —ф u (6.1.23). Vidi 
se da ovo isto tako menja (6.1.23) kao i transponovanje: К)) 1 (фи) = К[{фи). Dakle, К^(фи) je 
ortogonalna matrica. 

Uvedimo matricu razvoja T pomenutog arbitrernog bazisa po kanoničnom: 
x 0 = Т и vj + T 12 v 2 + Тхз v 3 , y 0 = T21 V] + T22V2 + T23V3 , z 0 = T31V1 +T32V2 + T33V3. (6.1.24) 

Kao što je poznato, ortonormirani bazis u ortonormirani bazis prevodi samo ortogonalna matrica, 

te je T takva. 

Neka rotaciju Иф и u bazisu {x 0 , у 0 , z 0 } reprezentuje matrica К(фи) (koju izvodimo) . Onda 

К{фи) = T П к (фи)Т ~~ 1 , (6.1.25) 

pošto je kontragredijentna rnatrica od T jednaka T: T~ lT = T. (U pogledu uloge kontragredi- 
jeritne matrice eventualno uporediti iznad (Z 5.1.5).) 
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Lema 6 . 1.1 Ako je A realna 3x3 rnatrica koja je ortogonalna, т skalarna (tj. broj puta 
jedinična matrica), ili simetrična, ili kososimetrična, a T je proizvoljna 3x3 realna, ortogonalna 
matrica, onda je matrica TAT~~ l takođe ortogonalna, odnosno skalarna, odnosno simetrična, 

odnosno kososimetrična. 


Dokaz se odmah vkli. 

Iz L 6 . 1.1 sleđi da је i .Г{(фп) ortogonalna matrica. Obeležavajući determinantu matrice A sa 


IJ(A), imarno: 


В(К(фи)) = В(ТК к (фи)Т~~ 1 ) = D(T)D(R k (^u))D(T)- 1 = cos 2 ф + sin 2 0 = 1 . 

Znači, za traženu matricu važi: К(фи) G SO(3). 

Iz (6.1.23) se vidi da matricu К к (фи) možemo đa pišemo kao zbir jedne konstante, jeđne 
simetrične i jedne kososimetrične matrice: 


i?fc(0u) = COS 0 


1 0 0 \ /0 0 0 \ / 0-10 

0 10 + (1 — cos o) 0 0 0 + sin 0 10 0 

00 1 / \ 0 0 1 / \ 0 0 0 


(6.1.26) 


Kad se izračuna И(фи) = ТИ к (фи)Т \ dobije se ključna jednakost: 


i? fe (0u) 


+ 



f 1 

0 

°\ 

( 

' Пр 2 

Ј 13 

т 13 т 23 

Т13Т33 

COS 0 

0 

1 

0 + (1 ■ 

- COS 0 ) [ 

т 23 т 13 

+ 

T 23 Ti 3 


\п 

0 

1/ 

\ 

, Тзз Т з 

T 33 T 23 

т 2 

1 33 

, ( 

/ 


0 

Ti 2 T 21 - 

Т[ 1 Т ‘22 

Т12Т31 

- Ти Ти 

sin 0 1 

T ‘22 

Tn 

— T 2 lTi 2 

0 


T 22 Tri 

- ТнТи 

\ 

\ т 32 

Tn 

— T 3 iT V2 

Т32Т21 

Т 31 т 22 


0 


(6.1.27) 


S druge strane, sam vektor v 3 = u reprezentuje se u bazisu {x 0 ,yo,z 0 } brojnom kolonom: 


и 1 

«2 


M 3 


T 


0 

0 

1 


Tis 

T 23 

Тз 3 


(6.1.28a) 


(eventualno uporediti napomenu izriad Lerne L 6.1.1), tj. 

Tks = u k, k = 1,2,3. 


(6.1.286) 


Videli smo u §6.1.5 da proizvoljna dva koordinatna sistema iste uzajamne orijentacije ortova 
definišu jednu rotaciju. Rotaciju koja prevodi {v],V 2 ,v 3 } u {x 0 ,yo,z 0 } u bazisu {vi,V 2 ,v 3 } 
reprezentuje T, kao što se vidi iz (6.1.24). Već smo dokazali da proizvoljnu rotaciju u proizvoljnom 
bazisu reprezentuje matrica koja pripada SO(3). Prema torne i T e SO(3), tj. D(T) = D(T) = 1. 

Lema 6.1.2 Za realnu ortogonalnu 3x3 rnatricu T jedinične determinante važi: 

T mn = T mn , Vm, n, (6.1.29) 

gde srno sa T mn obeležili algebarski kornplement rnatričnog elernenta T mn (tj. sa (— ) m+n po- 
množeni minor ili subdeterminantu koja preostaje kada u T precrtamo rn-tu vrstu i n-tu kolonu). 
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Dokaz: Za proizvoljnu nesingularmi matricu A, kao što je poznato 6,1 " 5 , važi: {A 1 ) mn = de { 4 -4 mn . Pošto je T 

nesingularna, ortogonalna i jedinične determinante, imarno (Г” ' ) тЈг = T mn a s druge strane (T _1 ) mn = T mn = 
T nm . Tako odmah sledi (6.1.29). Q. E. D. 

Na osnovu (6.1.29) raožemo izvršiti sleđeće zarnene radi pojednostavljenja ključne jednakosti 
(6.1.27): 

т 12 т 21 - T n T 22 = -Тзз, T 12 T 3 1 - Т п Тз2 = Т 23 , Т 22 Т 31 - Т 21 Т 32 = -Т 13 . (6.1.30) 

Kada se iskoriste jednakosti (6.1.286) i (6.1.30) radi zarnene u (6.1.27), đobija se (6.1.1). 


6.1.8 * Dodatak 2 — dokaz Teorema 2 

Lema 6.1.3 Nekaje R proizvoljna rnairica iz SO(3). Skup vektora {w l5 w 2 , w 3 } koji je definisan 
iako da ima matricu razvoja R po bazisu {xo,yo,z 0 } je hazis sa istom uzajamnom orijentacijom 
oriova kao u bazisu {x 0 , уо, z 0 }. 

Dokaz: Budući da je R T , kao i R, ortogonalna (realna) matrica, znamo da je {wi,W 2 , wd ortonormiran skup 

vektora (zvaćemo ga drugi bazis). Pođimo sacl a b contrario (od suprotnog) i pretpostavimo da drugi bazis sadrži 
ortove suprotne uzajarrme orijentacije od ortova prvog. Primenom J p na prvi bazis promenićemo rnu uzajarrmu 
orijerrtaciju ortova i onda sigurno postoji neka rotacija R^ koja, delujući posle J p , prevodi prvi bazis u drugi 
(uporediti § 6.1.5). U reprezentaciji prvog bazisa transforrnacija R^ J p postaje matrica R(<j> 0 )(—I) = —R(<l> 0 ), 
čija je determinanta, —1 (znarrio iz T 6.1.1 da je R(<f > 0 ) G SO(3)). Međutirn, prema definiciji drugog bazisa dotična 
matrica R(<p 0 )(—I) je u stvari R, a det R = 1. To je kontradikcija koja dokazuje Lerrm L 6.1.3. Q. E. D. 

Da bismo se uverili da je oblast likova preslikavanja iz T 6.1.1 jednaka SO(3), pođiino opet od 
proizvoljnog R G SO(3) i definišimo drugi bazis {w l5 w 2 , w 3 } kao u Lerni L 6.1.3. Iz paragrafa 
§ 6.1.5 (specijalno formule (6.1.7)) jasno je da jednaka uzajamna orijentactija ortova u bazisirna 
{ wi, w 2 , w 3 } i {x 0 , y 0 , z 0 } (kao što sledi iz Leme L 6.1.3) povlači da se drugi bazis dobija iz prvog 
nekom rotacijom Кф и , a nju očigledno reprezentuje R. Prema tome, R(fin) = R. 

Obostrana jednoznačnost preslikavanja iz T 6.1.1 neposredno sledi iz činjenice da je reprezen- 
tovanje u bazisu biunivoko. 

Pristupimo sad invertovanju pridruživanja iz T 6.1.1. 

a) Kao što smo konstatovali pod a) u prethodnom Dodatku, po Teoremu T 6.1.1 vektoru 
ф = 0 7r-lopte pridružujemo I G SO(3). Inverzno, matrici I onda pridružujemo ф = 0. 

b) Pretpostavimo da je Rfi /, ali da je R ipak simetrična matrica iz SO(3). Poći ćemo od 
R, = /?(</>) i ispitaćemo kakav treba da je ф. 

Razlaganje realne rnatrice na zbir sirnetrične i kososimetrične rnatrice je jednoznačno (kao što 
je lako videti), a (6.1.1) je već napisano u razloženorn vidu. Stoga iz simetričnosti R = Е(фи) 
sledi da je treći rnatrični sabirak u (6.1.1) jeđnak nuli. Pošto u ф 0, sinć> = 0, tj. ф = 0 ili 

ф = 7т. No, ф = 0 dovodi do R = I, kao što srno videli, tako da preostaje samo ф = тг. Prema 
torrie (6.1.2) ima za posledicu 

R'mn b m n + 2u m U n . (6.1.31) 

Stavljajući rn = n = k, dobija se odrriah (6.1.3a) za određivanje rnodula od и^, k = 1, 2, 3. 

6 . 1. 3 \7idetp na prirner, 13.2-3,4. u priručniku Г. Корн и T. Корн, Справоч ник по мателшгпике, Наука, 
Москва, 1968. 
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Pošto u (6.1.31) R nm zavisi kvadratno ocl koordinata orta u, zajedno sa u rešenje je i — u (što 
je nužno, jer je ф = тг, uporediti §6.1.2). Uzećemo samo jedno od ta dva rešenja postulirajući 
(6.1.35). Onda su (6.1.3c) i (6.1.3d) očigledne posledice od (6.1.31). 

c) Neka je R E SO(3) nesimetrična matrica. Opet ćerrm poći od R = К(ф) i tražiti ф. Iz 
(6.1.1) odmah sledi Tr Е(ф) = 2 cos ф+ 1 , a to daje (6.1.4a). Nejednakosti 0 < ф < п su posledica 
definicije тг -lopte. Vrednosti ф = 0 i ф = тг su isključene, jer, kao što smo videli pod a) i b), one 
dovode do R = I odnosno do R = R r , što sad ne dolazi u obzir po pretpostavci. Tako sledi 
(6.1.45). 

Iz (6.1.1) sledi da je treći matrični sabirak u (6.1.1) jednak |(i?(</>u) — П т (фи)). Iz toga 
možerno zaključiti (uzirnajući pogodne matrične elemente dotičnog trećeg sabirka) da važe (6.1.4c), 
(6.1.4d), (6.1.4е). 


6.1.9 * Dodatak 3 — dokaz Korolara 1 

Dokazaćemo (6.1.5) u rnatričnoj reprezentaciji u bazisu {x 0 ,yo,z 0 } obeležavajući, radi kratkoće, 
ortogonalnu matricu koja reprezentuje R^, v sa U i koristeći (6.1.1) ili ( 6 . 1 . 2 ). Sa К^Цф), % = 
1 , 2 , 3, obeležićemo tri matrična sabirka na LS-i od (6.1.1). 

Izračunaćemo UR(^u)U ^ 1 sabirak po sabirak. Prvi sabirak R^ -Цф) u (6.1.1) je konstanta i 
ona se ne menja. 

Drugi sabirak daje 

kl к l 

pošto je иЦ- = U nl . 

Treći sabirak je kososimetričan i takav će ostati i posle transformacije sličnosti (L 6.1.1). 
Znači, dovoljno je izračunati matrične elemente 12, 13 i 23 (npr. đijagonalni elernenti su nužno 

nule) . 

Neposredno izračunavanje daje (X = U R^ (фи)и~ г ): 


x 12 

= sm^(ui(Ui 3 U 22 - 

- L ! i 2 U 2 3 ) + u 2 (UnlJ 23 - 

- U\ 3 U 2 i) + u 3 (U 12 i 

r - j 2 i i C/ 22 ) ) 5 (6.1.33a) 

Х 1г 

= sm<f>(ui(Ui 3 U32 ~ 

- U 12 U 33 ) + u 2 (U u U 3 3 - 

- UM 1 ) + u 3 (U 12 l 

™ UnU 32 )), (6.1.335) 

Х 2 з 

= sin d(u 1 ( 5 / 235/32 - 

MJ 22 U 33 ) + u 2 (U 21 U 3 3- 

МЈ 23 и 31 ) + и 3 (и 22 ( 

Г Ј 3 1 U 2 i f/ 32 ) ) ■ (6.1.33c) 

Pošto U reprezentuje Rf v , 

, U je iz SO(3). Orida i: 

i L 6.1.2 sledi U mn - 

= U mn . Na osriovu ovoga 


izrazi u rnalim zagradama u (6.1.33) se pojednostavljuju: 


'mk'Uk) ^ ^ nl u h (6.1.32) 


(UR { 2 ) (^u)U Цтп = (1 - COS ф) У UmkUkUlU ln l = (1 - COS ф)( 


(UR®(<t>u)U 1 ) 12 

= sind (— M 1 I /31 

“ и 2^Ш 

— u 3 U 33 ) — 

- sin ф и зк и к , 

к 

(6.1.34a) 

(ии^ЦфчЏгЦп 

= sin ф (uiU 2 i — 

u 2 U 22 — 

u 3 U 23 ) = si 

in ф U 2k u k , 

к 

(6.1.345) 

(URM^U-'h з 

= sin ф (—itil/ii 

— u 2~Ul2 

— u 3 Ui 3 ) = 

- sin Ф 

к 

(6.1.34c) 

Definisimo 

з 

def 

y Umk'L 

k = 1 

ik, m = 

= 1,2,3. 

(6.1.35) 
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Očigledno, brojna kolona od m TO -ova reprezentuje ort Ii,p v u u bazisu {x 0 ,yo,z 0 }. Formulišimo 
sad naše rezultate za sva tri sabirka 1ЈВ0' } {фи)1Ј~~ 1 pornoću ove brojne kolone: 


(иК(фи)1Ј 


cos фд тп + (1 — cos ф)уЈ т УЈ Т , 


з 

sin ф e mnk w k 

k= 1 


(6.1.36) 


(iskoristili smo (6.1.32), (6.1.34) i (6.1.35)). 

Upoređujući (6.1.36) sa (6.1.2), vidirno da srno đobili 

(UR(^u)ir v ) mn = {К(фК Ф ^ u)) mn , (6.1.37) 

što je u stvari (6.1.5). 

Jednakost (6.1.6) je očigledno ekvivalentna sa (6.1.5). 

Posledrrji iskaz K 6.1.1 bazira na (6.1.6) i na činjenici da je 

Rp. v u = u (6.1.38) 


ako i sarno ako v = ±u, kao što se čitalac rrrože lako uveriti. 


6.2 Algebra kvantne teorije opšteg uglovnog momenta 

Na pojrnu orbitnog uglovrrog momenta čestice uočićerno osobine koje karakterišu opšti uglovni 

uioment. Potrebu za takvirn uopšteniui pojuiorn i za đeđuktivnirn prilazorn obrazložićemo uka- 
zujući na pojavu šest uglovnih rnomenata u kvantnoj mehanici. Zatirn ćerno analizirati spektar 
dve najvažnije opservable u kvantnoj teoriji opšteg uglovrmg rnornenta: kvadrata vektorskog ope- 
ratora uglovnog morrrenta i jedrie njegove komponente (po konvenciji z-komponente) . Proučićemo 
i odnos ova dva spektra, tj. tzv. kompatibilnost vrednosti kvantnih brojeva. 


6.2.1 Komutacione relacije za operatore orbitnog uglov- 
nog momenta 

Orbitni uglovni moment kvantno-mehaničke čestice dobija se direktno kvantizacijom klasične 
varijable 1 = r х p. Prema tome, u orbitnom prostoru stanja čestice Ho imamo 

4 = fjpz - zp v , iy = Zp x - xp z , i z = хру - yp x . (6.2.1 a,b,c) 

Zadatak 6.2,1 a) Dokazati da je proizvod dva hermitska operatora hermitski operator ako i samo ako faktori 
komutiraju. b) Dokazati da je svaka linearna kombinacija hermitskih operatora sa realnim koeficijentima hermitski 
operator. c) Pokazati da iz a) i b) sledi da je 1 trojka hermitskih operatora u Hilbert-ovom prostoru 

Zadatak 6.2.2 Pokazati da iz osnovnih. komutacionih relacija opservabli koordinata i impuisa slede komutacione 

relacije za komponente uglovnog momenta 

[ i x Jy } = ihi z (6.2.2) 

i analogno za cikhčne permutacije indeksa x,y,z. 
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Kompaktnije, (6.2.2) rnože da se prepiše u vidu: 

[ lqi lq' ] tll 'У ] tqq'q"iq n ‘, (6.2.3) 

q"=x,y,z 

gde q i q' nezavisno mogu biti х, у, z. 

Zadatak 6.2.3 Pokazati da iz (6.2.3) sledi 

i х 1 = ihl. (6.2,4) 

Zadatak 6.2.4 Pokazati da važe sledeće komutacione relacije: 

[U]=*h £ (6.2.5) 

q"=x,y,z 

[ 7 / ; Pq‘ ] = 'Tl 'У ") e qq i q"'Pq" . ( 6 . 2 . 6 ) 

q"=x,y,z 

6.2.2 Značaj komutacionih relacija 

Ako pogledamo pobliže komutaeione relacije (6.2.2), uočavarno da kornponente l q (q = x, y,z ) 
orbitnog uglovrmg mornenta 1 pornriožene imaginarnom jedinicom, kao što se kaže, zatvaraju 
Lie-jevu algebru. To u stvari znači da je trodimenzionalni realrri prostor koji obrazuju il x , il y i 
il z zatvoren u odriosu na Lie-jev proizvod, koji je jednak komutatoru operatora. 

Znači, sa г pornnožene komponente uglovnog momenta obrazuju Lie-jevu algebru. Može da 
se dokaže stav da je ovakva Lie-jeva algebra (tj. kada je Lie-jev proizvod definisan sa (6.2.2)) 
integrabilna u Lie-jevu grupu 6-2-1 unitamih operatora. To će reći da se uvođenjem odgovarajućih 
Lie-jevih pararnetara, na prirner ф х ,ф у i ф г iz (6.1.1), i uzimanjem eksponencij alnih funkcija 
dobija jedna Lie-jeva grupa unitamih operatora rotacija u Hilbert-ovom prostoru % 0 . 

U stvari ini srno već videli u §5.1.8 da uglovni rnornent 1 generiše rotacije u klasičnoj fizici. 
U §5.2.3 i §5.2.4 videli srrm da se ovaj ođrms varijabli i transforrnacija kvantizacijorn prenosi u 
kvantnu mehaniku i da unitarni operator 1Ј(фи) u % 0 , koji je pridružen klasičnoj rotaciji R, u 
glasi е~т,М\ 

Važno je istaći u vezi sa gornjirn stavorn o integrabilnosti algebre u grupu da su kornutacione 
relacije (6.2.2) sarne za to dovoljne. Fundamerrtalna paralelnost grupe rotacija s jedne strane 
(Lie-jeve grupe) i vektorske opservable ugiovrrog momenta (Lie-jeve algebre) s druge strarre, 
ukazuje na to da komutacione relacije (6.2.2) karakterišu uglovni moment na dubljem planu nego 
recimo relacije (6.2.5) i (6.2.6). 

Kada srrio konstruisali orbitni prostor stanj a j ednodimenzionalne kvantne čestice u § 2.5, pošli 
smo od komutacione relacije [ x,p x ] = гћ (i nekih minornih plauzibilnih pretpostavki). Na osnovu 
gornje indikacije o značaju relacija (6.2.2) i analogije sa konstrukcijom % x , mi ćemo kvantnu 
teoriju opšteg uglovnog momenta zasnovati samo na komutacionim relacijama (6.2.2). Videćemo 
u ovom odeljku i u odeljcima § 6.3 i § 6.4 kako će iz ove, na prvi pogled veoma skromne, postavke 
izrasti jeđna moćna teorija, koja je od velikog značaja u kvantnoj mehanici. 

6/2 л Za detaljno proučavanje Lie-jevih algebri i grupa (kao i dokaz pomenutog stava) rnože da posluži izvrsna 
knjiga: JI.C. Понтрлгин, Непреривпие группи, Гос. Изд. Техн. Теор. Лит., Москва, 1954. 
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6.2.3 Motivacija za uvođenje pojma opšteg uglovnog mo- 
menta 

U klasičnoj fizici, pored uglovnog rnonienta jedne materijalne tačke 1, postoji i ukupni uglovni 

mornent sistema od N materijalnih tačaka: L = f Yln=i ti- Neke kvantne čestice, nieđutirn, imaju 

i stepen slobode unutrašnjeg rotacionog kretanja (tzv. spin) , kao što ćerno videti u odeljku § 6.9. 
Zahvaljujući toj činjenici, u kvantnoj mehanici se umesto 2 pojavljuje 6 uglovnih momenata: 
orbitni uglovni mornent 6 ' 2 ' 2 jedrie čestice 1: ukupni orbitni uglovni morrrent sisterna čestica L; 
spinski uglovni rnoment jedne čestice š; ukupni spirr sistema čestica S; ukuprri uglovni mornent 
jedne čestice j = 1 + š; i, najzad, ukupni uglovni moment sistema čestica J = L + S. 

Pojavljuje se i šest vrsta rotacija, ali sarrro jedrra od njih irrra rreposredrrog fizičkog sinisla. To 
su, naravrro, rotacije koje odgovaraju J. (U slučaju jedne čestice, J = j.) 

Očigledno je veoma celishodno da se opredelimo za deduktivni prilaz i da uvedemo pojam 
opšteg uglovnog momenta, koji će da obuhvati svih šest poinenutih slučajeva zadržavajući njihove 
zajedničke osobine. Obeležavaćerno ga sa K. 

Na osnovu argumentacije kojom smo završili prethodni paragraf, jasno je da za K treba 

definisati analogon komutacionih relacija (6.2.2) ili (6.2.3): 

[ K q , I< q . } = гћ e qql(l „K q n, q,q' = x,y,z , (6.2.7) 

g"=x,y,z 

a o Hilbert-ovom prostoru % u korne K deluje ne treba ništa specijalrro pretpostaviti. 

S druge strane, komutacione relacije (6.2.5) i (6.2.6) izražavaju odnos dotičnog uglovnog 
momenta prema osnovnom skupu opservabli r, p, tj. one definišu jednočestični orbitni uglovni 
morrrent kao specijalrri slučaj : K = 1 i Ћ. = % 0 . 

Pored pomenutih 6 realizacija za opšti uglovni moment K postoje još dva analogona od K: 
izospinski uglovni moment (ili kratko izospin) jedne čestice t i izospin sistema čestica T. Njih 
ćeino detaljno razrađivati u glavi 8. 


6.2.4 Kako naći kompatibilne opservable 

Opšti ugiovni moinent definišemo komutacionim relacijama (6.2.7) ili eksplicitno sa: 


Lxi Ly — itiN ^ 


K y ,K z 


гћК, 


к,.к. 


гћК, 


(6.2.8 a.b.c) 


Videli srrro u § 6.1.6 da je u Kepler-ovorrr problerrru u klasičrroj fizici uglovrri moirierit vektorski 
integral kretanja. Pitarrro se da li je nešto slično rnoguće u kvantnoj rrrehanici. 

Radi odgovora rnoramo se podsetiti da se u kvarrtnoj mehanici traže kompatibilne opservable, 
koje je rnoguće istovremerro rrreriti i koje su predstavljene korriutirajućirrr hermitskim operatorima. 
Po rrrogućnosti rrastoji se đa se izgradi potpuni skup kornpatibilrrih opservabli koje će svojorrr 
zajedničkom svojstvenom dekornpozlcijom razbiti Hilbert-ov prostor % u sarne pravce (videti 
§2.4.2 i §2.4.3). 

6.2.2p r iđ ev ” or bitni” se u kvantnoj mehanici baš i pojavljuje radi razlikovanja od ” spinskog” uglovnog rnornenta 
(ili rotacionog kretanja koje пш odgovara) . 
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Iz relacija (6.2.8) je očigledno da nijedna opservabla uglovnog rnoinenta K q , q = х, у, z, nije 
kompatibilna ni sa jednom drugom od njih. Tako na prirner, kao što odrnah sledi iz (6.2.8a) i 
relacija rreodređerrosti (4.1.3), imamo nejednakost 

AK x Aky>hk z )\ (6.2.9) 


u bilo kom stanju | ф) G %. 


Zadatak 6.2.5 Pokazati da se K x i K y rnogu izmeriti istovremeno sa potpunom preeiznošću (tj . sa nultim 
neodređenostima AK X = АК У = 0) ako i sanio ako je fizičlti sisteni u stanju | ф } koje zadovoljava K | ф ) = 0. 


Zadatak 6.2.6 Pokazati da kvadrat uglovnog momenta 

к 2 d L { ki + Ц + kl 

komutira sa svakom kornponentom uglovnog rnomenta, 


к 2 ,k q ] = o, 


q = x,y, z 


ili, skraćeno napisano 

[к \k q ] = o. 


( 6 . 2 . 10 ) 


(6.2.11a) 


(6.2.116) 


Na osnovu (6.2.11a) uzimaju se K 2 i (po konvenciji baš) К~ kao dve osnovne kompatihilne 
opservable. 


6.2.5 Jedna nejednakost za očekivane vrednosti 

Pre nego što pristupimo sistematskom proučavanju zajedničkog svojstvenog problema od K 2 i К~, 
napravićemo malu devijaciju da dokažemo jednu nejednakost koja će nam pomoći da shvatimo 
koliko se kvantna teorija uglovnog momenta razlikuje od odgovarajuće teorije u klasičnoj fizici. 

Lema 6 . 2.1 a) U proizvoljnom stanju | гр) G % važi nejednakost za očekivarte vređnosti 

(k 2 )>(k 2 q ), q = х, у, z. (6.2.12) 

b) Za bilo koje q = х, у, z jednakost važi ako i samo ako su zadovoljene istovremeno sleđeće tri 
svojstvene jednačine 

K|^) = 0. (6.2.13) 

Dokaz: a) Treba prvo uočiti da je svaki sabirak u (6.2.10) pozitivan (po starijoj terminologiji: pozitivno semide- 
finitan) operator, tj. operator čija je očekivana vrednost u svakom. stanju nenegativna. Naime, 

(х I Kl I х) = «x I K x ){k x I х)) = II к х I x)|f >o, v I х) G K 

Iz toga sledi (6.2.12) (sa skraćenom notacijom, npr. ( K 2 ) {ф | K 2 | ф )). 

b) Treba zapaziti da kada sve tri kom.pon.ente K q anuliraju | ф )» to nije u protivurečnosti sa komutacionim 
relacijama (6.2.8a)-(6.2.8c) i to je očigledno dovoljan uslov za ( K 2 ) = ( K 2 q ) ( q = x,y,z). Potrebnost se vidi 
sledećim rezonovanjem. Ako uzmemo očekivanu vrednost u stanju | ф ) svih članova jednakosti (6.2.10) i ako 
pretpostavirno da važi npr. ( K 2 ) = ( Кј ), onda sledi ( Kj. ) = ( K) ) = 0 (jer su oba a priori nenegativna) . 
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Opet zbog { K'l ) = \\K X | ф) || itd., i zbog pozitivne definitnosti skalarnog proizvoda u % (tj. samo nulti vektor 
irna norrnu nula), sledi K x | ф) = K y | ф) = 0, а preko (6.2.8a) i K z \ ф) = 0, što je sve skupa (6.2.13). 
Q. E. D. 

Klasično imamo l 2 = ( 2 + 1 2 + ( 2 , a varijable ( 2 (q = х, у, z) su nenegativne. I klasično je uvek 
l 2 > lq, Vq i stoga (6.2.12) uopšte ne iznenađuje. Međutim, klasično uvek postižemo jednakost u 
ovoj nejednakosti kada q - tu osu orijentišeino duž pravca 1. Iskaz b) Leine L 6.2.1 nain otkriva da 
je to u kvantnom slučaju moguće sarrio za trivijalni slučaj nultog uglovnog rnomenta. Iriače nije, 
tj. iriače uvek važi ( K 2 ) > { K 2 ). Dakle, za nenulti uglovni irroment (ovaj pojarn će kasnije 

biti preciznije definisan), osa se nikad ne može postaviti duž vektora K. To je svakako posledica 

osnovne činjenice da K q (q = х, у, z) uzajamno nisu kompatibilni (za razliku od p q , q = х, у, z, 
na primer), prema tome vektor k ne definiše osu. 

6.2.6 Pomoćni operatori podizanja i spuštanja 

Mada K nisu osnovni skup opservabli, sličnost sa naširn proučavanjem x,p x u % x (u §2.5) je 
đosta velika. Tariro srrio uveli poriroćne operatore porneranja е~~пМ х , — oo < х < oo (oni su vršili 
” pomerarrja” po svojstvenorn bazisu od х). 


U kvantnoj teoriji uglovnog momenta kao analogoni pomeranja 
nitarni) operatori: 

uvode se nehermitski (i neu- 

tV dcf NN -f x fv dcf jN -f x 

K-v = K x + гК уђ K = K x — гК у 

(6.2.14a, 6) 

tzv. operator podizanja, odnosno operator snižavanja (videćemo niž 

e šta opravdava ove nazive). 

Zadatak 6*2. 7 a) Dokazati sledeće komutacione relacije: 


[ К,,.Ј< ] = 2hK z , 

(6.2.15) 

[ k z , k + ] = ћк + , [ k z , A+ ] = -nk- , 

(6.2.16a, b) 

[K 2 ,A'+] = 0, [K 2 ,A'_]=0. 

(6.2.17a, 6) 

b) Dokazati sledeće funkcionalne zavisnosti 


к 2 = "(к+к_ + K-k+) + kj, 

(6.2.18) 

r<k+ = к 2 - k z (k z + ћ), 

(6.2.19) 

k+k = к 2 - k z (k, - ћ). 

(6.2.20) 


6.2.7 Postavljanje zadatka istovremene analize dva spek- 
tra 

Као što smo rekli, K 2 i K z su kompatibilne opservable, ali u opštein slučaju ne čine kompletan 
skup. U konkretnim primenama ove teorije mi ćemo ih dopuniti do potpunog skupa kompatibilnih 
opservabli i tada ćerno izgraditi zajednički svojstveni bazis celog pomenutog skupa operatora. Pre 
nego što ćeuio proučiti svojstvene vrednosti od K 2 i K z kojiina odgovaraju zajednički svojstveni 
vektori ovih operatora, da postavimo naš zadatak dovoljrro precizrio. 
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Pretpostavlj amo da K 2 i K z imaju prave zajedničke svojstvene vektore. Pisaćemo 6 * 2,3 ih kao 
krn ) , a odgovarajuće istovremene svojstvene jednakosti u vidu: 


(6.2.21 a,b,c) 

Veličine ћ? i ћ su jedinice za K 2 odnosno K z , a merni broj svojstvene vrednosti od K 2 pišemo u 
obliku k(k + 1), jer, kao što ćemo videti u Teoremu T 6.2.1 niže, k uzima jednostavnije vrednosti 

nego što su same svojstvene vrednosti od K 2 . 

Zadatak 6.2.8 Pokazati da svakorn у > 0 obostrano jednoznačno odgovara k > 0 po forrnuli у = k(k + 1) i da 
je у = 0 ako i samo ako je k = 0. 

Pošto je K 2 pozitivan operator, svaka njegova svojstvena vrednost je nenegativna. Iskaz u 
Zadatku Z 6.2.8 onda opravdava ograničenje u nejednakosti (6.2.216) . 


K 2 | km ) = k(k + Т)К 2 \ km), k > 0, K z \ krn) = гпћ \ km) 


6.2.8 Pomoćne formule 

Formulišimo i dokažimo prve rezultate. 

Lema 6.2.2 Neka je | krn) normiran vektor u % koji zadovoljava (6.2.21). 
a) Onda je 

(6.2.22) 

h) Ako je uz to još m = k, onda je 

K+ | krri ) = 0, (6.2.23) 

a ako m < k. onda je K + \ km ) takođe zajednički svojstveni vektor od, K 2 i K z i 

K 2 (K+ | krn)) = k(k+l)K 2 (K+ | km)), K Z (K+ \ krn)) = (гп+1)ћ(К+ \ km)), (6.2.24 a,b) 


k < m < k 


K+ | km ) || = h\/k(k + 1) — m(m + 1). 


(6.2.24c) 


c) Iz m = —k sledi 

K- | krn ) = 0, (6.2.25) 

a ako je rri > —k, onda važi 

K 2 (K> | krn)) = k(k + 1 )ћ 2 (К- | km)), К г (К- | krn )) = (rn - 1 )ћ(К- | krn)), 

(6.2.26a, b) 

|| K- | km) || = ћу/к(к + 1) — m(m — 1). (6.2.26c) 

6/2 ‘ 3 U stvari | krn) c = | km\), tj. Л je ovde ispušterro radi jedrrostavnosti; koristićemo se njime u sledećem odeljku. 
Nairne, pošto u opštern slučaju K 2 i K z riisu potpun skup kompatibilnih opservabli, oni sarni ne definišu bazis u 
H. Za sada neodređeno A pokazuje koje svojstverre vrednosti ostalih opservabli u potpunorrr skupu odgovaraju 
zajeđničkoirr svojstvenom vektoru | krn). 
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Dokaz: Relacije (6.2. 19) -(6.2.21) imaju za posledicu 

R.....R+ | km) ------- [к(к + 1) — m(m + 1)]ћ 2 | кт) ђ K+K- | km) ------ [k(k + 1) — т(т — 1 )]ћ 2 | km). (6.2.27 a,b) 

Preina tome, 

|| K+ | fcm)|| ------- (km | K-K+ | km) = (k(k + 1) — m(m + 1))/г 2 , (6.2.28a) 

\\K- | km)\f = (km | K + K- | km) = (k(k + 1) - m(m - 1))ћ 2 . (6.2.2 86) 

Obratiti pažnju da je 6 * 2 * 4 npr. (km | K K + | krn) = ((km | K ) (R + | кт)) ђ а (кт | К је bra od R+ | km). 

Pošto T~L ima pozitivno definitnu metriku, svi vektori u njemu imaju nenegativnu normu. Imajući to u vidu, iz 

(6.2.28a) 5 (6.2.2 86) zaključujemo da važe nejednakosti 

k(k + 1) — m(m + 1) > 0, k(k + 1) — m(m — 1) > 0. (6.2.29а ; б) 

Lako je videti da od ove dve nejednakosti (6.2.29 а) daje jače ogranieenje na pozitivne vrednosti m, a (6.2.296) 
daje jače za negativne vrednosti. Oba ova ograničenja mogu da se napišu u vidu k > |m| (i obratno, iz ove 
nejednakosti sledi (6.2.29)). Time smo dokazali (6.2.22). Iz (6.2.28а) je očigiedno da m = k ima za posledicu 
K + | km) = 0, što dokazuje (6.2.23), dok (6.2.24а) odmah sleđi iz komutiranja K 2 i R + (videti (6.2. 17а)) i 
(6.2.21а)-(6.2.216). Dalje, (6.2. 16а) rnožerno da prepišemo u vidu R Z K+ = R+(R Z + К) ђ tako da LS od (6.2.246) 
i (6.2.21c) odrnah daje DS-u od (6.2.246). Jednakost (6.2.24c) je neposredna posledica (6.2.28а), a (6.2.25) se 

dobija ako (6.2.286) prepišerno u vidu || R- | fcm)|| = (km | R + R | km) = (k(k + 1) — (— m)((— m) + l))/i 2 . 

Dalje, (6.2.26а) sledi iz komutiranja (6.2.176), dok je (6.2.266) posledica relacije (6.2.166) koja ekvivalentno glasi: 
R Z R - = R-(R Z — ћ); najzad (6.2.26c) je direktna konsekvenca jednakosti (6.2.286). Q. E. D. 

Citaocu je bez siimnje jasno da relaeije (6.2.246) i (6.2.266) opravdavaju nazive ”operator 
podizanja” za К+ ђ odnosno ”operator spuštanja” za K-. 

U kvantnoj mehanici je uobičajeno da se kvantnirn brojevima nazivaju bilo sanie svojstvene 
vrednosti opservable, bilo drugi neki realni brojevi koji ria obostrarro jednoznačan rračiri kore- 
spondiraju svojstvenim vrednostirna (a prostiji su po svojoj prirodi). IJ kontekstu svojstvenih 
jednakosti (6.2.21) broj k se naziva kvantni broj uglovnog rnomenta K (inisli se u stvari na K 2 ), a 
m se naziva magnetni kvanini broj (razlog za ovaj tennin videćemo u opisu Zeeman-ovog efekta 
u § 6.8). 


6.2.9 Svojstvene vrednosti i njihov odnos 

Sada iinarno dovoljno pomoćnih rezultata da srno u stanju da dokažerno glavni rezultat ovog 
odeljka. 

Teorem 6.2.1 a) Svojstvene vrednosti (iz diskretnog spektra) opservable K 2 mogu da se pišu u 

vidu k(k + 1)ћ 2 , a kvanini broj k može da bude ceo ili poluceo , tj. jednakj sa nekim brojem iz 
skupa 

(6.2.30) 

("polucelo” ovde skraćeno znači: polovina neparnog celog). 

6 - 2 - 4 Možda treba da se podsetimo da je operator koji u matričnom elemeiitu deluje nalevo (tj. na bra) ekvivalentan 
(po dualizmu ket-bra) adjungovanom. Pošto su hermitski operatori sarnoadjungovani, nalevo deluje ekvivalentni 
istorn operatoru. Međutirn, na prirner R+ je nehernhtski operator, te nalevo deluje kao ekvivalentni njegovom 
adjungovanom, a prerna (6.2.14) je R+ = R 


П+ 


1 , 


■2, f,3, - 
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b) Magnetni kvantni hroj rn može da irna sarno celu ili polucelu vrednost, tj. 

rn = 0, ±-, ±1, ±-, ±2, ±-, ±3, ... 


(6.2.31) 


c) Ako je | km) normiran vektor koji zadovoljava (6.2.21), rnagnetni kvantni hroj rn rnora 
da irna jedrm od sledećih vrednosti: 


m = —k, —k ± 1 , —k ± 2, ..., k — 1, k 


(6.2.32) 


Dokaz: Pretpostavimo opet da je | km) normiran vektor u % koji zadovoljava (6.2.21). Formirajmo niz 

K. + | km),K‘l I km), K\ | кт) ђ (6.2.33) 

gde je p prirodan broj. Pretpostavimo prvo (koristimo se tzv. a d absurdum — ka apsurdnom — rezonovanjem) 
da nijedan vektor u (6.2.33) nije nula, ma koliko veliki da je broj p, Onda su to, na osnovu (6.2.246), sve svojstveni 
vektori od K z sa odgovarajućim svojstvenim vrednostima: 


(m + 1)ћ, (m + 2)ћ, ..., (m + р)ћ. (6.2.34) 

Pošto je k fiksirano (izborom vektora | km )), ap je proizvoijno veliko, možemo postići m+p > k u kontradikciji sa 
(6.2.22). Preina tome, ako je p dovoljno veliko, počev od nekog vektora svi članovi niza (6.2.33) inoraju biti nule. 
Fiksirajmo p tako da su svi vektori u (6.2.33) nenulti, a već sledeći da je nula, tj. K + +i | km) = 0. Oeigledno je 
iz Leme L 6.2.2 i (6.2.33) da je onda nužno 

m+p = k . (6.2.35 a) 

Operator K- irna osobine koje su potpuno sirnetrične osobinama K+ (iskazi Leme L 6.2.2 su simetrični u pogledu 
ta dva operatora), te potpurm analognim rezonovanjem niz K- | km ) , K'z | fcm), . . . , K q ___ | km) sa odgovarajućim 

svojstvenim vrednostima (m — 1)ћ , ..., (m — q)Ii operatora K z dovodi do 


m — q = —k. (6.2.35 6) 

Oduzirnajući (6.2.356) od (6.2.35a), dobijarno 

p~\~q = 2k. (6.2.36) 

Pošto su p i q celi brojevi, 2 k rnora biti eeo broj. Tirne je dokazano tvrđenje a), tj. (6.2.30). Pošto je p ceo broj, 
iz (6.2.35a) se vidi da je m iste celobrojnosti kao fc, tj. ako je k ceo broj, onda je i m ceo broj, ako je k poluceo, 
onda je i rn poluceo (ali ne mora biti nenegativan) . Imajući u vidu već dokazanu relaciju (6.2.30), u stvari srrio 
dokazali iskaz b) Teorerna, tj. (6.2.31). Iz činjenice da je rn iste celobrojnosti kao k i iz (6.2.22) oclrnah sledi 
(6.2.32), tj. iskaz c). Q. E. D. 


6.2.10 Kritički komentar 

Prodiskutujmo ograničenja iz Teorema T 6.2.1, tj. šta nismo dokazali. Teorem T 6.2.1 daje sarno 
potrebne uslove, drugim rečirna, on sarno zabranjuje da k irna neku drugu vrednost od orrih koje 
su nabrojane u (6.2.30), da m ima drugu vrednost od nabrojanih u (6.2.31) i da kvantni brojevi 
k i m koji se susretnu u zajedničkom svojstvenom vektoru | km) budu u ikakvom drugom odnosu 
nego što je taj koji je dat u (6.2.32). Teorem T 6.2.1 ne daje nijedan dovoljan uslov, ne tvrdi 
ništa pozitivno (tj. ništa što nije poricanje). 

Mi i dalje ne znamo koje svojstvene vrednosti jedan konkretan zadati K 2 ima u % i analogno 
za K z . Za davanje ođgovora na ova pitanja teorija opšteg uglovnog momenta je nemoćna. Za to 

je potrebno iskoristiti znarrje o konkretnoj prirodi vektorske opservable K. 

Međutirn, jedan pozitivan iskaz se ipak rnože tvrditi na osnovu naših rezultata i njime ćerrio 
dopuniti Teorern T 6.2.1 u sledećern paragrafu. 
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6.2.11 Multiplet zajedničkih svojstvenih vektora 

Teorem 6.2.2 Ako u % postoji normiran zajednički svojstveni vektor \ krn ) koji zadovoljava 
(6.2.21), onda u % nužno postoji 2k + 1 zajedničkih svojstvenih vektora, ceo tzv. multiplet 

| k, m = —к ), | k, rn = —k + 1 ), | k, m = k — 1 ), | k, m = k ) (6.2.37) 

dozvoljen izrazom (6.2.32). 

Dokaz: Iz (6.2.33) i (6.2.24) i analognih relacija sa stepenima od A'_ odrnah sledi da niožemo da konstruišemo 
sledeći konačni niz vektora 

| к, m = —к ) = f Kl | кт), | к, m = -к + 1 ) d = К1~ г | km ), ... 

..., | k, rn = k — 1) ‘= МјГ 1 | km ), | k, rn = k ) ‘= K\ | km ), 

gde je m — q = —k i m + p = k. Iz (6.2.24c) i (6.2.26c) se može zaključiti da su svi ovi vektori različiti od nule. 
Q. E. D. 

Vraćajući se na ono što nisrno dokazali u ovorn odeljku, istaknirrro đa je isključivo bilo reei 
o diskretnom spektru K 2 i K z , pošto smo uvek polazili od pretpostavke da je dat | km ) sa 
( km | krn) = 1. Znači, naši rezultati ne isključuju mogućnost postojanja i kontinualnog spektra 
pornenutih opservabli; šta više, čak i ne garantuju postojanje diskretnog spektra (sve je ”ako, 
onda”). Međutim, ispostaviće se u odeljcima niže da K 2 i K z u svim slučajevima od interesa u 
kvantnoj mehanici imaju čisto diskretan spektar 6 2-5 . 

Napomenimo, na kraju, da u svini rezultatima ovog odeljka bilo K x bilo K y mogu u potpunosti 
da zamerie K z i da dobijemo analogne rezultate mutatis matanclis. To je, naravno, posledica 
činjenice da se K x i K y odrmse prerna K 2 na potpuno simetričan rračin u odnosu na K z i K 2 , 
kao što se čitalac može lako uveriti. 


6.3 Geometrija kvantne teorije opšteg uglovnog momenta 

Kvantna teorija uglovnog rnomenta irna rrmogo toga đa kaže rra jeziku invarijarrtnih potprostora 
ili invarijantnih dekornpozicija prostora stanja. To s jedrre strane dopurijava rezultate o spektru 
K 2 i K z , dajući ne sarrm zajedničke svojstvene vektore ove dve opservable, već i važrre potprostore 
za K kao celinu. S druge strane, isti potprostori imaju veliku važnost za bilo koji linearni operator 
koji komutira sa K. 

Tako će detaljno proučavanje pomenutih potprostora, čemu je posvećen ovaj odeljak, osposo- 
biti čitaoca da bolje razume primenu kvantne teorije uglovnog momenta kojoni ćerno se koristiti 
u narednim glavama. 

6.3.1 Osnovne dekompozicije prostora stanja 

P retpostavičemo (za ceo odeljak) da K 2 ima čisto diskretan spektar. Svojstveno razlaganje 
Hilbert-ovog prostora % po K 2 , tj. razlaganje % na svojstvene potprostore od K 2 , pisaćemo u 
vidu 6 - 3 - 1 : 

(6.3.1) 

6 * 2 * 5 U stvari, to je matematički opšti slučaj, jer su sve ireducibilne reprezentacije grupe SU(2), pa prerna torne i 
rotacione grupe koju generiše K konačno dimenzionalne. 


% — (B k Vk 
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Oznaka ф se odnosi na ortogonalni zbir potprostora. Kvantni broj k ne uzirna unapred određen 
skup vrednosti u opštem slučaju, već one zavise od konkretne prirode vektorske opservable K. 

Zadatak 6.3.1 Pokazati da je svaki svojstveni potprostor od K 2 invarijantni prostor 6 - 3 ' 2 za K. 

Razlaganje (6.3.1) je, kako se kaže, invarijantna dekompozicija prostora stanja. To zriači da je 
svaki sabirak invarijantan potprostor za K. Treba dobro zapaziti da je геб o relativrrorn pojrrru: 

o invarijantnoj đekornpoziciji u odnosu na K. 

Neka je k proizvoljrm fiksirarra vrednost kvantnog broja uglovnog momenta koja se pojavljuje 
u TL (tj. za koju se 14 ф 0 pojavljuje u (6.3.1)). Izvrširno svojstvenu dekompoziciju od 14 koja 
odgovara opservabli K z (kompatibilnoj sa K 2 , kao što srno viđeli): 


Ук — ® т= -кУкт, 


(6.3.2) 


gde je У\т zajednički svojstveni potprostor od K 2 i К~, koji odgovara svojstvenim vrednostima 
k(k + 1)ћ 2 odnosno тћ. Za razliku od (6.3.1), u (6.3.2) znamo da imarno 2 k + 1 sabiraka, tj. da 

m = —k, —k + 1, ..., k, a u to smo sigurni na osnovu Teorema T 6.2.2. 

6.3.2 Jednakost dimenzija potprostora V+ m 

Obeležimo sa dimenziju potprostora Vk, m =k- 

dk = dimVfc, m =A!; (6.3.3) 

jasno, d-k može biti ceo pozitivan broj ili poteneija prebrojivo beskonačnog skupa, H 0 (tzv. alef 
rmla, uporediti 2.1.4). 

Leina 6*3 Л Dimenzija poiprosiora Vkm ne zavisi od tj. dirn Vkm = Vkk = dj, z , m = —k, ..., к. 

Dokaz: Neka je {| k, m = k, A )|A = 1, proizvoljan bazis u Vk,m=k (A prebrojava bazisne elemente, к i m 

8\i fiksirani). Višestrukom primenorn operatora K- na | k,rn = fc, A ) rnožemo da konstruišemo vektore (kao u 
dokazu Teor ema T 6 . 2 . 2 ) : 


| кгпХ ) d = f СтхК- m | k, m = fc, A ), m = —k , ..., k, (6.3.4) 

gde su Сгпх pozitivne normalizacione konstante (pošto dobijeni vektori nisu nužno normirani), a K°_ = I. Za bilo 
koju vrednost rn = ■■■■■■ k, ---k -f 1, ..., k — 1 irnanio: 

( krn\ | km\ l ) = C' mX C' mX , {k, m + 1, A | K+K- \ k, rn + 1,A ; ) 

= C' mX C' mX , ( k(k + 1) - (ш + 1 )т)ћ 2 { k, rn + 1 , A | k, m + 1 , A ; ). (6.3.5) 

6 * 3 * J -Da nisrrio pretpostavili da K 2 ima čisto diskretan spektar, irnali bismo urnesto (6.3.1) formulu %d = ®kVk, a 
% = 'Hd^'Hk bi bilo razlaganje Ћ na potprostor 7+n koji obrazuju pravi svojstveni vektori od K 2 , i na Ћи, koji je 
ortogonalni komplement od Н с и ; tj. potprostor koji odgovara kontinualnom spektru od K 2 (uporediti (2.3.12a)). 
Porneriuta pretpostavka je u stvari bila nagoveštaj činjenice da je mižno %k = 0 (uporediti prirnedbu 6.2.5). 
6 * 3 * 2 Podsetinio se da je invarijantni potprostor za K potprostor u Ћ, takav da za svaki njegov vektor | х) i likovi 
K q | х), q = x,y,z pripadaju torn potprostoru; drugim rečirna, nijedan od pomenutih operatora ne izbacuje 
vektore iz tog potprostora. 
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Podsetimo se opet da je (fc,m + 1,A | K+ bra od K- | fc,m + 1,Л), a C' mX i С тХ , su neke, za nas nevažne, 
konstante; u poslednjern koraku srno iskoristili funkcionalnu zavisnost (6.2,20). Iz (6.3.5) je očigledno da orto- 
gonalnost ( fc,m = fc, Л | к ђ гп ------- k, X r ) = 0 za Л ф Л' (po našoj stalnoj konvenciji, pod bazisom u Vk,m=k se 

podrazumeva ortonorrnirani bazis) irna za posledicu ( fc, m = к — 1, Л | к ђ т = к — 1, Л') = 0, а ovo sa svoje strane 
povlači ortogonalnost odgovarajućih vektora u Vk,m=k -2 itd., sve do potprostora Vk,m=-k- To znači da u svakom 
potprostoru Vkm imamo dk nenultih ortogonalnih vektora | ктХ) (uporediti dokaz Teorema T 6.2.2). Stoga svaki 
Vkmj ш = —к, ...,fc — 1, iina dimenziju bar dk- Da nijedan V*. m , rn = —к ђ ...,fc — 1 nema dimenziju veću od dk 
sledi iz sim.etričn.e uloge koju igraju K+ i K-. Naime, niogli bismo poći od Vk,m=-k i višestrukom primenom K+ 
preslikati bazis iz Vk,m=-k u takođe ortogonalni skup nenultih. vektora u У& ш , m = —k + 1, ..., k. Q. E. D. 

6.3.3 Standardan bazis 

Iz đokaza Lerne L 6.3.1 proizlazi cla proizvoljni bazis u Vk, m =k putem (6.3.4) generiše bazis u 
celom prostom V\ (sarno treba da se izračunaju konstante). 

Definicija 6.3.1 Standardni bazis za K u % dobija se na sledeći način: neka je za svako k jedart 

proizvoljan bazis u Vk, m =k označen sa (j k,m = k, X) | Л = 1,2, ...,<4}. Iz vektora tog bazisa 

konstruišemo nove vektore 


k, Л ) (6.3.6) 

u svirri potprostorirna Vk m , тп = k — 1, k — 2, .... —k. 

Treba zapaziti da je fazni faktor svakog bazisnog vektora | k,m = k, X), X = 1, 2, ..., dk, 
proizvoljan, a fazni faktori svih ostalih | krnX ) , rn < k, jeđnoznačno slede iz (6.3.6). 


krnX 


def f-m—k 


( k + m)\ 


(2 k)\(k 


■K 


■k—m 


k, m 


m) 


Zadatak 6.3.2 Pokazati da iz (6.2.26c) sledi normalizacioni faktor za | krnX ) kao što je napisano u (6.3.6). 
(Indikacija: Dokazati prvo identitet: k(k + 1) — m(m — 1) = (k + m)(k — m + 1).) 

Definicija standardnog bazisa (6.3.6), koja, naravno, pretpostavlja i važenje osnovnih svoj- 
stvenih jednakosti (6.2.21) je konstruktivna; to će reći, ona daje algoritarn konstrukcije vektora 
dotičnog bazisa. Cesto je pogodnija ekvivalentna definicija multipleta standardnog bazisa koju 
ćerno dati niže (u Zadatku Z 6.3.6). Treću ekvivalentnu definiciju izrazićerno pornoću transfor- 
macionih osobina bazisa pod rotacijarna (videti ispod (6.4.5)). 

Standardan podbazis u 14 je, kako se kaže, adaptiran na dekompoziciju potprostora (6.3.2). 
To će reći da se ovaj podbazis rnože grupisati u rnarije podbazise koji obrazuju pojedine sabirke 
Vkm- Očigledno {| kmX )|Л = 1, 2...}, m = —k, ..., k su ti podbazisi. 

Pažljivi čitalac je po svoj prilici uočio da je standardan bazis adaptiran i na jednu clragu 
dekompoziciju od 14: 

(6.3.7) 

gde podbazis {| krnX )\rn = —k , ..., k} ono što zoverno multipletom obrazuje (2 k + 1)- 

dimenzionalni potprostor Vk\-, Л = 1, ..., <4. 


Vk = 0? =1 V fcA 
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6.3.4 Dijagram ”ormar sa fiokama” 

Da bi izložena geornetiija dva ”unakrsna” razlaganja svojstvenog potprostora Vk operatora K 2 

bila lakše razumljiva, uvodirno na Crtežu C6.2 dijagrarn, koji rnožerno šaljivo nazvati ”ormar sa 
fiokama” . 

Dijagrarnatski (6.3.2) predstavlja razlaganje pravougaonika (14) na vrste ili ”fioke” (Vfe m ), a 
(6.3.7) je razlaganje pravougaonika na kolone (V*;a). Zajedno, ova dva razlaganja dekomponuju V* 
do pravaca, koji su na dijagramu predstavljeni kvadratićima (ovi pravei su, naravno, ortogonalni). 

Vrste Vkm su oivičene neprekidnim linijama, što odražava činjenicu da su V* m jednoznačno 
definisani 6 ' 3 ' 3 operatoroin K. Kolone Vk\, međutim, oivičene su isprekidanim vertikalnim crtarna. 
To treba da nas podseti na činjenicu da iz zadatog K uopšte ne proističe kako treba definisati 
potprostore Vk\. Kao što srno videli, njih u stvari dobijamo savršeno proizvoljnim izborom bazisa 
u Vk, m =k ■ (Mogli bisrno uzeti bilo koji drugi Vkm umesto Vk, m =k za ovu svrhu.) 


Zadatak 6 . 3.3 Pokazati da je svaki Vu\ invarijantan potprostor za K, a da nijedan 14 m to nije (osirn ako je 
k = 0). 


Dakle, kolone Va -л su invarijantni potpro- 
stori za sam vektorski operator uglovnog mo- 

menta K, baš kao i ceo Vfc. Nameče se pitanje 
da 11 se pojedini V\\ mogu još više usitniti, na 

još uianje invarijantne potprostore za K. Od- 
govor je negativan. Kaže se da su potprostori 

VfcA ireducibilni ili nesvodivi, što znači da ne 
sadrže nijedari netrivijalni (tj. različit od nul- 
tog i celog Vk\) invarijantan potprostor za K. 
Ovo očigledno sledi iz delovanja K + i A „ (npo- 
rediti Teorem T 6.2.2). 

Kao što sugeriše dijagram ”ormar sa 
fiokama” , razlaganja potprostora V* = 
® m= _fcVfc m i Vfc = ®J =] VfcA su, kako se kaže, 
kompatibilna. Naiuie, uvek rnože da se piše 

Vfc = Vfc n Vk = (e m= _fcVfc m ) n (etiVfcA), 

ali pri tome važi i (dvostruka) distributivnost, 
karakteristična sarno za tzv. kornpatibilna razlaganja: 

Vfc = e m>A (Vfc m n v fcA ). (6.3.8) 

Potprostori Vfc m fj Vfc A su jednodimenzionalni, to su kvadratići na dijagramu. 

Kompatibilnost je lakše razumeti na jeziku opservabli. Potprostori Vfc m su svojstveni pot- 
prostori od K z . Pretpostavimo da postoji jedna opservabla A u T-i takva da za svako k ona 

6 ‘ 3 - 3 Definicija od K uključuje izbor koordinatnih osa. Ako bisino rotacijom prornenili ove ose, promenili bi se i 
operatori K q (q = x,y,z ), te i potprostori 14 m (ali ne K 2 , pa ni potprostori V*). 


Vk,m=k 


Vk,m=k — 1 


itd. 


itd. 


Slika 6.2: Ormar sa fiokama. Ceo pravougao- 
nikje Vfc, m-ta vrsta ili ”£oka” je Vfc m , a kolona 
Л je VfcA • Svaki kvadrat je jednodimenzionalni 
potprostor, razapet vektorom | km \ ) (tačka u 
kvadratu). 



V k ,\=2 

Vfc.A=l 
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određuje dekompoziciju Vk = ФлПл kao svoju svojstvenu đekornpoziciju. Dmgiin rečiina, neka 
se opservabla A može napisati u sleđećoj spektralnoj formi 

д-ЕЕ ‘ 

к A т=—к 

Lako se vidi (po delovanju na standardni podbazis u V*) da A komutira sa K, stoga i sa K 2 i 
K z i, znači, redukuje se 6-3 ' 4 u svakom potprostoru V* i Vk m - 

U stvari kompatibilnost opservabli A i K z je ekvivalentna relaciji (6.3.8) i predstavlja suštinu 
kompatibilnosti pomenutib dekompozicija od Vk- Pošto K 2 i K z ne čine u opštem slučaju potpun 
skup kompatibilnih opservabli, možerno ih dopuniti opservablom A. 




ктХ ) (кт\ 


( 6 . 3 . 9 ) 


6.3.5 Vektorska matrica opšteg uglovnog momenta 


Leina 6*3*2 Vekiorski operator opšteg uglovnog momenta K se u stanđarđnorn bazisu reprezen- 
tuje vektorskom mairicorn K ; pri černu rnairični elernenti glase: 


{K z) kmA,k ! m ! A f ~~~~ { kmA | | k ГП Л ) 

ћ 


(6.3.10) 


(K x )kmA,k f rriA f — (kmA | K x | к! m! А! ) — — \/к(к + 1) — (6.3.11) 


{Ky)kmA,k ! m ! A l (кгпА | Ку | К fll Л ) ^ ^ ~V ^ 1 ) ffW'l ^ б\А ! (^m,m/ + 1 ^m,m/ — !.)• (6.3.12) 


Dokaz: Formula (6.3.10) očigledno sledi iz činjenice da je | k'm'A') svojstveni vektor od K z i to sa svojstvenom 
vrednošću m!h (zbog Kronecker-ovog simbola rnožemo staviti m urnesto m'). Formule (6.3.11) i (6.3.12) su 
neposredna posledica operatorskih relacija 

k x = ~( k + + ko , k y = A ( k + - k .) (6.3.13 a , b ) 

(uporediti (6.2.14)), kao i oblika matričnih reprezentanata za K+. i K 11 standardnom bazisu: 

(K+)km\,k’m'\’ = f {km\ I K+ I k'm' Л' } = 7цА(&+ 1) -mm' б к к' б\\' S m ,m'+i , (6.3.14a) 

(KV)km\,k'm'\' = f (km\ I АФ I k'm' X' ) = %y/k(k + 1) - mm' б к к' б\\< &m,m'-i- (6.3.146) 

Jednakost (6.3.146), sa svoje strane, neposredno sledi iz (6.3.6), a (6.3.14a) se dobija adjungovanjem matrice КК. 
Q. E. D. 

Zađatak 6.3. 4 Dokazati poslednja dva iskaza. 

Istaknimo ponovo da se K + i kao i K q {q = xzy,z) redukuju 6,3 * 5 u svakom potprostom 

v k . 


6 * 3 * 4 Redukovanje nekog operatora A u nekorn potprostoru V je u stvari sinonirn za invarijantnost V za A. Ipak 
terrnin ”redukovanje” sadrži rnalu ernfazu na tu okolnost da A, ne izbacujući rhjedan vektor iz V, u stvari indukuje 
jedari operator Ау u V (koji u V deluje isto kao A, ali dorrien пш je ograničen na V). 

б.з.бр 0 ј ат redukovanja je lako razumeti na matričnom jeziku. Uzmirno u % bazis adaptiran na dekompoziciju 
% = V0 V* 1 i reprezentujmo operator A u tom bazisu matricom A. Invarijantnost potprostora V i V 1 * ogiedaće se 

'd v 0 
0 A v ± 

A v . 


u tzv. kvazidijagonalnoj forrrh A 


Redukcija u V onda znači da se urnesto A uzirna podrnatrica 
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Zadatak 6.3.5 Pokazati da se (6.3.14a) i (6.3.146) niogu prepisati u formi (dvostruke) jednakosti: 

K± | kmX) = \/k(k + 1) — m(rn ± 1)ћ \ k. m ± 1, A). (6.3. 14c, đ) 

Zadatak 6.3.6 Pokazati da (6.3.14c) i (6.3.14đ) zajedrm sa svojstvenim jednakostima (6.2.21), irmgu da posluže 
kao druga definicija multipleta (podbazisa) standardnog bazisa za K, jer su ekvivalentne konstruktivnoj forrnuli 
(6.3.6) (uz (6.2.21)). 

Treba obratiti pažnju na vid matrica K z , K x i K y datih sa (6.3.10)-(6.3.12). K z je dijagonalna 
matriea, a druge dve su kvazidij agonalne (one su po jednostavnosti odmah do dijagonalnih). Vrste 
i kolorie prebrojavarrm sa po tri indeksa. Uzrnimo ih u poretku kXrn (rie kao u (6.3.10)-(6.3.12)) 
i varirajmo ih alfabetskim redom (prvo variramo samo m fiksiravši k i Л itd.). (_)nda na Crtežu 
C6.3A vidimo šta znači kvazidijagonalnost (recimo matrice K x ). 


L 

0 

0 

V ! 


0 0 


0 

0 

0 


A) 


Л 


0 


0 


0 0 

0 0 

: : 


0 0 0 
0 0 0 


0 

0 


0 


0 


B) 


..л 


Slika. 6.3: D ij agonalizacij a matrica uglovnog momenta. 


Svi rnatrični elernerrti od K x su rrule, osirn (rnožda) unutar kvadratrrih podrnatrica na dijago- 
nali (izražene kvadratićirna na Crtežu C 6.3). Ove podmatrice odgovaraju fiksiranirn k i Л (istirn 
za vrste i kolone pošto su na đijagorrali), a ururtar njih elemente prebrojava m (i vrste i kolone), 
tj. one su tipa (2Л + 1) х (2Л + 1). (Što se tiče svrhe Crteža C6.3B), videti кгај paragrafa §6.3.7.) 

Zadatak 6.3.7 Ispisati eksplieitno matricu K x pod pretpostavkom da k uzima vrednosti - i |, a da Л uzima 
samo po jednu vrednost za. oba k, tako da ga. možemo izostaviti. 


6.3.6 Matematički podsetnik — ekvivalentni operatori 

Neka su V i V' dva izomorfna Hilbert-ova prostora ili potprostora jednog Hilbert-ovog prostora 

%. Kao što je poznato, za izomorfnost je potrebna i dovoljna jednaka dimenzionalnost V i V . 
Neka su A i A! operatori definisani u V odnosno u V' . Za takva dva operatora se kaže da 

su ekvivalentni ako postoji izomorfizam J potprostora V na V' koji, transformacijom sličnosti, 
prevodi A u A': 


i' = jAj- 1 . 


(6.3.15 



192 


GLAVA 6. TEORIJA JEDNOG UGLOVNOG MOMENLA 


Jednakost (6.3.15) znaei da se delovanje operatora A, A | х ) =| у ) (| х ), | у ) G V) prevodi u 

{Ј AJ~~ l )J | х) = J | у) A'{J | х)) = J | у). Više opisno, kaže se da A i A' jednako deluju 
u V odnosno u V' ("jednakost” ostvaruje J). 

Za primenu pojma ekvivalentnosti dva operatora važni su sledeći stavovi. 

Stav 6.3.1 Operator A u prostoru V i operator A' u izomorfnom prostoru V' su ekvivalentni 

ako i samo ako postoji po jedart bazis u V i V' , tako da se A i A' u njima reprezentuju istom 
rnatricom A. Naime, kada je to slučaj, onda se izomorfizam J u ( 6.3.15 ) može definisati tirn 
parom bazisa, tj. zahtevom da J prevodi dotični hazis iz V u dotični bazis u V' . I obratno, ako 
imarno izomorfizam J : V —» V' , takav da je (6.3.15) zadovoljeno, onda uzimajući proizvoljan 
bazis u V kao prvi, a njegov lik po J kao drugi bazis, rnatrica koja reprezentuje A u prvom bazisu 
je nužno jednaka rnatrici koja reprezentuje A' u drugorn bazisu. 

Stav 6.3.2 Ako su A u V i A' u V' ekvivalentni operatori, onda oni imaju identičan spektar 
(sa jednakom degeneracijom istih svojstvenih vrednosti, kako diskretnih iako i kontinualnih) , a 

izornorfizam J koji zadovoljava (6.3.15) preslikava svaki svojstveni potprostor od A na svojstveni 

potprostor od A' koji odgovara istoj svojstvenoj vrednosti. 

6.3.7 Redukcija uglovnog momenta K 

Teorem 6*3 Л Neka su К& Л; Л = 1, 2, ..., d^, vektorski operatori u koje se K redukuje u pojedi- 
nim svojim ireducibilnim invarijantnim potprostorima Vk\- Onda su svi К^ Л; Л = 1, 2, ..., dk za 
fiksirano к uzajamno ekvivalentni. U tom smislu Vk je višestruki (и stvari dk-struki) ireducibilni 
invarijanini potprostor za K, određen kvantnim brojem k. 

Dokaz: Fiksirajmo dva proizvoljna potprostora Ук\ г i Vk\ 2 ? Лр ф \ 2 (dve kolone na dijagramu ”ormar sa 

fiokama”). U Ук\ г iinarno podbazis standardnog bazisa {| кт\\ ) | m = — fe, ...,fc} i analogno u Vk \ 2 • 

Pogledajrno sad matricu K datu sa (6.3. 10)- (6.3. 12). Jasno je da redukciji operatora K u operatore К& Л1 i Kk\ 2 
u potprostorima У\\ г odnosno Vk\ 2 na matričnom jeziku odgovara ograničavanje na podrnatrice u K, i to na 
one koje se dobijaju fiksiranjem к = к ! ђ A = A ; = Ai, odnosno к = fc', A = A ; = A^. To su (2 к + 1) х (2 к + 1) 
podmatrice К/ сЛ| i К& Л2 (vrste i kolone prebrojava rn) na dijagonali od K. 

Uočimo da su pomenute podmatrice nezavisne od A, tj. redukovani operatori К^ Л1 i KT\ 2 se jednako reprezentuju 
u podbazisu {| fcmAi )\m = —к ђ ..., к} odnosno {| кт\ 2 )|m = — fc, .... к}. Na osnovu Sta\ r a S 6.3.1 tinie je dokazan 
iskaz Teorema T 6.3.1. Q. E. D. 

Ako đefinišemo izomorfizam J potprostora Vk\ x па Vk\ 2 ponioću odgovarajućih multipleta iz 
standardnog bazisa: J | кт\\ ) =| ктХ 2 ), rn = —к ђ ..., к ђ onda dobijamo 

К кХ2 = JK kXl J~ l (6.3.16) 

(u stvari J zavisi od izbora vrednosti za k, Ai, Л 2 ). 

Sad je jasno da dekompozieija 

П = 0* ©£:i V kX (6.3.17) 

ne sarno đa rastavlja Ћ. na potprostore koji su invarijantni i ireducibilni za K, tj. predsta- 
vlja maksimalnu invarijantnu dekompoziciju od % što se tiče K, nego iinarno i ekvivalentnost 
redukovanih operatora К^х, Л = 1, ..., <4 u potprostorima Vux ■ 
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Na jeziku matrica K z , K x i K y ((б.3.10)-(б.3.12)), Teorein T 6.3.1 kaže sairio to da su pod- 
matrice (na dijagonali) koje odgovaraju fiksiranom k a različitirn Л (videti Crtež C6.3B), sve 
jednake među sobom. Na Crtežu C 6.3B) nizove od po c4 jednakih podmatrica na dijagonali pre- 
brojava k, uriutar tih nizova sarrie jednake podmatrice prebrojava Л, a uriutar svake podmatrice 
matrične elemente prebrojava m (i vrste i kolone). 

6.3.8 Ređukcija opservable kompatibilne sa K 

Nameće se pitanje šta 11 stvari znači ova višestmkost (tj. (4-stnikost) koja se pojavljuje u našiin 
rezultatima; bolje reći, iina li od nje (ili pak od ? ’fioka” ”ormara sa fiokama” ) ikakve koristi. 
Pozitivan odgovor daje nam siedeći rezultat. 


Teorem 6.3.2 Neka je A linearni operator koji komuiira sa K ; tj. 


[ 4к ] = 0. (6.3.18) 

Onda se A redukuje u svakom potprostoru 14 m; m = —k , ..., k. Neka se A u Vtm redukuje u А^ т . 
Za fiksirano k svi su А^ т uzajamno ekvivalentni. 

Dokaz: Kao što znamo, pođbazis {| km\) | Л = 1 ,...,< 4 } je bazis u Vkm- Iz K 2 (A | km\ )) = ЛЖ 2 | ктХ) = 

к(к + 1)ћ 2 (А | ктХ)) i iz analogne jednakosti za K z sledi da A ne može da izbaci nijedan vektor navedenog 
podbazisa iz potprostora Vkm, drugim. reeinia potprostor Vkm Ј е invarijantan za A. Time je prvi iskaz Teorema 

T 6.3.2 dokazan. 

Da bisrno u narednom rezonovanju radi lakše prezentacije izbegli Dirac-ovu notaciju, prepiširno vektore standard- 
nog bazisa u vidu: фкт\ ктХ). 

Fiksirajmo dva proizvoljna potprostora Укт г i Vkm 2 i m 2 > mp. Definiširno izomorfizam J prvog na drugi 

jednakostima: 

J 'Ц)кт,\А — Фкт 2 А +L J ' фкт 2 А — tykm\Ai \ — 1 , ( 6 . 3 . 19 ( 1 , 6 ) 

Na osnovu konstrukcije standardnog bazisa znaino da je 


J = С кт1т2 К™*~ т ' (6.3.19c) 

(gde je Ckrm m 2 za nas sad nevažna konstanta) uz ograničenje domena operatora na DS-i na Vkm x * Uzmimo AA'-ti 
matrični element u matrici koja reprezentuje redukovani operator Ak mi : 

(Akmi)xA ! ::::: Фгкт -i A \ A j Ч'кгп\А ! ) ~ (J ' Ч Ј кт 2 Ач AJ Фкт 2 А ')• 

Vidi. se iz (6.3.19a) da je J izometrički operator, tj. da održava skalarni proizvod (pri preslikavanju Vk mi na 
"V k тп 2 ) ° Prerna torne, 11 poslednjem skalarnom proizvodu na oba faktora možemo da prirnenirno J da bismo dobili 

( A k m i ) Л Л ; = (Фк m 2 Aj J A J у) k m , 2 A 1 ) * 

Iz (6.3,19c) i (6,3.18) je jasno da J i A komutiraju, tj. J AJ'"" 1 = A, Zato 

(AkmfiAA 1 = (Akm 2 )х\' i A = 1 , . . . , rfjfe , (6.3,20) 

i pri tome su т-\ i m^ bilo koje dve vrednosti magnetnih kvantnih brojeva (od 2 к + 1 mogućih). 

Na osnovu Stava S 6.3.1, (6.3.20) dokazuje da su Ak mi i Akm 2 ekvivalentni operatori. Q. E. D . 


Zadatak 6.3.8 Izvesti dokaz kraće, preko spektralnih forrni А^ т - 
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Neka je operator A koji zadovoljava (6.3.18) predstavljen matricom A u standardnom bazisu 
za K. Tri indeksa kojirna prebrojavamo vrste i kolone poređajmo kao km\ (ne кХтп kao za 

reprezentovanje K). Onda Teorem T 6.3.2 kaže da ćemo dobiti kvazidijagonalnu matricu A, koja 
će na dijagonali imati po 2k + 1 jednakih cU х с4 podmatrica. Znači, A ima forrnu kao na 
Crtežu C6.3B) (samo što su uloge od Л i m uzajamno zamenjene): k prebrojava nizove jednakih 
podmatrica na dijagonali, m prebrojava jednake podmatrice unutar niza, a Л prebrojava matrične 
elemente unutar svake podmatrice. 

Najvažniji je slučaj kada je operator A koji zadovoljava (6.3.18) opservabla. Onda iz Teorema 
T 6.3.2 i iz gornjeg Stava S 6.3.2 sledi da svi redukovani operatori Ak m , m = —k, ..., k, imaju isti 

spektar. Stoga je dovoljno za svako k taj spektar izračunati recirno sarno u Vk, m =k (u ostalim 
”fiokama” nalazi se isto). Kao što ćenio videti u odeljku §8.1, ovo je naročito značajno za slučaj 

kada je A hamiltonijan kvantnog sistema. 

Napomena 6.3.1 IJ principu moguće je opservablu A koja komutira sa K izabrati tako da je Ак, т =к, 
Ук kompletna opservabla sa čisto diskretnim spektrom. Onda A rnože da definiše dodatni kvarrtrri broj 
Л i za nju važi (6.3.9). K 2 , K z i A čine onda potpuni skup kompatibilnih opservabli. 

6.3.9 Rezime o dekompozicijama od Vu 

Za dijagrarn na Crtežu C6.2 uveli srno naziv ”ormar sa fiokama” irnajući u vidu prvenstveno 
njegove ”fioke”. One su namerijene opservablama A koje su kompatibilne sa K (ali mogu biti i 
transformacije simetrije ili opštiji operatori) , tj. za prirnenu kvantne teorije uglovnog rnomerrta 
na izučavanje takvih opservabli. Dekompozicija na ”fioke” doduše nije maksimalna invarijantna 
dekompozija za A, ali je ipak od velike koristi. 

Ako na istom dijagramu usredsredimo pažnju na kolone, onda imamo neku vrstu vertikalnih 
"segmenata ormara”, koji su namenjeni sarnoj teoriji operatora K. To su ireducibilni invarijantni 
potprostori za K, značajni zato što daju minimalne delove К*л od K. 

Dok su ”fioke” jednoznačno određene fiksiranjem koordinatnog sistema, ”sečenje” na ”seg- 
inente” je potpuno van teorije uglovnog mornenta. Da bi se đošlo do rninirnalnih đelova К^л, 
neophodna je neka kornpatibilna opservabla A (ili više rrjih) koja daje pomerruto sečerrje na 
” segmente” . 

6.4 Opšte rotacije 

Ovo je posledriji ođeljak u grupi odeljaka posvećerrih kvantrroj teoriji opšteg uglovnog mornenta 
i opštih rotacija. U ovorn ođeljku nećerrro saznati u suštini rrišta novo, ali produbićemo već 

pozrrato, uzimajući u obzir i drugu strarru medalje. Naime, kao što je čitaocu već poznato, 
teorija uglovnog momenta (kao algebarska teorija) je rrajprisrrije povezana sa paralelnom teori- 
jom rotacija (kao teorijom grupa). Videćemo da ova dva prilaza daju jednu te istu geometriju 

invarijantnih dekompozicija prostora stanja. 

6.4.1 Grupa opštih rotacija i K 

Navešćerno bez đokaza slecleći stav koji je posledica korrrutaciorrih relacija (6.2.7) (dokaz se rrrože 
rraći u krrjizi pornenutoj u 6.2.1). 
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Stav 6.4,1 Svakoj rotaciji u običnorn prostoru pridružuje se u prostoru stanja ili jedan opemtor 
opšte rotacije %: 1Ј{фп) = е~л фа ' к , ili dva operatora {U (фп) , —U (фи)} . Ovo pridruživanje je 
h orriom o rfi,zarn ili homomorfizarn s tačnošću do predznaka GAA . 

Kao što je poznato, homomorfizam je pridruživanje koje održava proizvod: ako R^ U R^ V = 
Rfa onđa и(фи)и(ф\) = U(0w), a hornomorfizam s tačnošću do predznaka daje: U (фи)и (fiv) = 
±U(0w) i pri torne je svejedno koji je operator od pomerrata dva 1Ј(фп) i isto važi i za U(fiv) i 

U(9w) 

Dakle, opšte rotacije su frmkcije opšteg uglovnog momenta. Postavlja se pitanje da li važi i 
obratno: da И su komponente opšteg uglovnog momenta K funkcije opštih rotacija. 

Korolar 6.4.1 Neka je ort u fiksiran u smeru q-te koordinatne ose, q = х, у, z. Onda važi 


K„ 


гћ lirrr 

(*-> o 


Ц(фи) - I 

Ф 


Dokaz: Eksponencijalna operatorska funkcija je po đefiniciji Taylor-ov red 


1Ј(фа) =1- {фи ■ K - -^0 2 (u ■ K) 2 + ... 
n 21 ћ, 

Odavde očigledno sledi (6.4.1). Q. E. D. 


(6.4.1) 


(6.4.2) 


6.4.2 Invarijantni potprostori 

Značaj pomenutih funkcionalnih zavisnosti postaje jasan kada se podsetimo poznatog stava: 

Stav 6.4.2 Ako je linearni operator Л analitička funkcija nekih lineamih operatora B\, B %, ... 
(funkcija u srnislu lirnesa polinorna) i ako se ovi operatori redukuju u nekorn potprostoru V, onda 
se u V redukuje i operator A. 

Iz S 6.4.1 i S 6.4.2 i K 6.4.1 odmah sledi: 

Lema 6.4.1 Neki potprostor V je invarijantan za grupu opštih rotacija {U (фи) | фи iz тг -lopte}, 
ako i samo ako je invarijantan za opšti uglovni moment K. Drugim rečima, pomenuta grupa i 
K imaju sve invarijantne potprostore zajedničke. 


6.4.3 Ireducibilni invarijantni potprostori za rotacije 

Postavlja se pitarrje kako stoje stvari sa ireducibilriim invarijaritrrim potprostorima za grupri 
rotacija. 

Eezonovanjem ab contmrio iz L 6.4.1 odmah sledi da je invarijantni potprostor ireducibilan 

za grupu rotacija ako i samo ako je iredueibilan za K. Drugim rečima, K i grupa rotacija 
{II (фи) | фи iz тг -lopte} iinaju samo zajedničke ireducibilne invarijantne potprostore. 

Prema tome, maksimalna invarijantna dekompozicija Ћ. = ®k ®a=i И-а ima potpuno isti 
smisao u odnosu na grupu opštih rotacija kao i u odnosu na K. Preciznije: 

6АЛ Kao što ćerno videti u odeljku § 7.5, tzv. superselekciono pravilo zabranjuje da se u Hilbert-ovom prostoru sta- 
nja fizičkog sisterna pojavljuju kvantni brojevi uglovnog momenta K različite celobrojnosti; drugirn rečirna, rnogu 
da se pojave ili sarno celi (orrda irnamo u S 6.4.1 homomorfizam) ili sarrro poluceli (onda iinaino homomorfizam s 
tačnošću do predznaka, uporediti primedbu 6.10.1 niže). 
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Teorem 6.4.1 Kada se neka opšia rotacija U (фп) redukuje u ireducibilnim invarijantnim pot- 

prosiorirna Vk\ A = 1 , dobijaju se ekvivalentni uniiarni operatori u tirn potprostorima . 

U iorn srnislu Vk je dk-struki ireducibilni invarijanini poiprosior za grupu opšiih rotacija u 
određen kvaninirn brojern k. 

Dokaz: Uzmimo, analogno kao u dokazu analognog Teorema T 6.3.1, dve kolone na dijagramu ”ormar sa fiokama” : 

VfeA ;i i V/,;A 2 * Videli srrm u (6.3.16) da se K redukuje u ekvivalentrre operatore \ 1ђ odnosno К^\ 2 u tim 
potprostorirna. Prerria Stavu S 6.4.1 irriamo funkcionalnu zavisnost и(фи) = е~% фи ' к koja se održava pri redukciji: 

Ек\ЛФ п ) = , u k \ 2 (фи) = е~ Ћ<ри 'Кк\ 2 ' (6.4.3a, 6) 

Eksponencijalna funkcija je u stvari red, a transformacija sličnosti komutira sa svakim od operatora od 

kojih se red sastoji. To dovodi do 

JUkXi ,(фи) J 1 = и к х 2 (фи). (6.4.4) 

Q. E. D. 

Na jeziku matrične reprezentacije u standardnom bazisu, T 6.4.1 tvrdi da su matrični elementi 

od (6.4.3) nezavisni od Л, tj. da na dijagonali od 1Ј(фп) irnarno dk jednakih podmatrica 1Ји\(фи). 

6.4.4 * P-funkcije i Wigner-ove T-funkcije 

Reprezentovanjem rotacija 1Ј(фп) u standardnom bazisu za K dobija se 

k 

1Ј(фи)\ктХ)= и^) т (фи) \ кгпХ' ) , Vfc, \,фи (6.4.5) 

m'=—k 

(sumirajući samo po m' iskoristili smo invarijantnost svakog potprostora V^a). Iz teorema T 6 . 4.1 
sleđi, kao što je rečeno, jednakost d^ podmatrica na dijagonali matrice и(фп). Te podmatrice 
su и^(фп), čiji su elementi и£) т (фи), i one, prema tome, ne zavise od A. Jednakost ( 6 . 4 . 5 ) 
definiše tzv. č/-funkcije na тг -lopti: и^) т (фп) i predstavlja našu treću (ekvivalentnu) definiciju 
standardnog bazisa (prva je ( 6 . 3 . 6 ), druga (6.3.14c)-(6.3.14d)). To sledi iz sledeće leme. 

Lema 6.4.2 Ako se 2k + l bazisnih vektora iransformiše pod rotacijama forrnulorn (6.J.5). dakle 
sa poznaiim U -funkcijama, onda oni nužno čine podbazis (multiplet) standardnog bazisa. 

Dokaz: Gmpa matrica {1Ј(фи) | фи iz тг -lopte}, čiji se eiem.eni) pojavljuju u (6.4.5), ireducibilna je, tako da 

je prostor V, obrazovan podbazisom {| ктХ) | m = — fc, ...,&} definisanim sa (6.4.5) ireducibilni invarijantni 
potprostor za grupu rotacija i K. Nazovimo pomenuti bazis u V ”starim” bazisom i odaberimo u V ”novi” 
bazis za koji znamo da je standardni, recimo po pomenutoj drugoj definiciji (hoćemo da dokažemo da je i 
”stari” bazis standardan). Neka je W unitarni operator prelaska sa starog bazisa na novi. II novom bazisu 
rotacije se reprezentuju jednako kao u starorn (U-matricama). Iz toga odrriah sledi, kao što se lako vidi, da W 
kornutira sa svakorn rotacijom. Stoga, po pozrratoj Schur-ovoj lerni (za ireducibilne skupove rnatrica), W rnora biti 
konstanta. Zbog urhtarnosti je onda i W fazrri faktor. Kao što je poznato, multiplet standardnog bazisa se defirhše 
jednoznačno do otvorerrog faznog faktora (zajedničkog za multiplet). Prema tome, stari bazis je standardan za 
K. Q. E. D. 
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Korolar 6.4.2 Pošto rnatrični dernenti u (6.4-5) ne za/uise od X, možerno (6.4-5) da prepišerno 
rešeno po matričnim elementima : 

и { £ п ,(фи) = (km\ | П(фи) | km' X), (6.4.6) 


pri čerrm X na DS-i ima bilo koju od svojih df. vrednosii. 

Napomena 6.4.1 Treba naglasiti da su kvadratne podmatrice U' k ) reda 2fc+l, čiji su elementi određeni 
sa (6.4.6), date jednoznačno iako odgovarajući podbazisi imaju jedan arbitrerni fazni faktor. Promena 
tog faznog faktora znači množenje celog multipleta istim faznim faktorom, a to se ispotire u (6.4.5). 


Kada se sa jezika operatora rotacija pređe na jezik matrične reprezentacije u standardnom 
bazisu, obično se rotacije zadaju pomoću Euler-ovih uglova. Onda se umesto f/-funkcija datih 
sa (6.4.6) pojavljuju tzv. Wigner-ove D-funkcije D m ) m (a, /3, 7 ). Njih irnplicitno i eksplicitno 
definišu jednakosti: 

k 

U(a) | ктХ) = ^ D m ) m (a,f3, 7 ) | ктХ '), (6.4.7) 

m ! =—k 

D m ) m (a, /3, 7 ) == (ктХ | П(а) | ктХ) | ктХ'), Ук, т, т! , а, /3, 7 , Л = 1, ....d*. (б.4.8а,б) 

Navešćemo bez dokaza da Wigner-ove D-funkcije zadovoljavaju relacije ortonormiranosti 


1 

2 


j* 4тг 
0 


d( 


a , 
4 тт ј 


đ,8 sin 8 


4тг 


d( — )D (k } r (а,0.а)В (к П 

V4 ^ m\m\ V i // m 2 u 


,(«+47) 


5 k\ k2 hrnirn^ drnj m ', 2 
'2ki + 1 


(6.4.9) 


i kompletnosti: 


2 k + 1 


D mmA a V P\^\) D mm'( a ^ #2» + 2 ) = 5(a'i -O 2 )<5(c0S А -COS 0 2 )Hl 


l(fe) 


к=0±Л, 


-k m'- 


/1“ 


(6.4.10) 

U (6.4.9) integrišemo po četvorostrukom intervalu definisanosti Euler -ovih uglova, a treba sarrm 
po dvostrukom otud faktor 4. Dvostruki interval odgovara tzv. prekrivajućoj, grupi rotacione 
gmpe (to je SU(2)); potreba za njom potiče od toga što se pojavljuju dvoznačne reprezentacije 6 ' 4 ' 2 
(za k polucelo) . 


6.4.5 Redukovanje kompatibilnih opservabli 

Teorem 6.4.2 Neka je A linearni operator koji komutira sa svakom opštom rotacijom: 

[ А,П(фи) ] = 0, Уфи iz тг -lopte. (6.4.11) 

Omla se A redukuje u svakorn potprostoru Vu m i to u uzajamno ekvivalentne operatore /Ц то , m = 
-k,...,k. 

6-4 ' 2 Analogne relacije ortonormiranosti kompletnosti važe i za {7-funkdje. Videti na primer: Д.А. Варшаиович, 
A.H. Москалев и B.K. Херсонскии, Квантован rneopmr углового момента (Наука, Ленинград, 1975), 
glava 4.5. Više о osobinama dosta korišćenih D-funkcija videti u istoj rnonografiji ili npr. u: K. Gottfried, 
Quantum Mechanics, Vol. 1, Fundamentals, (Benjamin, New York, 1966), § 34.5. 
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Dokaz: Iz (6.4.1) sledi da (6.4.11) ima za posledicu 6 4 3 [ A, K ] =0. Onda po T 6.3.2 sledi iskaz T 6.4.2. 

Q. E. D. 

Za primene naše teorije korisno je još malo bolje sagledati T 6.4.2 u celini sa T 6.3.2. 

Korolar 6.4.3 Neka je A opservabla sa čisto diskretnim spektrom u %. Sledeća tri iskaza su 

ekvivalentna: 


i) [AK]=0; (6.4.12a) 

ii) [ A, U((f>u) ] = 0, Уфи iz тг -Iopte; (6.4.126) 

iii) u % postoji standardni bazis {| km\) | Ук.т.Х} za К koji је svojstveni bazis za A i to takav 
da se spektralna forrna operatora A rnože pisati u vidu: 

k 

A = ME «fcA £ | kmX)(kmX |, (6.4.12c) 

k Л m=—k 


gde su а^\ svojstvene vređnosti opemiom A. 


Dokaz: Iz prethodnih razmatranja čitaocu je već jasna ekvivalentnost (6.4. 12a) i (6.4.126). Da (6.4.12a) iiua za 
posiedieu (6.4.12c) sledi iz načina kako se konstmiše standardni bazis D 6.3.1. Naime, potpuno otvoreni dopunski 
kvantni broj Л možemo odrediti zahtevom da prebrojava vektore u svojstvenom bazisu operatora A k , m =k u koji 
se redukuje A u Vk,m=k- Zbog ekvivalentnosti svih ЛЦ ТО , m = (T 6.4.2) onda sledi (6.4.12c) (uporediti 

S 6.3.2 u pogledu sumiranja po m). S dmge strane, ako važi (6.4. 12c), onda se A u svakom Vk\ redukuje u 
konstantu cik\ i stoga kornutira sa 'К- к \. Onda, usled Ti = 0&а14лј operatori A i K korriutiraju u celom Tl, tj. 
sledi (6.4.12a). Q. E. D. 

Zadatak 6Ј к А Dokazati sledeće: Ako K 2 , K z i A čine potpun skup kompatibilnih opservabli u 'H, onda A ф Л ; 
iziskuje а кХ ф а к /V , Vfc. 

Napomena 6«4«2 Treba uočiti da je zahtev (6.4.12a) jači od zahteva [ А ђ K 2 ] = 0 i [ A,K Z ] = 0, 
koji su dovoljni za dopunjavanje K 2 i K z sa A. Na račun pomenutog jačeg zahteva postižemo da je 
zajednički svojstveni bazis za K 2 , K z i A standardan za K. 

6.4.6 * Lie-jeva algebra i grupa 

Na kraju ovog odeljka da napomenemo da je dalekosežna paralelnost osobina K i grupe opštih 
rotacija sarno specijalan slučaj paralelnih osobina Lie-jevih algebri i odgovarajućih Lie-jevih 
grupa. 

6 * 4 * 3 Na prvi pogled kao da prećutno pretpostavljarno neprekidnost operatora A, jer, prema (6.4.1), ako A komutira 
i sa limesorn onda iz (6.4.11) sledi komutiranje [ /1, K ] = 0. Međutim, mi u stvari prećutno pretpostavljamo 

jednu opštiju osobinu za operator A: tzv. zatvorenost operatora. To po definiciji znači da х = Iim n KX) x n i 

у = lim n ..... >00 Ax n povlače х G T) ^ (dornen od A) i Ах = у, tj. A lim n >DO x n = IIm n >oc Ax n . Znači, opet imamo 

komutiranje sa lirnesom, ali pocl uslovom da likovi Ax n konvergiraju. Jednakost (6.4.11) je tipa B = lirn^^,^ B n 

i znamo da AB n = B n A, Vn. Onda takođe lirn^.^^ AB n = lim n h:x) B n A. DS se svodi na ВА, a LS usled 

zatvorenosti operatora A daje АВ. Stoga [ A,B ] = 0. Za sve operatore koji se koriste u kvantnoj mehanici 
prećutno se pretpostavlja da irnaju osobinu zatvorenosti. 
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Pošto je u kvantnoj mehanici Lie-jeva algebra u neposrednoj vezi sa opservablama (гК obra- 
zuju Lie-jevu algebm u našem slučaju), njerroj prezentaciji se obično daje prioritet, kao što smo 
i rni učinili. U grupno-teorij skim prilazima često je obratrio. 

Pornenuli smo pojarn Lie-jeve grupe koja ”odgovara” jednoj Lie-jevoj algebri. Tu se zapravo 
radi o tzv. integrabilnoj Lie-jevoj algebri, tj. o algebri sa čijih se elemenata eksponencijalnim 
funkcijama, kao u stavu S 6.4.1 može preći na elemente Lie-jeve grupe. Postoje i neintegrabilne 
algebre, ali nisu od značaja za kvantnu mehaniku. 


6.5 Sferne koordinate i separacija varijabli 

U dorađivanju teorije orbitnog uglovnog momenta jedne kvantne čestice (u odnosu na teoriju 
opšteg uglovnog momenta) pokazuje se svrsishođnim da se sa Descartes-ovih koordirrata pređe 
na sferrre polarne koordinate i da se izvrši odgovarajuća faktorizacija orbitnog prostora starrja 
čestice. 

Zajedrrički svojstveni problem od l 2 i l z (zapravo dorađivanje rijegovog rešenja) svešćerno 
na jednostavne diferencijalne jednačine u faktor prostorima koji odgovaraju pojedinim sfernim 
polarnim uglovima. Ovaj postupak se naziva separacijom varijabli. Metod separacije varijabli 
izložićemo u opštoj formi kako bi se njime mogli koristiti i u narednim glavama. 


6.5.1 Definicija orbitnog uglovnog momenta jedne kvantne 
čestice 

U (6.2.1) definisali smo orbitni uglovni moment jedne čestiee kao vektorski operator 

1 =' f х p (6.5.1) 


u orbitnom prostoru jedne čestice Ћ 0 , ili detaljnije 

4 = ypz - žpy, iy = žp x - xp z , 4 = хру - yp x . (6.5.2 a,b,c) 

Videli srrio u (6.2.2) da komponente vektorskog operatora 1 zadovoljavaju komutacione relacije 

[ 4з 4 ] = гћ1, [ l y , 4 ] = гШ х , [ 4 , 4 ] = гШу. (6.5.3) 


Ekvivalentnim komutacionim relacijarna (6.2.7) definisali srno vektorski operator opšteg uglovnog 
momenta K, što znači da je 1 specijalrri slučaj K. Stoga za 1 važe svi rezultati iz prethodrra tri 
odeljka, ali neki od njih u specifičnom vidu i sa dodatnim detaljima. 

Videli smo u (6.2.5) i (6.2.6) da odnos vektorske opservable 1 sa osnovnim skupom opservabli 
ripu % 0 (uporediti § 2.6.3) može da se izrazi komutacionim relacijama: 


[ 4’ 4 ]=гћ 4 = x > Ž/> U 

q n =x,y,z 

iq,Pq' ] = гћ £ qq >q"P q " Ч, 4 = X, \J, Z. 


(6.5.4) 


q"=x,y,z 


^qq f q ff Pq } 


(6.5.5) 
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Zadatak 6.5.1 Pretpostaviti da su 1 nepoznati polinomi od r i p. Pokazati pomoću relacija (2.5.11) (prenesenih 
iz % q , q = x,y,z u 'Ho) da iz (6.5.4) i (6.5.5) slede (6.5.2) (a prema tome i (6.5.3)). 

Na osnovu iskaza u Zadatku Z 6.5.1, (6.5.4) i (6.5.5) mogu se smatrati definicijom 1 u % 0 . To 
su komutacione relacije i stoga imaju najpogodniju formu za kvantno-mehanički formalizam. 


6.5.2 Sferne polarne koordinate 

Da bismo dobili što jednostavniju forrnu operatora l 2 i l z , koji, kao što srrio viđeli, igraju osnovnu 

ulogu u teoriji uglovnog momenta 1 , uvodimo sferne polarne koordinate r, в, ф za tačke prostora 
(videti Crtež C 6.4): 


х = r sin в cos ф, у = r sin 9 sin ф, z = r cos 9; 

r = \/ X 2 + у 2 + z 2 . cos в = — ==(== ==, tg ф 

v ' ' 

0 < r < oo, 0 < 0 < 7Г, 0 < ф < 2n. 


(6.5.6) 

(6.5.7) 

(6.5.8) 


Od sfernih polamih koordinata r se naziva poluprečnikom, в uglom širine, a ф azimutalnim 

uglom, azimutom ili uglom dužine. 

Da bismo izračunali kako glase operatori 1 u sfernim polarnim 



koordinatama, potrebne su nam pored relacij; 

% (6.5.6) i 

relacije koje 

» v * тр«? def 

izrazavaju V = 

o 

б 

Оч 

б 

JL ј 

д 

дф' 


Zadatak 6.5.2 Dokazati sledeće relacije 




дг 

дг 

дг 

COS0, 

(6.5.9a, 5, c) 

_ — sin 6 

■> V вх 

' cos ф. — = sin в sin ф ђ 
оу 

dz 

дв 1 

дв i 

дв 

1 

(6.5. 10a, 6, c) 

— = - cos в cc 

ох r 

>s р ћ — = -cos^sin р ђ 

оу r 

dz 

— sin0, 
r 

др 

1 sin p др 1 cos p 

др 

0. 

(6.5. 11a, 6, c) 

дх 

r sin в ’ ду r sin в 1 

dz 



Slika 6.4: Sferne polarne 
koordinate. 


Iz relacija (6.5.9), (6.5.10) i (6.5.11) odmah slecli 


д 

• д 9 

= Slll в COS ip-—- 

1 

+ - 

п д 

COS в COS (р— — 

1 sin (р д 

дх 

У дг 

r 

У дв 

r sin в дџ> 

д 

Ђ = 

■ п ■ 9 

= sm в sm i -р— 

1 

+ - 
r 

.. . д 
cos t/sm ip— + 

1 cos р д 

У дг 

у дв 

r sin в д(р ' 


д д 1 . д д 

g-z =COB M--7 sml> W 


(6.5.12a) 

(6.5.126) 

(6.5.12c) 


Zadatak 6. 5. 3 Pokazati da operatori 1 u sfernim polarnim koordinatama imaju sledeći vid 




д д ^ д д 

l x = + ctg0cos</?— ), L ------ —ihicoscp— ~~ ctg в sin^ — ). (6.5. 13a, 6, c) 

Ов ' Oip ' ов Oip 
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Zadatak 6.5.4 Pokazati da operatori l± i l 2 u sfernim polarnim koordinatama glase: 

д 

- + ictg&~ 

'N' 


i+ — i x + %i y 


l - l 


ii„ 


т«.г> Ч -§- в + ,, че Џ 



(6.5.14a, b) 
(6.5.15) 


Iz jednakosti (6.5.13), (6.5.14) i (6.5.15) vidimo da nijedan od operatora koji nas sad zanimaju 
ne dejstvuje na poluprečnik r (kao nezavisno promenljivu), a l~ čak deluje samo na azimutalni 
ugao <p. Izgleda svrsishodno razdvojiti promenljive r, в i <p. 

I ovoni zadatku prići eerno deduktivno, polazeći od faktorizacije prostora stanja. 


6.5.3 Faktor prostori stanja pojedinih sfernih polarnih 
koordinata 

Pređimo sa apstraktnog orbitnog prostora stanja % 0 na prostor koordinatne reprezentacije £ 2 (r), 
tj. pišimo vektore stanja čestice u vidu ф(х, у, z), ф(х, у, z) G £ 2 (r), itd. 

Skalarni proizvod u £ 2 (r) može da se izrazi i preko sfernih polarnih koordinata: 


"OO POO fOO 


ф*(х, у, г)ф(х, у, z) dx d у dz 


(6.5.16) 


-OO J —OQ J — СХО 

Г «СХ5' /*7 Г /*2/Г 

‘2 , 


/ r 2 dr I sin в d0 I d<p ф*(х(г, в, <p), y(r, 9, <p), z(r, 9, <р))ф(х(г, 9, <p),y(r, 9, <p), z(r, в, <p)). 

J 0 J 0 ./ 0 

Daćemo bez dokaza sledeći stav: 

Stav 6 . 5.1 a) Neka je £ 2 (r) skup svih kompleksnih funkcija f(r) za koje je J 0 °° \f(r)\ 2 r 2 dr < oo, 
neka je £ 2 (в) prostor svih kompleksnih funkcija д(в) koje zađovoljavaju JJ \д( 9)\ 2 smdđe < oo i, 
najzad, neka £ 2 (<p) označava skup svih kornpleksnih funkcija h(<p) takvih da je \h(<p)\ 2 d<p < 
oo. Svaki od navedenih skupova predstavlja prebrojivo-beskonačno-dimenzionalan Hilbert-ov pro- 
stor. Linearne kornbinacije se forrniraju na uobičajeni način, a skaiarni proizvodf ' оЛ je dat sa 




def 


fi ( r )./2( r ) f2 dr u £ 2 (r), 


( 01 ( 0 ), 02 ( 0 )) 


def 


0i(0)02(0) sin dd,e u £ 2 (в), 


p2tt 

(Л-1 (v^) , /г- 2 (е<) ) = r / h\(ip)h 2 (<p)d<p u £ 2 (<p). 

J 0 


(6.5.17a) 

(6.5.176) 

(6.5.17c) 


b) Običnim množenjem funkcija f(r)g(e)h(<p), i to po jedne funkcije iz £ 2 (r), £ 2 (в) i £ 2 (<p) 
ostvaruje se direktni proizvod 


(6.5.18) 

6 - оЛ U svim Hilbert-ovim prostorima koji se sastoje ocl funkcija, lcao što su £ 2 (r), £ 2 (r, 9,<p) ili direktni faktori 
£ 2 (q) (q = х, у, z), £ 2 (г), £ 2 (в), £ 2 (р) , u rigoroznorn prilazu (u funkcionalnoj analizi) u stvari se Riemann-ov 
(tj. obični) integral zamenjuje Lebesgue-ovim (Lebegovim) integralorn, koji je zasnovan na Lebesgue-ovoj rrreri. 
Slovo £ u označavanju tih prostora je početno slovo od ”Lebesgue”. 


£ 2 (r, в, <p) = £ 2 (r) ® £ 2 (в) 0 £ 2 (<p) 
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gde je C 2 (r, в, ф) prebrojivo beskonačno đirnenzionalni Hilbert-ov prostor svih kompleksnih funk - 
cija x(r, в, ф) za koje je r 2 dr ff sin OdB Ј () 27Г dp |%(r, в,р)\ 2 < oo. 

6.5.4 Matematički podsetnik — direktni proizvod opera- 
tora i svojstveni problem 

Neka је direktni proizvod Hilbert-ovih prostora % = Ћ\ ® ostvaren poraoću preslikavanja 
(0i , ф^} ->• ф\ ® Ф 2 € H, gde je {0i , 0г} par vektora ф\ e %\, Ф 2 € % 2 - Neka je A\ operator 
definisan u T-i\, a Л 2 operator u % 2 . U kompozitnom prostoru 'H rnožemo uzeti, kao što srno 
podsetili u §2.6.4, njihov đirektni proizvod A\ 0 A 2 , čije je delovanje na nekorelisane vektore u 
% definisano sa 

(A\ ® A 2 )((p\ 0 ф 2 ) = (А\ф\) ® (А 2 ф 2 ) ■ (6.5.19) 

Operator vida A\ ® A 2 naziva se nekorelisanim operatorom u kompozitnom prostoru %. Iz 
(6.5.19) neposredno sledi: 

(A\ 0 A 2 )(B\ 0 B 2 ) = (A\B\) 0 (A 2 B 2 ) (6.5.20) 


к 


Q 


К Q 


I>4 fe) ® E/u 4 9) = EE ® 4 e) , 


(6.5.21) 


vib=l 


^ q = 1 


k=l q = 1 


g'de su А/г i џ ч kompleksni brojevi. Takođe važe relacije (A\ 0 A 2 ) y = A[ 0 A\ i, ako su oba 

nesingularna, (A\ 0 A 2 )~~ l = Af l oAf 1 . Kao posledica toga, ako su A\ i A 2 hermitski operatori, 

onda je i A\0A 2 herrnitski; ako su A\ i A 2 unitarni operatori, onda je i Ai® A 2 unitarni operator. 

Rešenje svojstvenog problema hermitskog operatora A\0A 2 dobija se ” direktnim množenjem” 
rešenja svojstvenog problema za A\ i rešenja svojstvenog problema za A 2 . Naime, ako su 


А\ф\ = а\ф\, А 2 ф 2 = а 2 ф 2 
rešenja pomenutih svojstvenih problema, onda imamo 

(A\ 0 А 2 )(ф\ 0 ф 2 ) = а\а 2 (ф\ 0 ф 2 ) 


(6.5.22 о,6) 


(6.5.22c) 


kao rešenje svojstvenog problerna za A\ 0 A 2 . 

Što se tiče kornpletnih rešenja, možeirio 11 a sledeći način koncizno formulisati stanje stvari. 
Pretpostavimo da A\ i A 2 irnaju čisto diskretne spektre i neka je {| rw n )i | Vu n , Vn} svojstveni 
bazis od A\, sa {a n | Vn} kao spektrom (i/ n prebrojava degenerisana svojstvena stanja uz isto a n ), 
a neka su (| mu m ) 2 | Vm, u m } i {a m |Vm} analogno svojstveni bazis i spektar za A 2 . Onda je 
{ | nu n )\0 | mu„ 02 | Vm,u m ,n,u n \ svojstveni bazis za operator A\ ® A 2 , a odgovarajući čisto 
diskretni spektar je {a n a m |Vn, m} (pri černu se inože ponoviti ista svojstvena vrednost a n a m za 
različite parove indeksa n, m). 

Sve što je rečeno neposredno se uopštava na eventualne kontinualne spektre i na direktni 
proizvod više faktora. 
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6.5.5 Pojam separacije varijabli 

Imajući u vidu direktnu faktorizaciju (6.5.18), £ 2 (г,в,ср ) = £ 2 (г) <g> £?(в) 0 £ 2 (<p), operator 
l z = —гћА^ iz (6.5.13a) možemo da prepišemo u vidu 


l z = I r ® h ® \—гћ 


d 

d (p 


(6.5.23) 


gde indeks (simbolično) pokazuje u kom od faktor prostora je operator đefinisan, a I r je jedinični 
operator u £ 2 (г) itd. 

Naša druga jednakost od najveće važnosti, (6.5.15), očigledno može da se napiše u vidu 


A2 


Ir 


d : 




sin 2 0 1 


d 




i т г 11 d . _ d п - 

2 Lp + Г г ® — : ЂТБ sin ® V 
• 2 sm0d0 d 9 


(6.5.24) 


Dakle, l z je nekorelisan operator u £ 2 (r, 0,p>), a l 2 je zbir dva nekorelisana operatora. Naš je cilj 
da kompletno reširno zajednički svojstveni problem za kompatibilne opservable I 2 i l z (delimično 
rešenje srno postigli u opštoj teoriji). 

Pitamo se da li je oblik (6.5.24) još uvek dovoljno prost da možemo svojstveni problem rešavati 
u pojedinim faktor prostorima kao u slučaju nekorelisanih operatora. Videćemo u sledećem 
paragrafu da dotični postupak postoji i naziva se separacijom varijabli (jer varijable r, 0 i cp 
definišu pojedine faktor prostore £ 2 (r), £ 2 (0) i £ 2 (<p)). 


6.5.6 Teoremi o separaciji varijabli 

Na pitanje sa kraja prethodnog paragrafa možeino dati precizan potvrdan odgovor u viđn sledeća 
dva teorema: 

Teorem 6.5.1 Neka je H = ® %2 i пека je A hermitski operator u % dat u vidu zbi/ra dva 

nekorelisana operatora sa hermitskim faktorima 


(6.5.25) 

a da su pri tome dva druga faktora (operatori u % 2 ) C ‘2 i C' 2 kompatibilne opservable. Onda 
rešenje svojstvenog problema opservable A u % možerno dobiti u dva koraka : 

a) nađerno bilo koje rešenje zajedničkog svojstvenog problerna opservabli Ć? i С 2 u % 2 : 


A = Вг 0 C 2 + B( 0 a 2 


,П2) 


c mX 


(ni,np) 



с П2 Х (п1,П2) 


5 


(6.5.26) 


b ) formiramo pomoćni hermitski operator c ni Bi+c n2 B\ u %i i nađerno bilo koje rešenje njegovog 
svojstvenog problema: 

( 0,1 B\ + С П2 В 2 )(р^ = bmp^ • 


(6.5.27) 
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Onda smo dobili rešenje svojstvenog problerna operatora A: 


(6.5.28) 


pri čem,u treći kvantni broj zavisi od prva dva 


мм 


(n i ,n 2 )\ 
Л2 ) 


кМ т) ® х? 1 " 1 : 


m = m(ni, n 2 ) 


(6.5.29) 


c ni г c. 


„ 2 u (6.5.27). Ali zafiksirane vrednosti n i i n 2 , m uzima vrednosti iz određenog skupa 
što odgovara spektru operatora u (6.5.27). 

Dokaz: LS od (6.5.28) pornoću (6.5.25) postaje (Bi (3 £7 2 + B[ ® Č()(p\ m * <g> Čfi 1 ’^)- Služeći se forrnulorn 

(6.5.27) i uzimajući u obzir (6.5.26), ovaj izraz možemo da prepišemo kao 

c ni (Bi4 m) ®Х^ ] )+ОпЛВ[^ ] ®Х { Г П2) ) = ((с п Л+СпЛ)А т) ) 8>xA” 2) - 


Koristeći (6.5.27), konačno dolazimo do b m ((p[ m ^ ® x 2 


(ГЦ,П2)) 


Q. E. D. 


Kao i skoro svugde u ovom udžbeniku, kad se radi o direktnom proizvodu prostora stanja, 
indeks na operatoru i vektoru podseća na faktor prostor u konie su definisani (to ne važi za 
svojstvene vrednosti, one su brojevi). 

Pažljivi čitalac je zapazio da je pomoćni operator u (6.5.27) formiran na osnovu jednog datog 
rešenja zajedničkog svojstvenog problema (6.5.26) i stoga je ceo svojstveni problem (6.5.27) u 
funkciji tog rešenja, otud (6.5.29). 

Nameće se pitanje da li su rešenja (6.5.29) svojstvenog problema (6.5.28) izuzetak ili pravilo; 

preciznije: da li se algoritmom Teorema T 6.5.1 može dobiti svojstveni bazis opservable A u 
kompozitnom prostoru stanja %. 

I na ovo pitanje odgovor je potvrdan. Formulisaćemo ga u vidu novog teorema (koji ćemo 

dokazati u Dodatku § 6.5.10). 


Teorem 6.5.2 Ako kompatibilne opservable Ć 2 i C' 2 u H 2 čine kompletan skup opservabli i 
ako je svaki pomoćni operator c ni B\ + с пЛл u kompleina opservabla, onda je {ф\ т) ® 
X 2 ni ’ n2) \Vm, П\, n 2 } svojstveni bazis opservable A u %, a njen spektar je: {b m \Vm,ni,n 2 }. 

Ako Ć 2 i Ć 2 čine nekompletan skup opservabli u % 2 i/ili ako je neki od pomoćnih operatora 
c ni Bi + c n 2 B[ nekompletna opservabla u % х onda za svaku degenerisanu svojstvenu vrednost 
moramo uvesti poseban inđeks koji prebrojava ortonormirane svojstvene vektore koji odgovaraju 
istoj svojstvenoj vrednosti. Na taj načiri čitalac može sarn da uopšti Teorem T 6.5.2 po potrebi. 

Takođe prepuštarrm čitaocu da po potrebi uopšti Teoreme T 6.5.1 i T 6.5.2 da obuhvate i 
eventualne kontinualne spektre. Onda se pojavljuje neprekidni kvantni broj koji prebrojava 
uopštene svojstvene vektore, ali vid iskaza i rezonovanje ostaju potpuno isti. 

Teoremi T 6.5.1 i T 6.5.2 se takođe neposredno uopštavaju na slučaj opservable u kompozit- 

nom prostoru koja se sastoji od zbira K (K = 3, 4, ...) direktnih proizvoda hermitskih operatora 
iz dva faktor prostora, ali tako da K drugih faktora Č^ ,Ćf^ , ..., Ć 2 K) uzajamno komutiraju. 
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6.5.7 Uglovni faktor prostor 

Vratimo se sad našem zajedničkorn svojstvenom problernu kompatibilnih opservabli l 2 i l z . 
Imajući u vidu forme (6.5.24) i (6.5.23) ovih operatora, pre svega se rnoramo uveriti da su 

direktni faktori 


d 1 

đgT’ sin 2 9 


ћ 2 d 



в 


(6.5.30a. 6, e) 


herrnitski operatori. (Što se tiče operatora [~~К 2 £~ 2 ]џ> u (6.5.24), on je kvadrat operatora u 
(6.5.30a)). 


Zadatak 6.5.5 Dokazati da su operatori (6.5.30) hermitski (u £ 2 (R) odnosno u C 2 {9)) kada se pogođno definišu 
domeni. (Indikacija: za (6.5.30c) srnenom cos 9 = х dovesti operator na oblik ^(1 — ,x 2 ) 


Pada u oči da izrazi (6.5.23) i (6.5.24) pokazuju da l 2 i l z deluju trivijalno (tj. kao identični 
operator I r ) u £ 2 (r). Stoga je korisno pre svega razdvojiti £ 2 (r) s jedne strane i С‘ 2 {0), С 2 {ф) s 
druge. 

Definišimo tzv. uglovni faktor prostor £ 2 (0), koji odgovara uglovima O = f 8, <p kao 


£ 2 ( 0 ) = C 2 {8) 0 C 2 {(p) 


(6.5.31) 


tj. kao skup svih komleksnih funkcija u(O) koje su po modulu kvadratno integrabilne: 

|u(0)| 2 dO c = f sin 9 d9 j 9ар \v{9, (p)\ 2 < oc. (6.5.32) 

J 0 J 0 

Sad (6.5.18) možemo da prepišemo u vidu 

£ 2 (r, 8, (p) = £ 2 (r) 0 £ 2 (0), (6.5.33) 

pri čeinu opet imamo f(r) 0 г>(0) = f f(r)v{ O), tj. direktni proizvod se opet realizuje običnim 
množenjem funkcij a 6,0 ' 2 . 

Pošto srrio uveli £ 2 (0), rnožerno sad (6.5.23) da zamislimo u vidu 


L = L 


[L]n-, [L]n — h ® [—гћ 


d<p i4> ' 


a (6.5.24) u obliku 


l 2 = Ir®lfl 


i‘2 def r 1 ] 

m — • 2 п \в 

sm 8 


.2 đ 2 


dp> 




n 1 d . . d . f 


Ч>' 


(6.5,34) 

(6.5.35a) 

(6.5.356) 


6 - 5 - 2 Pre svega i za £ 2 (O) važi fusnota 6.5.1, Drugo, prelaskom sa (6.5.18) na (6.5.33), koristimo se asocijativnošću 
direktnog proizvoda Hilbert-ovih prostora, tj. činjenicom da, ako irnarno više rnnoženja 0, nije važno koje ćerno 
rnnoženje prvo izvršiti itd. Treće, reforrnulisavši £ 2 (0) od (6.5.31) na skup funkcija г?(0) za koje važi (6.5.32), 
mi smo faktički koristili analogon Stava iz § 6.5.3. 
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/\ 

6.5.8 Svojstveni problem od l z 


Što se tiče svojstvenog problema operatora Г 2 , imajući u vidu Teoreme T 6.5.1 i T 6.5.2, odmah 

zaključujemo da morarno prvo potpuno da rešimo svojstveni problem od -ћ 2 -^ u £ 2 (<p) (jer ovaj 

operator i su 62 i C' 2 ). Za zajednički svojstveni problem od l 2 i l z relevantno je da je -ћ 2 -^ 
kvadrat od tako u stvari moramo započeti sa nalaženjem potpunog rešenja svojstvenog 

problema od -гћ-^С, jer se na to svodi zajednički svojstveni problem od l 2 i l~ u prvom koraku. 
Dakle, tražimo rešenja za 


—гћ—ћ((р) = тћћ(<р) 

d <p 

(na osnovu (6.2.21c) pišemo svojstvene vrednosti od l z u vidu тћ, a iz 
rn ceo ili poluceo broj). Očigledno je da h(p) rnora biti 


( 6 . 5 . 36 ) 

(6.2.31) znarno već da je 


h(p) = Ce tnup , 


(6.5.37) 


gde je C konstanta normiranja. 

Videli smo pri rešavanju Zadatka Z 6 . 5.5 da je operator —гћ-^ hermitski u C 2 (p) ako i samo 
ako za funkcije iz njegovog dornena važi graničrii uslov 6-5 - 3 (definicija domeria): 

h( 2тг) = h(0). (6.5.38) 

Granični uslov ( 6 . 5 . 38 ) se rnože učiniti plauzibilnirn ukazujući na činjenicu da je -гћ-^ diferen- 
cijalni operator, prema tome može da deluje samo na diferencijabilne (pa stoga i 11 svakoj tački 
neprekidne) funkcije h(p). A p = 0 i p = 27г se ođnose na istu tačku u prostoru i ( 6 . 5 . 38 ) 
zahteva neprekidnost i u toj tački. 

Iz ( 6 . 5 . 38 ) i ( 6 . 5 . 37 ) se odrnah vidi da magnetni kvantni broj rn rnora biti ceo broj (pozitivan, 

negativan ili nula) . 

U funkcionalnoj analizi je poznato 6 * 5,4 da je {_М=е гтџ> , rn = 0, ±1, ±2...} bazis u £ 2 (p). Znači 

da operator —гћ£^ ima čisto diskretan i prost spektar u £ 2 (p). A operator l z ima u £ 2 (r, 9, p) 
isti čisto diskretan spektar {0, ±ћ, ±2ћ, ...}, ali je svaka svojstvena vrednost тћ prebrojivo- 
beskonačno degenerisana. 

/Ч 

6.5.9 Svojstveni problem od r — početak 

Na osnovu Teorema T 6.5.1 u sledećem koraku rešavamo u С 2 (в) svojstveni problem pomoćnog 
operatora с П1 В\ + с П2 В[ iz (6.5.27), a iz (6.5.356) sledi da svojstveni problem ovog operatora 

6.0.3+ nekim udžbenicima kvantne mehanike dozvoljava se da tp uzima sve realne vrednosti i umesto (6.5.38) 
zahteva se periodičnost funkcije (6.5.37) sa periodom. 2тг obrazlažući to fizičkom neophodnošću jednoznačnosti 
talasne funkcije čestice: /(г)д(0)е гт(р . U našem. prilazu domen od cp je ograničen na interval [0, 2тг) i. (6.5.38) 
postiže jednoznačnost u tački 0. Pošto je Descartes-ov koordinatni sistern, za koji sve vrerne prećutno pretposta- 
vljarno da je fiksiran, proizvoljne orijentacije, za bilo koju vrednost azimutnog ngla p rnožemo postići da je (p = 0 
u (oko 2-ose zarotiranorn) koordiriatnom sistemu. Imajući to u vidu, (6.5.38) u stvari postiže jednoznačnost u 
celorn prostoru. 

6 * 5 * 4 Videti, na primer, udžbenik: A.H. Колмошров, C.B. Фомин, длементи теории функции и функцио- 
иалтого аиализа , Наука, Москва, 1972. 
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glasi 


, m 2 1 d . л d , /л , /л . 

-лТв -ШЂ аа = 1(1 + 1)s(s) ’ 


(6.5.39) 


gde smo skratili ћ 2 . (IJ stvari se radi o familiji pomoćnih operatora, njih prebrojava m 2 = 
0, 1,4,9, ...) Svojstvenu vrednost b m iz (6.5.27) pišemo kao 1(1 + 1)ћ 2 , kao što smo to činili i u 


(6.2.21a) za K 2 . 

Na osnovu rezultata iz § 6.2 znamo da kvantni broj orbitnog uglovnog momenta l ima istu 
celobrojnost kao njegov magnetni kvantni broj m, tj. I je nužno ceo broj. 

Nije još jasno koji se celi brojevi pojavljuju u C 2 (9) kao l, sa kojom degeneracijom, kako glase 
odgovarajući svojstveni vektori (i da li l 2 irria kontinualni spektar). 


Potpuni odgovor rra ova pitanja dobićerno u sledećern odeljku. 


6.5.10 * Dodatak — dokaz Teorema 2 

Ortonormiranost vektora u skupu {ф^ <8> ^ ni ’ ra2 ^|Vm, ni, n 2 } sledi iz (2.6.56): 


(Ф 


(m) 

1 


(гг -i ,r/, 2 ) Лт!) 
A2 5 Y\ 


An'irth 

A2 ) 


(Ф S ra) 


4 r,,) ) 


l(% 


(П1,П2) 

2 


(п\ ђ п\ 7 ) л 
X2 i 




Bazis u Hi, npr. {ф ( ™ п1 ” 2 ^ \Vm n i n 2 }, gde je (n 1 , n 2 ) fiksirani par iz skupa {(?+, n 2 )}, i bazis u 7A 
npr. {х^ 1 ' 112 ^ |Ap, n 2 } direktnirn rnnožerrjern daju bazis u R (uporediti iznad (2.6.7)). Prerna 


torrre, dovoljrro je da dokažemo đa se svaki vektor ф 


~ Дп1,П 2 ) 


%2 u 2 ' može razviti po našern skupu 


{Ф\ <8> n 2 , m(ni, пф)} (onda se sigurno i svaki vektor iz % može razviti po tom 

skupu) . 

Možemo razviti ф[ т ‘ п1п2 ' > = Yh m /тФ^ za bilo koji par indeksa (п\, n 2 ) (a m = m(ni,n 2 )), 
pošto je {0^|Vm} bazis u %i. Posledica toga je razvijanje ф ( '™ п1п2 ' ) ® ^ П1,П2 ^ = Yh m fm^i^ ® 
Хг" 1 ’" 2 '* gde je na DS-i m = m(ni, n 2 ), a (ni,n 2 ) je, naravno, isto na obema stranama jednakosti. 
Dakle, ortonormirani skup vektora {ф (т> ® ^ ni,n2 ^|Vni, n 2 , m} jeste kompletan u koirrpozitnom 
prostoru TL. 


Skup svojstvenih vrednosti {6 m |Vm, ni, n 2 } svakako pripada spektru od A. Treba da dokažemo 
da je to kompletan spektar. Pretpostavimo, ah contrario, da A ima još neku svojstvenu vrednost 
(diskretnu ili neprekidnu) . Onda bi odgovarajući svojstveni vektor (pravi ili uopšteni) morao biti 
ortogonalan na pomenuti svojstveni bazis. A zbog kompletnosti tog bazisa samo je nulti vektor 
ortogonalan na njega. Dakle, ne može da postoji još neki element spektra, tj. {6 TO |Vni,n 2 ,m} je 
ceo spektar od A. 

Citalac je verovatno zapazio da argumentacija poslednjeg pasusa u stvari dokazuje opšti iskaz: 
kad god neka opservabla ima svojstveni bazis, onda ima čisto diskretan spektar, koji se sastoji 
upravo od svojstvenih vrednosti koje odgovaraju vektorima bazisa. 


6.6 Sferni harmonici kao standardni bazis 

U ovorn odeljku ćerno kornpletirati kvantnu teoriju orbitnog uglovnog momenta. Defrnisaćerno 
tzv. sferne harrnonike, koji čine jedan standardan bazis za 1. Kao prirnenu sfernih harmonika, 
izvešćemo jednu potpunu klasifikaciju stanja za slobodnu česticu. Ona će biti data u vidu tzv. 



208 


GLAVA 6. TEORIJA JEDNOG UGLOVNOG MOMENLA 


sfernih talasa, koji čine alternativu u odnosu na ravne talase proučene ranije. Nabaeićerno ideju 

sferno polarne koordinatne reprezentacije. Završićerno odeljak sa kratkorn diskusijorn ireducibil- 
nih potprostora za 1. 


6.6.1 Svojstveni problem od l 2 — nastavak 

U prethodnom odeljku stigli smo do sledeće familije pomoćnih svojstvenih problema (videti 
(6.5.39): 


m 


1 d + m 2 =0, 1.4,9,.. 


siir 0 sinSd в" Ав 

Zamenorn cosd = х (stoga — sin в d# = dx i —=70^ = 5ж) g° rn ji izraz prelazi u 

(1 — x 2 )-^-Jg™(x) = 1(1 + 1 )g™(x), m 2 = 0, 1, 4, 9. . 


m 


'(1 — х 2 ) dx 


( 6 . 6 . 1 ) 


( 6 . 6 . 2 ) 


mogli smo uvesti g(x) = f g(9(x)); pišemo g(x) uniesto g(x)). 


6.6.2 Matematički podsetnik — asocirane Legendre-ove 
funkcije 

U teoriji diferencijalnih jednačina poznato je da tzv. Legendre-ova (čitati: Ležandrova) diferen - 
cijalna jednačina 

-^(i - = V + 1 )g(x), (б.б.з) 

a to je (6.6.2) sa rn 2 = 0, ima za rešenja tzv. Legendre-ove polinome Pi(x): 


Р ‘ (Х) ' Ш 2 ¥ 55 +- 1) ‘ ^ 0 ' 1 ’ 2 - 

-1 < х < +1). Konstanta u (6.6.4a) izabrana je tako da se dobije 

Pi(±l) = (±1 ) ž - 


(6.6.4a) 


(6.6.46) 


Opšti slučaj (6.6.2) sa rn 2 = 0, 1,4, ... irna za rešenja tzv. asocirane Legendre-ove funkcije: 


РГ(х 


def 2\ — ■ d P[(x) 

= (1 - х ) •' 


dad 
\m\ = 0,1,2, 




1 d ž+ i 


P 2 ^ l) 1 , 


2Ч\ dx l+ \ m 

l = |m|, \m\ + 1, |m| + 2, ..., 


(6.6.5a) 


! . c j0 def л 

gde je = 1. 

Treba zapaziti da dve vrednosti magnetnog kvantnog broja koje se razlikuju samo za predznak 

imaju isto m 2 u (6.6.2) i iste |m|, tj. daju iste asocirane Legendre-ove funkcije. Treba takođe 
uočiti da su Legendre-ovi polinomi specijalni slučaj asociranih Legendre-ovih funkcija za m = 0. 
Iz (6.6.5a) i (6.6.46) sleđi 


Pj m (х = ± 1 ) = (±1)+, 


'т0 * 


(6.6.56) 



6.6. SFERNI HARMONICI KAO STANDARDNI BAZIS 


209 


РГ(х) se ponekad preciznije nazivaju i asocirane Legendre-ove funkcije prve vrste, za razliku od 

istoimenih funkcija druge vrste, koje su singulame i iz fizičkih razloga neprihvatljive za kvantnu 
mehaniku (ne daju talasne funkcije konačne norme). 

Za fiksirano m, funkcije P\ m \x) zadovoljavaju 


Pp(x)lf n Rx) &х = б, 


w 


2 (l + |'m|)! 


21 + 1 (I — \rn\)l 


( 6 . 6 . 6 ) 


Pošto su РЈ т (х j realne funkcije, iz (6.6.6) vidimo đa su one ortogonalni vektori u С 2 (в) (јег 
х = cos0). Štaviše, ispostavlja se da je za svako m , {РЈ т '(х)\1 = \m\, \m\ + 1, ...} hazis u £‘ 2 (в) 

(za \m\ Ф \m'\, РЈ т '(х) i Pf l : (ж) ne moraju biti ortogonalni vektori u £ 2 (в)). 


6.6.3 Sferni harmonici 

Dakle, podsetivši se na rešenja diferencijalnih jednačina na koje se svocle pomoćni svojstveni 
problemi (6.6.1), možemo zaključiti, u smislu Teorema T 6.5.1, cla [l z ]si i 1q imaju zajednički 

svojstveni bazis 

{C m iPj mt (cos в)е 1т1р \1 = \m\, \rn\ + 1, ...; rn = 0, ±1, ±2, ...} 

(gde su C m i konstante normalizacije) sa odgovarajućim čisto diskretnin spektrima: {тћ\гп = 
0, ±1, ...} od [4] n i {1(1 + 1)ћ 2 \1 = 0, 1, 2, ...} ođ ]фј 

Obratiti pažnju na to da pri rešavanju svojstvenog problema od lf ž imarno sledeće specijalne 
slučajeve (u odnosu na opštu teoriju T6.5.1,T6.5.2): kvantni brojevi {n.i, n 2 } svode se na jedan 
magnetni kvantni broj m, kvantni broj l je preuzeo ulogu broja m = т(п\, n 2 ) iz opšte teorije 
(tamo to nije bio magnetni kvantni broj!), a zavisnost m od ni i n 2 je u nejednakosti l > \m\, 
dok su različite vrednosti m(n\,n 2 ) za dato {n\,n 2 } date sa. I = |m|, \m\ + 1, .... 


Zadatak 6.6.1 Pokazati da vektori zajedničkog svojstvenog bazisa od [I z ]q i 1 q nakon normiranja glase 


1 (21 + l)(l - \m\)\ 
А-кЏ + \m\)\ 


p) m '( cos в)(: 


0 HTUp 


ako se fazni faktori odaberu na najprostiji način. 


Takozvani sferni harmonici, koji se obeležavaju sa Y t m (e, p>), definišu se za m < 0 upravo 
izrazom iz Zadatka Z 6.6.1, a za rn > 0 tirn izrazom pornnožerrirn sa (— l) m , tj. 


УфЏв, <p) = (sign(m)) m (-l) m l^ 21 + 1 ^ 


m\ 


4тг (l + |m|)! 

(sa sign(x) sirio obeležili predznak izraza х). 


P{(cos в)е гт1р , Vro, VI (6.6.7) 


Zadatak 6. 6.2 Kako se na sferne harmonike odražava einjenica da kako {9, <р\в = 0, 0 < џ> < 2тг}, tako i 
{в, tp\6 = ћ, 0 < < 2тг}, određuju po jednu tačku na jediničnoj sferi? 
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Zadatak 6. 6.3 Izvesti sledeće specijalne slučajeve od (6.6.7): 




л/4тг’ 


( 6 . 6 . 8 ) 


YVT°(0,P) = \sjl cos0, Y™=±H0,P) = ±\\^sm0e^. 


(6.6.9) 


Pošto se sferni harmonici mnogo koriste u primenama, navešćemo eksplicitno i ostale Y t m do 

1 = 3. 

-j / Г' ~t I '1 r 

tp) = -у — (2cos 2 в — sin 2 в), Y[*2 ±l (9, cp) = ±-W — cos 9 sin ве^. (6.6. 10a) 

4 у тт 2 V 2тт 


Y^ ±2 (0,A) = \J^S ш*6е***, 


( 6 . 6.10 6 ) 


Y, m =°(9,ip) = \\/—(2 cos 3 9 — cos 9 sin 2 9 ) , l+^ 1 ^) = ± 7 \/— (4cos 2 0sin0 - sin^e^, 

4 V 7г " 8 V тг 

(6.6.11a) 


*)=з =±2 (0,<Р) = Ју ' ^cosdsin 2 0e ±2 ^, 1}™ 3 =±3 (0,¥>) = ^sin 3 0e ±3ž¥> . (6.6.116) 


6.6.4 Standardni bazis za 1 

Uprkos opisanom postupku izvođenja Y m , u kom se [l z ] п pojavljivao pre l^, konačni rezultat 
ćemo rezimirati u dnhu opšte teorije, kao što je to uobičajeno u kvantnoj mehanici: 

1q i [l z ]n, koji u £ 2 ( fž) čine potpun skup kornpatibilnih opservabli. Njihov zajednički svojstveni 

bazis je 

{Yl n (9,ip)\m= + 1 = 0,1,2,...}, (6.6.12) 


- a odgovarajući parovi respektivnih svojstvenih vrednosti ovih opservabli glase: 

{((( + 1)ћ 2 , тћ\т = —l, —l + 1, .... I; l = 0, 1, 2, ...}. (6.6.13) 

Zadatak 6 . 6.4 Pokazati da se skup parova {(m, l)\l = |m|,|m| + 1,...,; m = 0, ±1, ±2, ...} može obostrano 
jednoznačnim ceo-na-ceo preslikavanjem prevesti na skup parova {(I,m)|m = —l, —l + 1 ,...,l; l = 0,1,2,...}. 
(Indikacija: Napisati (m, l) kao elemente u matrici čije vrste prebrojava l, a kolone m. Zatim zaokrenuti sliku za 
90° i pročitati sa nje dmgi skup.) 

Rezultat (6.6.12), (6.6.13) izražava kvantizaciju orhitnog uglovnog momenta proizvoljne čestice 
i predstavlja jedan od osnovnih prirodnih zakona kvantne fizike (a izvodi se, kao što smo videli, 
iz prvih principa, tj. iz postulata). 

Nanieću se dva pitanja. Zašto je izbor faznih faktora u definiciji sfernih harrnonika baš takav 
kakav je? S druge strane, pitarno se da li sferni harmonici čine standardan bazis za lp, kao što 
je prirodrm očekivati od krajnjeg rezultata na osriovu opšte teorije. 
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Odgovor glasi: sferni harmonici čine standardan bazis za u £ 2 (fl) i upravo definicija 

ovakvog bazisa D 6.3.1, uz ekstra zahtev 

Yl n =°(0 = 0, (p = 0) > 0, V/, (6.6.14) 

iziskuje izbor faznih faktora kao što je dato u gornjoj definiciji sfernih harmonika. Ovaj iskaz se 
dokazuje dugačkim računom, pa ćemo dokaz izostaviti. 

Sto se tiče celog orbitnog prostora stanja čestice, standardni bazis za 1 u £ 2 (r, 9, ф) možemo 
dobiti pomoću proizvoljnog bazisa, recimo {f\(r) |VA} u £ 2 (г). Naime, {Д(г)1) т (0, ф)\т = 
—l, —l + 1, ..., I; l = 0, 1, ..., VA} je standardni bazis za 1. Ovo je primer kako inožemo postići 
realizaciju standardnog bazisa {| kmX)\m = —k, —k + 1, ..., k; Vfc,VA} za K = 1 u % = H 0 . 

U navedenom bazisu u £ 2 (r, в, ф) nemamo korelacije između kvantnih brojeva pomenutih 
bazisa u £ 2 (r) i sfernih harmonika u £ 2 (fl). Međutim, videćemo već u primeru u sledećem 
paragrafu da se pojavljuje korelacija u vidu A = A (l). 


6.6.5 Slobodna čestica i sferni talasi 

U ovorn paragrafu izložićemo jedan prilično važan realan fizički primer za upotrebu sfernih har- 
monika. 

Neka je naš fizički sistem slobodna trodimenzionalna čestica. Njen hamiltonijan glasi H = 
T = gde je T operator kinetičke energije čestice. 

Pređimo sa % 0 na £ 2 (r). Pošto je tu p = —ihfk imarno 


_^ д _ ћ 2 ( д 2 + д^ + 

2 m 2 m дх 2 ду 2 dz 2 ' 


(6.6.15) 


Pređimo đalje sa £ 2 (r) na £ 2 (r, 9, ф). Kao što se inože rraći u priručniku (npr. u fusnoti 6.1.3), 
laplasijan Д = V 2 u sfernirn polarrrirn koordinatarrra glasi 


Д 


7 2 Ж јГ дг + 


Ako se podsetimo vida operatora l 2 (6. 
(6.6.15) i tako stižemo do 

H = f = 


1 д . „ д 1 д 2 
srn 0 — + 


(6.6.16) 


г 2 sin 9 д9 д9 r 2 sirr 9 df 2 
5.15), možemo to da zamenimo u (6.6.16), a (6.6.16) u 


K 2 д o д 

_ j- z 


l 2 


2 rnr 2 дг дг 2 rnr 2 


( 6 . 6 . 1 ' 


Jeđnakost (6.6.17) daje operator kinetičke energije čestice u veorrra pogodrroj forrrri i pojavljivaće 
se kao sabirak i u harniltonijanu čestice u spoljašnjern polju (npr. pri izučavanju rotacionog 
kretanja dvoatornskih molekula; videti § 10.1.5). 

Podsetimo se činjenice da, što se tiče faktorizacije £ 2 (r, 9, (p) = £ 2 (r) ® £ 2 (fl), 1 deluje 
netrivijalno samo u £ 2 (fl). Pošto prvi sabirak na DS-i od (6.6.17) deluje netrivijalno samo u 
£ 2 (r), vidi se odmah da važi 

[Г,1 2 ] = 0 , [f,i z ] = 0 , (6.6.18) 

tj. f, l 2 i l z čirre skup korrrpatibilnih opservabli. (Da li je ovaj skup kompletan ili ne to rre zrrarno 
dok rre reširno zajednički svojstveni problern.) 



212 


GLAVA 6. TEORIJA JEDNOG UGLOVNOG MOMENLA 


Primenom metode separacije varijabli (Teoremi T 6.5.1, T 6.5.2) rnožemo prvo u £ 2 (0) poći 
od sfernih harmonika ¥ ( т (в,ср) kao zajedničkog svojstvenog bazisa za Iq i l 2 (on je i više, radi 
jednoznačne definicije, on je standardni bazis za l^), a onda u £ 2 (r) rešavati tzv. radijalni 
svojstveni problem: 

+ L )+ 1(1 + 1] Le ]f,E{r) = Е!ш{г) ■ (6 ' 6Л9) 


Zadatak 6.6.5 Pokazati da (6.6.19) nakon uvođenja talasnog broja k > 0 ( k = gde je p rnoduo impulsa 
slobodne čestice) : 

e = ђј (6.6.20) 


i srnerre nezavisno prorne 


def j 

p = kr , 


( 6 . 6 . 21 ) 


radijalna, svojstvena jednakost (6.6.19) postaje 


d 2 2_d_ 

d p 2 + p d p 


1(1 + 1 ). 


fik(p) = 0, 


( 6 . 6 . 22 ) 


gde je fik(p) d = Iie(t) (dakle, fik i fm su nejednake funkcionalne zavisnosti), a к i E su povezani preko (6.6.20). 


Jednačina (6.6.22) poznata je u teoiiji specijalnih funkcija kao tzv. sferna Bessel-ova diferen- 
cijalna jednačina. Tiraži se rešenje ove jednačine koje je analitičko u celom intervalu [0, oo) (da 
bi bilo u domeiiu operatora p i H = T = ^). 


Kao što je poznato, postoji sarno jedno rešenje (6.6.22) koje je, kao što se kaže, regularno u 
nuli. To je tzv. sferna Bessel-ova funhcija ji(p). 

Rezimirajući šta smo uradili, možemo reei da srrio našli jedrru potpunu klasifikaciju stanja 
(uporediti §3.2.3) slobodne čestice u vidu tzv. sfernih talasa ji(kr)Yj m (e, p) (nenormiranih). 
Oni čine kompletan zajednički svojstveni bazis opservabli T, l 2 i l z i definisani su kao uopšteni 
vektori (ji(kr) € U(C 2 (r))) u U(C 2 (vj) jednoznačno (s tačnošću clo faznog faktora) zahtevom da 
odgovaraju respektivnim svojstvenirn vrednostima: E = 1(1 + 1 )fi ž , гпћ (i, prerna tonie, T, 


l 2 i l z čine potpun skup!). Sferni talasi predstavljaju i jedan primer standardnog bazisa za 1 u 

£ 2 (r) . Pri torne se korelacija pomenuta na kraju prethodnog paragrafa doduše ne ispoljava na 
svojstvenim vrednostima E (zavise samo od kontinualnog kvantnog broja k), ali je zato očigledno 
prisutna u odgovarajućirn svojstvenim vektorirna (jer ovi pored k zavise i od l). 


Zadatak 6. 6.6 Pokazati da važi vektorska, komutaciona relacija jača od (6.6.18) i da iz nje, na osnovu opšte 
teorije, sledi da energija ne zavisi od magnetnog kvantnog broja. 


Zadatak 6.6.7 Pokazati da ravni talasi (uporediti (2.9.6)), 


{ 


,гк-г 


(2т+0 3/2 


oo < k q < oo, q = x, y, z\, 


(6.6.23) 


čine drugu potpunu klasifikaciju stanja slobodne čestice. 
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Dakle, svojstveni problern od T rnože da se reši pornoću bilo kog od sledeća dva kompletna 
skupa kompatibilnih opservabli: 

к=| ( Г = ^ ); |k|, P, 4 , (6.6.24) 

koji definišu ravne, odnosno sferne talase (kao zajednički svojstveni bazis). 


Zadatak 6.6.8 Pretpostavimo da srno fiksirali k i da smo poklopili ort ose z sa ortorn od k. Pokazati da pri 
razvijanju 6-6 1 ravnog talasa { r | k) po sfernirn talasima irnarno sarno sumu po I (bez integrala po k i surne po 
m) . 


Izloženo rešenje dinamičkog zakona slobodne čestice (videti §3.2.3) je naročito korisno pri 
kvantno-mehaničkom opisivanju rasejanja čestice u polju koje ima tačkast izvor, tako da je naš 
koordinatni početak, koji je u definiciji 1 implicitan, prirodno definisan. 

6.6.6 Sferno-polarna koordinatna reprezentacija 

Izomorfizmom možemo prevesti faktorizaciju C 2 (r, 9, ф) = £ 2 (r) ® £ 2 (в) ® £ 2 (<p) na analognu 
faktorizaciju apstraktnog orbitnog prostora stanja čestice: % 0 = % r ® %e ® % v . Obe ove 
faktorizaeije izražavaju na jeziku formalizma istu fizičku misao: postojanje radijalnog i dva 
uglovna stepena slobode čestice. 

Može da se uvede potpuni skup kompatibilnih opservabli 6 * 6 ' 2 f, $, ф u % 0 . Opservabla f deluje 
u % r , ima (uopšteni) svojstveni bazis (| r)|0 < r < oo} sa odgovarajućim čisto kontinualnim 
spektrom {r|0 < r < oo} i kompletna je u % r . Opservabla $ definiše se u %g, ima (uopšteni) 
svojstveni. bazis {| 9 ) |0 < 9 < тг} I čisto kontinualni spektar {0|O < 9 < ћ } I kompletna je u 
%g. Opservabla ф se zadaje u % v , irna (uopšteni) svojstveni bazis {| <)|0 < ip < 27г} i čisto 
kontinualni spektar {g)|0 < 9 < 2ћ} i kornpletna je u % 9 . 

Takozvana sferno-polarna koordinatna reprezentacija je reprezentacija u zajedničkom svoj- 
stvenom bazisu od f, 9, ф: {| r ) | 9 ) | p )|Vr, 9, p}. U ovoj reprezentaciji f, 9, ф postaju 
multiplikativni operatori ( tj. to je bazis u kom su oni dijagonalni), a sferni harmonici mogu da 
se pišu u vidu Y ( m (9,<p) = ( 9,p \ Im), Ml,m. 

Uopšteni vektori {| 9, р) == | 9) \ ip)\ M9, ip} čine najosnovniji bazis u uglovnorn faktor prostoru 

%a = %в ® %,_p, a standardni bazis za Iq predstavlja drugu, veoma važnu, altemativu bazisa u 
torri prostoru. 


6.6.7 Ireducibilni invarijantni potprostori 

Sto se tiče geometrije koja odgovara dijagramu ”orrnar sa fiokama” u £ 2 (0) (podsetiti se Crteža 
C 6.2), V k je sad V/, a dimenzija rnu je (2l + l)di = 2Z + 1, tj. di = 1, jer i [I z ]q čine potpuri skup 

6 ' 6,1 Raz\ijanje ravnih talasa po sfernim videti na primer 11 : A. Messiah, Quantum Mechanics , 1, str. 358-359 

(North-Holland, Amsterdam, Amsterdam, 1961). 

6 - 6,2 Mi smo uveli implicitno uveli faktorizaciju Ћ 0 = 'Н г 0 'Ho 0 Ћ^. Sistematski potupak bi se sastojao u 
zamenjivanju osnovnog skupa opservabli r, p riovirn osnovnim skupom r, B r : 9 ђ Bq: ф , B (p u Ћ. 0ђ u kom bi 
operatori bili funkcije r, p; svaki operator iz jednog para komutirao bi sa svakim operatororn iz bilo kog od druga 
dva para; f\ B r bi, sa svoje strane, kao osnovni skup, definisao Ћ г itd. 
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kompatibilnih opservabli. Drugirn rečirna, 21 + 1 sfernih harrrronika {Y } m \m = —I, —l + 1, /} 

obrazuju ireducibilni invarijantni potprostor V| (= Угд=г) za vektorski operator 1 u С 2 ЏХ) i to za 
1 = 

U opštoj teoriji imali smo otvoren fazni faktor za | k,m = k,\), V Л (za ostale m vektori su 
jednoznačno sledili), a (6.6.14) je ekvival.en.tno tom izboru faznog faktora. Problem iznalaženja 
standardnog bazisa za 1 rešili srrio u uglovnorrr faktor prostoru C 2 (fl). Tu srrro dobili i pomenute 
ireducibilrre irrvarijantne potprostore V/. Sađa ćerno preći na celi jedrročestičrri orbitni prostor 
С 2 (г,в, ф). 

Pošto srrro irnali £ 2 (П) = ®£? 0 Уг (uporediti (6.3.1) u opštoj teoriji) i C 2 (r, 9, ф) = C 2 (r) ® 
С 2 (п) usled distributivnosti (ortogonalnog zbira potprostora u odnosu na direktni proizvod) 
sledi: 

C 2 (r, в, ip) = ®|U 0 £ 2 (r) ® Vi. (6.6.25) 

Potprostori C 2 (r) ® Vi (l = 0, 1...) su višestruki invarijantni ireducibilni potprostori u C 2 (r, в, ф), 
realizacije potprostora 14 iz (6.3.1). Dimenzija ovih potprostora iznosi (2l+l)di = (2!+1)Н 0 = H 0 
(H 0 potencija prebrojivo beskorračnog skupa je đirrienzija od £ 2 (r)). 

6.7 Rotacije u orbitnom prostoru stanja čestice 

U ovom odeljku ćemo proučiti operatore rotacije u orbitnom prostoru stanja jeclne čestice sa 
nešto više detalja i u konkretnijoj forml nego što smo to učinili u. slučaju opštih rotacija (§ 6.4). 
Odgovorićemo na sledeća pitanja: Kakav je odnos rotacija prerna osnovnom skupu opservabli 
r i p u 'Н 0 ? Kako deluju rotacije u koordinatnoj i impulsnoj reprezentaciji? Kako se sferni 
harmonici rnenjaju pocl delovarrjerrr rotacija? 

6.7.1 Operatori rotacije u koordinatnoj reprezentaciji 

U apstraktnom prostoru stanja jeclne čestice % 0 operatori rotacije glase: U(4>u) = e“^ u ' 1 (upo- 
rediti (5.2.10) kao i Stav S 6.4.1). 

Pošto je u £ 2 (r): 1 = —гћт х operator proizvoljne rotacije u koordinatnoj reprezentaciji 

ima vid 

1Ј(фи) = Уфи iz тг -lopte. (6.7.1) 

Prvo ćerno proučiti delovanje operatora rotacije (6.7.1) na talasne funkcije ф(т) € £ 2 (r). 

Teorem 6.7.1 Operatori rotacije deluju u £ 2 (r) na sledeći način : 


(6.7.2) 


gde se pod R 1 (фи)г podrazumeva proizvod matrice i brojne kolone. 

Dokaz: Ići ćemo od DS-e u (6.7.2) ka LS-i. Neka je ort u fiksiran. Posmatrajmo DS-u kao složenu funkciju 

Ф(€), €(d+) = f 7ž _1 (du)r. Definišući d = £(ф = 0, r) = r, razvijmo ф(£) u Taylor-ov red po £ oko £ 0 = r 
(pretpostavljajući da je ф(£) analitička funkcija). U Dodatku § 6.7.7 biće pokazano da se ovaj Taylor-ov red može 
napisati u vidu 


П(фи)ф(т) = t/;(R J (<pu)r), Уфи iz 7r-lopte 


'Ф(Н 1 (pu)r) 


(6.7.3) 
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S druge strane, da bismo izračunali Д£, razvijamo £(ф, r) u Taylor-ov red po ф oko ф 

prvog reda. U stvari, 


Д£ 



0 (za flksirano r) i to do 


(6.7.4) 


tJ Dodatku §6.7.8 videćemo da se može pisati 


/ dR, 1 (ф 11 .)г 

V м> 


II X r. 


ф = 0 


(6.7.5) 


Kada na osnovu £ c = f R ^ 1 (фп)т. (6.7.5) zamenimo u (6.7.4), (6.7.4) onda zarnenimo u (6.7.3) i ispermiitiijeum 
faktore mešovitog proizvoda ciklično, onda dolazimo do rezultata 

= e~^ u ' {tx ^hp(r). (6.7.6) 


Upoređujući (6.7.6) i (6.7.1) vidimo da smo dokazali 6 -" 1 TeoremT 6.7.1. Q. E. D. 


6.7.2 Delovanje na r 

Sad ćerno izvući neke zaključke koji neposredno slede iz Teorema T 6.7.1. 

Korolar 6.7.1 Operatori rotacije u % 0 deluju na zajeđničke svojstvene vektore | r ) od r na 
sledeći način: 

( 6 . 7 . 7 ) 

Dokaz: Ako je r 0 fiksirani, a r tekući radijus vektor, onda je ( r 0 | r) = d(r 0 — r) kontinualna brojna kolona koja 
reprezentuje | r 0 ) u koordinatnoj reprezentaciji. Preskripcija (6.7.2) daje и(фи)б(го — г) = ć(r 0 — R~ l Jpi i)r) = 
б(К(фи)го — r). Iz ovoga zaključujemo da važi (6.7.7) (kad r 0 zamenimo sa r). Q. E. D. 

Zadatak 6.7.1 Dokazati da <5(r 0 — Е~ г г) = 6(R r 0 — r). 

Koroiar 6.7.2 Operatori rotacije u H 0 irriaju sledeće dejstvo na vektorski operator radijus vek- 
tora: 

( 6 . 7 . 8 ) 

Treba imati u vidu da je r u (6.7.8) u stvari kolona od tri operatora x,y, ž, jer sarrm tako je 
irmoženje sleva matricorn Вг 1 (фи) definisano. 

Zadatak 6. 7.2 Dokazati (6.7.8). 


1Ј(фи)ти 1 (ć>u) = R, ^(bujr, \/фи iz 7r-lopte 


0(фи) | r) =| И(фи)г), Vr, Уфи iz тг -lopte 


6.7.3 Delovanje na p 

Korolar 6.7.3 Delovanje operatora rotacije 11(фи) u Ћ 0 na zajedničke svojstvene vektore | p) 
vektorske opservable p je sledeće: 


(6.7.9) 


6-7 ‘ J U stvari dokaz važi neposredno sarrio za analitičke funkcije iz £ 2 (r) . Međutim, takve funkcije čine linearnu 
rnnogostrukost kojaje gusta u £ 2 (r), a 1Ј(фи), pošto je unitaran operator, on je i neprekidan, te se (6.7.2) rnože 
proširiti i na limese, tj. na sve vektore u £ 2 (r). 


ЈЈ(фи) | p ) =| К(фи)р) Vp, Уфи iz 7r-lopte 



216 


GLAVA 6. TEORIJA JEDNOG UGLOVNOG MOMENLA 


Dokaz: Vektor | p ) se u £ 2 (r) reprezentuje sa ( r | p) = (2жћ) 2е» р ' г (uporediti (2.9.6)), a rotaeija daje 

U (фи) (2тгћ)~%е% рг = ( 2 ММ^е* р < н ~ 1(ф11 >) = (2тг/г) ” f е * ( RC V«)i>) -r = ( r | К(ф и )р). Q. E. D. 

Korolar 6.7.4 Delovanje operatora rotacije na vektorski operator impulsa u % 0 sastoji se u 

sledećem: 

(6.7.10) 


и(фи)ри 1 (фп) = R 1 (фи)р, Уфи iz тг -lopte 


Zadatak 6.7.3 Dokazati (6.7.10). 

Čitalac će lako uočiti da (6.7.7) i (6.7.9) pokazuju da U (фи) indukuje u V(jR 0 ) delovanje 
upravo kakvo očekujemo s obzirom na konkretnu prirodu korespondencije stanje ansambl iz 

Postulata o stanjima (videti § 2.4.6 i kraj od §5.2.1). Ovde se opet radi o izomorfizmu ir, sa 
Crteža C o.2. 

Dakle, ispostavilo se da za celu Galilejevu grupu stvarno važi ” komutativnost” donje polovine 
Crteža C5.2: a$ o i 6 o a 5 = a 7 . Pošto i 7 bazira u stvari na prva tri Postulata, a alternativni put 
Q's o i 6 o «5 na Postulatu o kvantizaciji, ovo slaganje pokazuje uzajamnu usklađenost postulata. 

6.7.4 Operatori rotacije u impulsnoj reprezentaciji 

Sad možemo lako dobiti delovanje rotacija u impulsnoj reprezentaciji. 

Teorem 6.7.2 Operatori rotacije l Ј(фи) koji deluju na funkcije ф( p) u impulsnoj reprezentaciji 
irnaju sledeći vid: 

(6.7.11) 


и(фи)ф(р) = tj(R ČćuČp), Уфи iz тг -lopte 


Dokaz: и(фи) г ф(р) = (p | и(фи) | ф) = ((р | [Ј(фи)) \ ф). Pošto је bra u zagradi dualni vektor od keta 

[Ј(фи) 1 | p) = 1Ј(фи) 1 | p) =| R J (pu)p ) (prerna (6.7.9)), na kraju dolazirno do Џ(фи)ф(р) = ф(В . ^ 1 (pu)p). 

Q. E. D. 

6.7.5 Rotacije u uglovnom prostoru 

Postavlja se pitanje kako se rotacije odnose prema faktorizaciji 

£ 2 (r, 9, <p) = £ 2 (r) 0 £ 2 (6») ® СФфр). (6.7.12) 


Teorem 6.7.3 Operatori rotacije u C 2 (r, в, <p) deluju netrivijalno sarno u uglovnom faktor pro- 
storu £ 2 (fl): 

1Ј(фи) = I r 0 и п (фи), и п (фи) ‘= e"^ u - in , (6.7.13a, b) 

a [lq]a (ч = x,y,z) dati su sa (6.5.13). 

Dokaz: Pošto je U (фи) u £ 2 (0) dat preko reda ~ — ћ ^ ; a 1 = I r ® 1q, imarno U (фи) = I r ® 

EČ=0 =ir® Čo(du). Q. E. D. 
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6.7.6 Delovanje na sferne harmonike 

Као što srno viđeli u ocleljku § б.б, sferni harrnorrici čirre standardarr bazis za 1q. Prerna torrre iz 
opšte formule (6.4.5) (uporediti i K 6.4.2) odrrrah sledi: 

i 

П(фи)¥, т (в, <p) = £ («,*•)■ ( 6 . 7 . 14 ) 

ml — — l 


Nameće se pitanje ima li LS konkretniji vid na jeziku funkcionalne zavisnosti od 9 i p. 

Odgovor ćerno prvo dati za važan specijalan slučaj. 

Ako se ograničirrro na podgrupu vrtnji oko (fiksirane) z-ose, orrda se kao generator rotacija 

pojavljuje jedino l z . To znači da i sve dotične vrtnje deluju netrivijalno sarrm u C 2 {ip). Bazis 
{-^е гтџ> \т = 0, ±1 ±2, ...} u torn faktor prostoru (uporediti kraj paragrafa § 6.5.8) je svojstveni 

bazis ne sarno za [l z ]^, nego i za svaki operator vrtnje oko г -ose U^pzf) = e~^ lz,v : 


U 


<AA Z ol 2 Ћ е 


ткр 


~mv.p 


0 гтр 


2тг 


što važi za — 7Г < p < ћ i za svako m. 

Dakle, operatori vrtnji oko z-ose imaju vid 


U(pz 0 ) = I r ®h® U v (pz 0 ), 


a na sferne harmonike deluju preko forrrrule 

U n (pz 0 )J) m (9, p) = e гт П) т (9, p) , -тг<р<7Г, Vm 


( 6 . 7 . 15 ) 


(6.7.16) 


(6.7.17) 


(uporediti (6.6.7)). 

Vratimo se opštem slučaju, gde je ort rotacije u proizvoljan. Do sada smo sfeme polame 
uglove 9, p tekućeg radijus vektora r pisali skraćeno sa п. Sada ćemo ih zameniti ortom v koji 
0 definiše na jediničnoj sferi. Očigledno je skup svih ortova biunivoko povezan sa skupom svih 

(različitih) parova sfernih polarnih uglova, simbolom: 

М {(9,p) = 0} . (6.7.18) 


Lema 6.7.1 Pišući sferne harmonike kao Y m (v) (u smislu (6.7.18)), oni se na sledeći način 
menjaju pod rotacijama: 


и„Џи)гг(П = гг(н- 1 (фи)у) = Ек=-< ( 1,Ои№ 


, 


(6.7.19) 


Dokaz: Iz (6.7.2) za svako f(r) £ £ 2 (г) slecli: U (фи) f (ОУр (v) = f(r)Y t m (R ^ Нфи)лг), a (6.7.13a) daje LS = 
f(r)U n (fu)Y m (v). Izjednačavanje desnih strana dovodi do 

f(r) P [Un(fu)Yj m (v) - Y t m (R Нфир)] = 0. (6.7.20) 


Pošto jedan od faktora mora biti nula kada je direktni proizvod nula, imamo (6.7.19). Q. E. D. 
Zadatak 6.7.4 Pokazati da se u slueaju vrtnje oko г -ose (6.7.19) svodi na (6.7.17). 
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6.7.7 * Dodatak — Dokaz formule (6.7.3) 

Pođirno od analitičke kompleksne funkcije vektorskog argumenta ip(£) i razvijmo je u Taylor-ov 
red oko tačke 4 = r (tj. = q, q = x,y, z): 




1 


q=x,y,z 

Kompaktnij e napisarm 




q,q—x,y,z 


q ^q r 


д 


= Y.J E де, *]?=>(«. д« = « 


nl 

n = 0 q=x,y,z 


def 

*q = S q 


C? — Q, Q = х, у, z, (6.7.21a, h) 


U (6.7.21a) irnaino u indeksu 4 = r i to se ođrmsi sarno na n-ti izvod, a ne i rra A£ q . 

Stavljanje 4 = r nakon n-tog diferenciranja se formalno 
svodi na smenu promenljive. Očigledno je svejedno da 11 ćemo 
C uzeti n-ti izvod po 4®, £ y i 4«, P a zatim staviti 4 = r ili ćemo 
oclrnah staviti 4 = r, pa onđa uzeti n-ti izvod po х, у i 2. 
Stoga, (6.7.21a) prelazi 11 



(X) 

ее«) = E vi E 


д 


ni 

n = 0 q=x,y,z 


dq^= 


Ж*)- 


(6.7.22) 


Slika 6.5: Uz dokaz ( 6 . 7 . 5 ). 6.7.8 * Dodatak 

(6.7.5) 


Jednakost (6.7.22) se može prepisati operatorskom eksponerr- 
cijalnom funkcijom: 

U(i) = e A C'ž-0(r). (6.7.23) 

dokaz formule 


tangente u B): 


Pošto je 1 1 u х r 


Sa Crteža Сб.5 odmah se vidi da je u prvom redu veličine 
|! В,(фи)т — r || ~ фг sin 9, što daje (b je ort tetive BC , a t ort 


dfl(d>u) 

д.ф 

r sin 9. 


}ф = o = Ит 

ф~~¥0 


> sin 9h 


Ф 

дК(фи)т. 

дф 


r sin 9t = r sin 9- 


U X r 

|u X r| 


d>= 0 = U X r. 


(6.7.24) 


Usled R х (фи) = К(ф(—и)), (6.7.24) daje (6.7.5). 

Zadatak 6 . 7.5 Pokazati da je razlika dužine luka BC i dužine tetive BC jednaka nuli u prvom redu po malom 
uglu ф (videti Crtež C6.5). 
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6.8 Zeeman-ov efekat 

Ako se mere energetski nivoi atoma koji se nalazi u spoljašnjem magnetnom polju, nastaje 
povećanje broja nivoa u odnosu na slučaj bez spoljašneg polja. Ova pojava je u prisnoj vezi sa 

operatorom projekcije uglovnog momenta na pravac magnetnog polja i sa njegovim kvantnim 
brojein. U ovom odeljku proučićemo jedan uprošćen model pomenute pojave. 


6.8.1 Pojam i klasični osnovi Zeeman-ovog efekta 

Projekcija orbitnog uglovnog momenta l z igra specifičnu ulogu u objašnjenju jedne kvantne po- 
jave koja se naziva Zeeman-ov efekat. Radi se o promeni energetskih nivoa (tj. vrednosti ener- 
gija) vezane čestice sa električnim nabojem (ili sistema ovakvih čestica) u konstantnom (u toku 
vremena) i homogenom (u prostoru) magnetnom polju. Nastaje tzv. cepanje degenerisanog 
energetskog nivoa sisterna (engleski: splitting) u nekoliko novih nivoa. 

Da bismo objasnili Zeeman-ov efekat, moramo i ovoga puta poći od temelja koji leže u 
klasičnoj fizici i to u klasičnoj teoriji elektromagnetnih (od sada EM) pojava. 


Stav 6.8.1 Klasična Hamilton-ova funkcija sistema od Z čestica sa masama пц i električnim 
nabojima q z , i = 1, ..., Z, u EM polju A(r, t), Ф(г, t) glasi: 

z . 

H = Y1 2т^ Рг ~ ~ А ( Г »>*)) 2- ~f=i (6.8.1) 


Treba zapaziti da (6.8.1) opisuje neinteragujući sistem čestica u EM polju. 

6.8.2 Kvantni hamiltonijan 

Elektromagnetni fenomeni se u kvantnoj mehanici opisuju semiklasično (ili semikvantno) tako da 
se klasična Hamilton-ova funkcija (6.8.1) kvantuje prelazeći na operatore u radij us- vektorsko j re- 
prezentaciji, tj. u prostoru stanja. £‘ ž (ri, .... r z ). Pri torne A(r, t), Ф(г, t) postaju multiplikativni 
operatori (vektorski odnosno skalarni) , tj. funkcije od r. 

U potpuno kvantovanom tretmanu, koji se primenjuje u tzv. kvantnoj elektrodinamici, prvo se 
kvantuje EM polje drastičnijim postupkom nego što je upravo opisani prelazak na operatore i tako 
se dobijaju fotoni (kvanti EM polja). Onda se proučava interakcija naelektrisanih rnaterijalnih 
čestica sa fotonirna. 

Kao što smo rekli, u kvantnoj mehanici se hamiltonijan sistema od Z čestica sa naelektrisanjem 
dobija prepisujući (6.8.1) na jeziku operatora: 

z . z 

н = — (p* - ^A(r», t)f - ^2 t). (6.8.2) 

i= 1 " ' г ' г=1 

Kao što je rečeno u paragrafu §6.8.1, Zeeman-ov efekat se pojavljuje kad se sistem nalazi u 
spoljašnjem konstantnom i homogenom magnetnom polju, tj. kada je E(r, t) = 0, B(r, t) = B 
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(gde srno sa E i B obeležili električno, odnosno magnetno polje). Na jeziku vektorskog potencijala 
to možemo prepisati u vidu: 


A(r Л) 


1 

2 


B х r, Ф(г, t) = 0. 


(6.8.3 a,6) 


Zadatak 6.8.1 Dokazati ovaj iskaz i pokazati da (6.8.3) zadovoljava Coulomb-ovo kalibrisanje. Treba se podsetiti 
formula 

E(r, t) = _1 |9А ( Г ^) _ gra d $( r .t), B(r, t) = rotA(r, t) (6.8.4a, b) 

c ot 

kao i Coulornb-ovog kalibrisanja 


V • A(r, t) = 0. 


(6.8.5) 


Pre nego što zamenimo (6.8.3) u (6.8.2), uočirrm da važi 


Qi 


Qi 


(Р* ™ — А(г 4 , t)f = p- - -(p ? ; • А(г», t) + А(гј, t) • pi) + -%-А 2 (гј, t) 


( 6 . 8 . 6 ) 


Zamenom (6.8.3a) u (6.8.6) lako sledi 


(p, - — А(г,. *)) 2 = Pf - — B • Р + 


(6.8.7) 


def 


gde je 1 i = ii х p^ orbitni uglovni moment ?'-te čestice, r± je projekcija od r na ravan koja je 

normalna na B, a B je moduo od B. 

Supstitucija jednakosti (6.8.7) u (6.8.2) i to u primeni na elektronski omotač atoma daje: 


* = £ 


z . 2 
Pi 


2 m e 2 m P c 




2 

8 m e c 2 ’ ■ J ” L ’ 

x=i 


( 6 . 8 . 8 ) 


gde je L == Ym ,= i ^i vektorski operator ukupnog orbitnog uglovnog rnoinenta ornotača, rn e rnasa, 
a q = — \e\ (negativni) električni naboj elektrona. 

U hamiltonijan (6.8.8) uključili sirio pored kinetičke energije sarno spoljašnje rnagnetrio polje 
koje izaziva Zeeman-ov efekat. Pošto se radi o omotaču električno neutralnog atorna rednog 
broja Z (u periodnom sistemu), a to je naš realni fizički sistem u kome posmatramo Zeeman-ov 
efekat, onda još moramo uključiti i spoljašnje Coulomb-ovo polje od jezgra, kao i Coulomb-ovu 
interakciju među elektronima. Tako se iz (6.8.8) najzad dobija 


H 


i = 1 


Pi 

2 m e 


ZG 


) + 


e 2 B 2 
8 m e c 


кј 


2 m P c 




(6.8.9) 


i=i 


U ostatku ovog odeljka primenićemo (6.8.9) na slučaj jednog elektrona. Imamo u vidu jedart 
valentni elektron, tj. elektron van popunjenih ljuski (u atomu alkalnog metala). Pomenute 
zatvorene ljuske (od Z — 1 elektrona) praktično ne interaguju sa magnetnim poljem u Zeeman- 
ovom efektu, nego je gotovo sva interakcija ograničena na valentni elektron. 

Radi jednostavnosti izostavićemo tzv. screenin g 6 - 8 - 1 efekat zatvorenih Ijuski, koji se sastoji u 
znatnom slabljenju privlačrrog dejstva jezgra (zbog zaklanjanja popurrjerrih ljuski ili, ekvivalentrro, 
zbog odbojnog delovanja elektrorra u tirn Ijuskaina). 

e.s.iEngieski zastiranje, zaklanjanje; čitati: skrining. 
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Tako dolazirno do jednočestičnog harniltonijana za valentni elektron: 


H 


Vi 2 Ze 2 - e 

‘V h • 1 + 


2 rn, 


8 m e e 2 


r 2 t 


(6.8.10) 


gde smo sa џв = označili tzv. Bohr-ov magnetorP 8 ' 2 , koji služi kao prirodna jedinica za 
orbitni magnetni đipolni moment = f —Џв1- 


6.8.3 Ocenjivanje relativne važnosti članova u hamiltoni- 
janu 


Da bisrrro grubo ocenili odnos veličina četvrtog i trećeg člana u hamiltonijanu (6.8.10), pretpo- 
stavićerno da je stanje elektrona | ф) takvo da za očekivarre vrednosti u tom stanju važi (usmerivši 
г -osu duž vektora B): 

( B • i ) = B( l z ) « Вћ, { r{ ) 4, (6.8.11 a,b) 

gde je o-o tzv. Bohr-ov radijus (tj. poluprečnik vodonikovog atoma), a ~ znači ”reda veličine”. 
Na ovaj način se dobija 6 ' 8 ' 3 da je odnos ”veličine” četvrtog i trećeg člana u (6.8.10) reda veličine 

B/(10 10 gaussa). 

Pošto se u laboratorijskirrr uslovirna ne postižu rnagnetna polja jačine preko 10 4 gaussa, četvrti 
član je šest redova ispod trećeg i stoga je zanemarljiv pored rrjega 6 ' 8 ' 4 . U rrekirn varrlaboratorijskirn 
uslovima stvari stoje drugačije. Na prirrrer, veruje se da na površini tzv. neutrorrskih zvezda 
postoje rnagnetrra polja čija jačina đostiže 10 12 gaussa. Tu se strrrktura atorna bitrro razlikuje od 
strukture na kojrr rrailazimo pod zemaljskim uslovima. 

Da bismo bili načisto sa važnošću trećeg člana u (6.8.10), navešćemo i ocenu odnosa njegove 
"veličine” i ”veličine” Coulomb-ovog (tj. drugog) člana. Ispostavlja se (videti fusnotu 6.8.3) daje 
ovaj odnos sličnog reda velične: J5/(l() 9 gaussa). Znači i treći član, čiji uticaj na energetske nivoe 
elektrona je upravo predmet našeg proučavanja, je zanemarljivo mali u odnosu na Coulomb-ovu 
energiju vezivanja elektrona za jezgro 6 ' 8 ' 6 . Mi ćemo zanemariti četvrti član, a treći ne, nego ćemo 
ga uzirnati u obzir kao rrralu perturbaciju. Efekti do kojih treći člarr dovodi rrrogu se posmatrati 
u laboratoriji. 


6.8.4 Neperturbisani hamiltonijan 

Kao sto sirio rekli hamiltonijan (6.8.10) prepisujemo u vidu perturbisanog hamiltonijaria (upo~ 
rediti §3.4.1 u vezi sa terminima iz teorije perturbacije) i tako dolazimo do sledećeg svojstvenog 
problema hamiltonij ana: 

(6.8.12a) 

6 - 8 - 2 Neki autori definišu џв d = f — 2? ^ ! с ч onda odgovarajući član u (6.8.10) glasi •//вВ • !. Za hadrone (tj. protone, 
neutrone i druge teške elementarne čestice) kao jedinica za magnetni dipolni moment služi tzv. nuklearni rnagneton 
gde je e ------ \e\ naboj, a m p masa protona. 

6 * 8,3 Detaljnije videti u: S. Gasiorowicz, Quantum Phtjsics , John Wiley and Sons, Inc., New York, 212, 1974. 
6 * 8 * 4 Kao što je poznato iz atomske fizike, ovaj mali četvrti član u (6.8.10) je u vezi sa tzv. dijamagnetizmom. 
6 * 8 * 5 Pošto srno izostavili screening efekat zatvorenih Ijuski, mi u stvari u svojoj proceni znatno natcenjujemo 
veličinu energije vezivanja elektrona za Coulomb-ovo polje od jezgra. 


(Vo + џ В вЏр( r) = Еф{ r) 
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gde je 


H 


def 


^v 2 

2m e 


Ze 2 

T 


(6.8.126) 


neperturbisani hamiltonijan. Sabirak џвВ1 2 je perturbacija. 

U paragrafu § 6.6.5 uverili smo se da je operator kinetičke energije T = f — ^-V 2 kompatibilan 
sa i 2 i l z . Pošto Coulomb-ov potencijal deluje netrivijalno sarno u radijalnom faktor prostoru 
£ 2 (r), a 1 samo u £ 2 (Q), to imamo [ H 0 , l 2 ] = [ Њ, l z ] = 0. Stoga i za problem vodoniku- 
sličnog atoma — kao što ćemo svojstveni problem od Hq datog sa (6.8.126) zvati u odeljku 
§9.1 — možemo potpunu klasifikaciju stanja u £ 2 (r) dobiti putem đirektiiog proizvoda sfernih 
harmonika iz £ 2 (Q) sa rešenjina radijalne jednačine (drugi korak u separaciji varijabli). 

Sada ćemo sarno anticipirati rezultate (za detaljniji tretman videti §9.1). Energetski nivoi od 
H, označavaćemo ih sada sa E° nl , zavise 6-8 ' 6 * pored l i od jednog đrugog kvantnog broja n (tzv. 
glavni kvantni broj). 

Odgovarajuće (s tačnošću do faznog faktora) jednoznačno određene svojstvene vektore pisaćemo 
u vidu R n i{r)Yi m ($ , u)- Ovi svojstveni vektori čine standardan bazis za 1. 

6.8.5 Perturbacija i cepanje nivoa 

Као što srno videli, pornenuti vektori i? ri |(r)l / ] m (0, tp) G £ 2 (r) su svojstveni vektori za l z , te 
stoga i za perturbaciju u (6.8.12a). Iz ovoga odrnali sledi da energetski nivoi perturbisanog 
hamiltonijaria (6.8.12a) glase: 


Е п1т = Е^ + тћџ в В, rn = — ..., I 


(6.8.13) 


Cepanje neperturbisanog nivoa E nl , (tj. nivoa sa B = 0) na 21 + 1 ekvidistarrtnih nivoa 

što je u stvari Zeernan-ov efekat ilustrovano je na Crtežu C6.6 za l = 1 (tzv. p nivo). 


m 


m 


l = 1 


E, 


nlm 


rn = 1 Treba uočiti da je nivo sa negativnom vrednošću rrrag- 

0 netnog kvantnog broja m niži od neperturbisarmg, tj. da je 
energija vezivanja elektrona u rnagnetnom polju Zeernan-ovog 
efekta (a ”vezivanje” po definiciji znači negativan energetski 
član, tj. sniženje nivoa) najveća ako je orbitni uglovni mo- 
ment 1 orijentisan antiparalelno sa B. Za proton ili pozitron 
bilo bi obratno (zbog obratnog naboja). 

Veličina тџ в ћ se naziva projekcijom magnetnog dipolnog 
momenta џ в \ na pravac inagnetnog polja B. Perturbacija je u stvari sprezanje ovog orbitnog 
magnetnog dipola sa spoljašnjim inagnetnim poljeni. 

Baš od uloge koju kvantni broj rn igra u Zeeman-ovom efektu, tj. od (6.8.13), i potiče naziv 
”magnetni” za ovaj kvantni broj. 


Slika 6.6: Cepanje nivoa. 


6 - 8 - 6 Videćemo u (9.1.23) da nivoi hamiltonijana datog sa (6.8.126) u stvari ne zavise od l, tj. da su đegenerisani po 

l. Ova degeneracija se prirodno uklanja kada se uzrne u obzir tzv. spin-orbitno sprezanje i relativistička korekcija, 

tzv. fina struktura (§ 9.1.10). Za diskusiju u ovorn odeljku pogodnije je uzimati nivoe iz fine strukture za E ( ) t . 
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6.8.6 Završne napomene 

U ovom odeljku smo izložili tzv. naivnu teoriju Zeeman-ovog efekta. Naime, pokazaće se da naš 
model sa jednim (valentnim) elektronom bez spina ne odgovara realnosti. Formula (6.8.13) je 
ipak u stvari tačna ali sa potrebniin izmenama (u datoj aproksimaciji): m i L treba zameniti 
odgovarajućim mnogoelektronskim veličinama Mj odnosno Ј~ ( J je ukupni uglovni moinent 
elektronskog omotača) . 

Izloženi efekat se sastoji u cepanju na neparan broj (tačno 21 + 1) energetskih nivoa. To je 

tzv. normalni Zeeman-ov efekat. Kao što ćemo videti u §6.9.3 i u § 7.4.5, postoji i tzv. anomalni 
Zeeman-ov efekat, u koin se vrši analogno cepanje (izazvano istim magnetnim poljem B) ali na 

paran broj nivoa. 


6.9 Unutrašnji magnetni dipol i spin elektrona 

U ovoin odeljku izložićemo ukratko eksperimentalno-istorijski put kojim se došlo do saznanja 
da elementarne čestice kao na prirner elektron irnaju pored orbitnog i unutrašnji uglovni 

iriornent ili spin. Formulisaćemo sedrni postulat Postulat o unutrašnjim stepenirna slobode 
kako bismo ornogućili konstrukciju spinskog prostora u sledećern odeljku. 


6.9.1 Uvod 

Iz opšte teorije uglovnog momenta znaino da su inoguće i polucele vrednosti kvantnog broja 

uglovnog momenta (tj. poluceli k). S druge strane, iskustvo nas uči da priroda ostvaruje sve 
osirn što joj je zabranjeno prvirri principima. Zato nas ne iznenađuje da elernentarne čestice 
(elektroni, neutroni, njihove antičestice itd.) imaju poluceli unutrašrrji uglovni momerit. 

Mi smo, naravno, invertovali istorijski razvoj, kao što deduktivna teorija po pravilu čini. 
Teorija opšteg uglovnog rriornenta je istorijski došla na kraju, kao kruria jednog induktivnog 
idejnog razvoja uglovnog rriornenta i rotacija u kvantnoj rnehanici. U ovorn ođeljku ćerno za 
trenutak zaboraviti opštu teoriju; imaćemo u vidu sarrro teoriju orbitnog uglovrrog momenta 
koja je već bila poznata prvih godiria treće decenije ovog veka kada je izvršen Stern-Gerlach-ov 
eksperiment. 

6.9.2 Stern-Gerlach-ov eksperiment 

U ovorn eksperirnentu snop paralelnih atorna srebra, rra prirner propuštenih kroz tzv. kolirnator 
(vidi Crtež (C 6.7) ) , prolazi kroz rrehomogerro magnetno polje u korrre se eepa na dva đela. Na 
detektoru se pojavljuju dve mrlje Ag atorrra. 

O čerrru se tu radi? Videli srrro u naivrroj teoriji Zeerrran-ovog efekta (§6.8) da spoljašnje 
magnetno polje B ”vidi” valentni elektron koji kruži oko zatvorenih ljuski (u prvoj aproksimaciji) 

kao uragrretrri dipol (orbitni, za razliku od urrutrašnjeg o korrre će biti reči niže). Potencijalna 
energija elektrona, koji irrra operator magrretnog dipolriog riromerrta i koji se nalazi u magnetnom 
polju B(r) je (kao što srrro videli u (6.8.10) i ispod toga) : 

u(r) = -џ г • B(r). 


(6.9.1) 
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kolimator magnet detektor 



A 



Slika 6.7: Stern-Gerlach-ov eksperiment. 


U pomemitom slučaju norrnalnog Zeeman-ovog efekta rnagnetni dipolrri mornent je poticao 
od kružnog kretanja elektrona u rrjegovoj atomskoj ljusci i dipolni morrrent se rrrogao napisati u 
vidu operatora 

fri = - 0 ! : ' 1 = -Џв1- (6.9.2) 

2rn e c 

Može se očekivati da u dobroj aproksimaciji i magnetno polje u Stern-Gerlach-ovom eksperi- 
rnentu ”vidi” Ag atom kao magnetni dipol, tj. da važi (6.9.1). Pošto je B(r) nehomogeno polje, 
na atom srebra deluje sila F = — W(r). Magnetni polovi (S i J) su konstruisani tako da B(r) 
ima približno homogen srner i to približno duž z-ose (u oblasti snopa) , a intenzitet rrru se naglo 
rnenja. Prerrra torne, sila koja deluje 6,9 * 1 je 

F « -џв )В }^ Iz^ (6.9.3) 

oz 

gde je z 0 ort 2 -ose (videti Crtež C6.7). 

Neutralni Ag atorn irna 47 elektrona (videti Crtež C6.7), od toga 46 popunjavaju zatvorene 
ljuske (ljuske inertnog kriptona i 10 elektrona u četvrtoj d, tj. I = 2, ljusci), a jedarr valentni 
elektron rralazi se u s (tj. I = 0) stanju. U zatvorenim ljuskama se svi magnetni rnoirreriti 
uzajamno kornpenzuju i one rre pokazuju rnagnetne osobine. Drugiiri rečima, B ”vidi” saino 
magnetni dipolni moment valentnog elektrona. 

Ako bi ovaj elektron bio u p stanju (tj. irriao l = 1), (6.9.3) bi se svelo na 

F z « • ^+nh, rn = -1 0, 1, (6.9.4) 

2 ГП е С OZ 

što bi dalo tri mrlje na detektoru 6,9,2 . I svako drugo stanje bi dovelo do neparnog broja (21 + 1) 
mrlja i jedan deo snopa (koji odgovara m = 0) ne bi uopšte bio skrenut. Međutim, valentni 

6,9,1 U tipičnom Stern-Gerlach-ovom eksperimentu & 250.000gaussa/cm. Toliki stepen nehomogenosti polja 

je potreban da bi se dobilo makroskopsko skretanje delova snopa. 

6,9,2 Citalac je zapazio da ponašanje čestica u magnetnom polju Stern-Gerlach-ovog uređaja opisujerno semi- 
klasično. Nairne, kacla se radi o čestiearna dovoljno velike rnase, onđa se snop čestiea kvantno opisuje talasnim 
paketom koji se vrlo sporo rasipa, tj. ponaša se kao klasična čestica. Da bisrno postigli veliku rnasu, kori- 
stirno se atornima kao prenosiocima valentnih elektrona; sarni goli elektroni bi pretrpeli specifične kvantne efekte 
interferencije. 
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elektron u atoiriu srebra je, kao što srno rekli, u s stanju i stoga on (kao ni zatvorene ljuske) 
nema orbitalni magnetni đipolni morrrent. 

Eksperimenti sa drugirn atomima sa po jednim valentnim elektronom u s stanju, kao na 
prirner sa atonrirna H, Li, Na, K, takođe su dali dve rnrlje na detektoru u Stern-Gerlach-ovom 
eksperimentu. Isto je bio slučaj i sa atominra Т1 (Thallmm) , koji inraju jedan valentni elektron 
u p stanju (samo su tu mrlje bile bliže jedna drugoj, videti slično u slučaju Zeeman-ovog efekta, 
kraj § 7.4.5). 

Tako je eksperimentalno bila utvrđena činjenica da elektron ima unuirašnji magnetni dipolni 
moment konstantne veličine, čiji se smer u datom magnetnom polju rnože orijentisati na dva 
načina: gore ili dole. 

6.9.3 Anomalni Zeeman-ov efekat 

Naporedo sa Stern-Gerlach-ovim eksperiurentima unutrašrrji rnagnetni morrrent elektrona u s 

stanju ispitivan je i putein Zeeman-ovog efekta. 

Za razliku od normalnog Zeeman-ovog efekta (videti § 6.8) u ovorn slučaju se energetski nivo 
atoiria (zapravo energetski nivo valentnog elektrona) cepao na dva nivoa u analogiji sa dve rnrlje 
u Stern-Gerlach-ovom eksperimentu, a u skladu sa pomenutom tzv. prostornom kvantizacijom 
(kvantizacijom orijentacije) unutrašnjeg magnetnog dipolnog mornenta elektrona. To je bio pri- 
mer anomalnog Zeeman-ovog efekta. 

6.9.4 Hipoteza spina 

Stern-Gerlach-ov eksperiment i anomalni Zeeman-ov efekat naveli su Goudsmit-a i Uhlenbeck-a 
(čitati: Gaudsmit i Ulenbek) 1925. godine da postave hipotezu postojanja unutrašnjeg uglovnog 
momenta ili tzv. spina kod elektrona, čiji se kvantni broj označava slovom s i ima samo jednu 
vrednost s = | (s je realizacija od k iz § 6.2). 

Na osnovu ove hipoteze, po analogiji sa (6.9.2), operator unutrašnjeg iriagnetnog dipolnog 
inornenta elektrona rnože cla se piše u vidu 


A s — s , (6.9.5) 

2m e c 

gde je š vektorski operator spina, a g s tzv. giromagnetski ili Lande-ov faktor. Za elektron je 
u dobroj aproksimaciji g s = 2, kao što se teorijski i dobija u Dirae-ovoj relativističkoj kvantnoj 
mehanici elektrona, a eksperimentalno se to potvrđuje 6 * * 9 ' 3 . 

Daćemo sad precizniju formu Goudsmit-Uhlenbeck-ove hipoteze spina: 

a) Svaka kvantna čestica irna unutrašnji uglovni rnornent ili spin, a njegov kvantni broj s irria 
sarno jednu i to rreprornenljivu vrednost, koja je jeclna od osnovnih fenornenoloških osobina 
čestice, naporedo sa rnasorn, električnim nabojem itd. Kvantni broj s rnože biti ceo ili 
poluceo broj. 

6 ‘ 9 3 Ispostavilo se da i proton i neutron imaju spin s = |, takođe važi i za njih analogon od (6.9.5): fi s = — g s ^--š 

(uporediti fusnotu 6.8.2). 
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b) Ako s Ф 0, kvantna čestica irrm operator unutrašnjeg rnagnetnog dipolnog mornenta џ 8 = 
^ s 2 mč® (? Ј е električni naboj čestice), koji se fizički ispoljava, u armlogiji sa orbitnim rnag- 
rietnim dipolnim momentom џ и na primer kao član —џ 8 • B u hamiltonijanu čestice u 
prisustvu konstantnog i homogerrog magnetnog polja B. Girorriagnetski faktor g s je takođe 
fenomenološka osobina čestice. 

Treba napornenuti da rnože biti s = 0 (kao kod П_ i K_ rnezona), kada spin rnoženio izostaviti 
u formalizmu; a takođe niože biti s = 1 kao u slučaju fotona, kvanta elektromagnetnog polja. 
Cestice sa polucelim spiriom s nazivaju se ferrnionirna, a čestice sa celirn spinorn bozonirna. 

Pošto u prethodnom paragrafu opisana svojstva ireducibilnih reprezentacija Galilejeve grupe 
predstavljaju saznanja novijeg porekla, opisani nerelativistički teorijski okvir za rn i s je tek 
nedavno izgrađen. 

Međutim, ođavno je poznato da iređucibilne reprezentacije Poincare-ove grupe (relativističkog 
analogona Galilejeve grupe) uvode spin i rriasu analogno kao što srno gore opisali za Galilejevu 
grupu. 


6.9.5 Paradoks spina 

Možerno da pokušamo da formuli (6.9.5) pripišemo fizički srnisao u analogiji sa formulom (6.9.2): 
unutrašnji dipolni rnagnetni rrioment je funkcija spina, preuia torrie rnora da je posledica nekog 
rotiranja električnosti unutar elektrona oko njegove ose, analogno kao što Zemlja irna rotaciju 
oko ose. To bi bila još jedna realizacija Ampere-ove hipoteze o električno-cirkulatomom poreklu 
svake magnetičnosti. 

Sad snro došli do paradoksa: govorirno o kmženju električnosti ”unutar” elektrona, a s druge 
strane elektron, kao i svaku drugu česticu u nerelativističkoj kvantnoj mehanici, zarnišljarno 

kao materijalnu tačku da bisrrio što jednostavnije interpretirali svojstvene vrednosti r opservable 
radijus-vektora čestice. 

Videli smo u paragrafu §4.1.6 da slobodnu česticu možeirro (sa proizvoljnom približnošću) 
lokalizovati u tački sarno po сегш rreograničenog povećavarrja njene kinetičke energije (zbog rela- 
cija neodređenosti između koordinate i irripulsa) . Vezariu česticu rnožemo arralogno lokalizovati 
po cenu neograničeno velikih potencijala, koji će da kompenzuju kinetičku energiju (uporediti 
fusnotu 4.1.8). Sve je to ipak zamislivo u okvirima nerelativističke kvantne mehanike, ali postaje 
prilično nerealno. Međutim, u kvantnoj mehanici se ipak ostaje pri pomenutoj iluziji materijalne 
tačke. 

Bilo je pokušaja da se elementarne čestice tretiraju kao da ispunjavaju izvesnu zapreminu i 
kao da imaju unutrašnju strukturu, ali ovi pokušaji nisi naišli na širi prijem kod kvantnih fizičara, 
ako ništa drugo, već i zbog složenosti modela koji predlažu 6-9-4 . 

U preostala dva paragrafa ćemo videti na koji način se ideja unutrašnjeg porekla dipolnog 

momenta џ 3 realizuje u kvantnoj mehanici. To se čini na jedan apstraktan i formalan način u 
koin bi Ampere teško prepoznao realizaciju svoje poinenute hipoteze. 

6-9 ' 4 Eksperimenti rasejanja elektrorra koje je vršio američki iizičar Hofstadter sa svojorn ekipom pokazali su da 
na primer protorr i neutron zapremaju konačne volumerre. Po svoj prilici, nijedna eleinentarrra čestica nije tačrro 
rnaterijalna tačka. Kvantna meharrika tu čini jedno pojednostavljenje, idealizaciju. Možda će se u budućnosti 

uneti veća rezolucija u njenu interpretaciju. 
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6.9.6 Postulat o unutrašnjim stepenima slobode čestice 

Postulat o kvantizaciji klasičnih varijabli omogućio iiarn je u odeljcima § 2.5 i § 2.6 da konstruišemo 

orbitni prostor stanja % 0 čestice. Sad je došlo vreme da se zapitamo da li je ovaj prostor dovoljno 
bogat (kvantno-mehaničkom strukturom) da se u njeniu izraze sve moguće kvantno-mehaničke 
osobine čestica. Već srrio u § 2.6.6 u stvari dali negativan odgovor na ovo pitanje ukazavši na 
činjenicu prilične raznovrsnosti kvantnih čestiea, a s druge strane % 0 je jedan te isti. U ovom 
odeljku se postavlja pitanje da li se konkretno џ а može definisati u LL 0 . 

Pre svega se mora regulisati logički status proširenja 'Н 0 . 


VII POSTULAT O UNUTRASNJIM STEPENIMA SLOBODE 


Svaka kvantna čestica irna pored orbitnih i unutrašnje stepene slobode, koji 
ulaze u formalizam kvantne rnehanike preko jednog ili više faktor prostora 
sa kojima se % 0 množi direktno. 

U odeljku § 2.6 smo videli da se direktni proizvod faktor prostora stanja pojavljuje kao priro- 
dan način da se u formalizmu izrazi kompozicija materijalnih podsistema, tj. na primer prelazak 
sa dve pojedinačne čestice na dvočestični sistem. Postulat VII ovu ideju proširuje 6 * * ' 9,0 i na nema- 
terijalne podsisteme: na tzv. kinematičke stepene slobode 6-9-6 . 

Kinematički stepeni slobode dele se na orbitne i na unutrašnje. U orbitne spada kako ceo 
% 0 , tako i njegovi faktori % q , q = x,y,z ili % r , %g, % v . Sa gledišta kvantne mehanike prvi i 
najvažniji unutrašnji stepen slobode je spinski. Njegovom detaljnom izlaganju u s = | posvećen 
je sledeći odeljak. Neke druge unutrašnje stepene slobode, kao što su izospin i SU(3) simetrija, 
opisaćemo u odeljcima § 8.5, odnosno § 8.6. Ovo pitanje se detaljnije izučava u kursu posvećenom 
isključivo elerrientarnirn česticarna. 

Kao što smo opisali, istorijski je spin ušao u kvantnu mehaniku putem hipoteze bazirane 
na rezultatima Stern-Gerlach-ovog eksperimenta i anomalnog Zeeman-ovog efekta. Međutim, u 
savremenom deduktivnom prilazu kvantne inehanike, kakvorn je ovaj udžbenik posvećen, poja- 
vljivanje spirra ornogućuje Postulat o unutrašnjim stepenirna slobode. 

Pomenuti Postulat izriče nužnost bar nekog unutrašnjeg stepena slobode, ali što se tiče sa- 
rnog spina, sanio otvara mogućnost njegove pojave. Nužnost uvođenja spina teorijski potiče od 
iređucibilriih reprezentacija Galilejeve grupe. Nairne, u teoriji reprezentacija Galilejeve grupe (i 

odgovarajuće Lie-jeve algebre u suštini osnovnog skupa opservabli r i p u % 0 ) pokazuje se 

da svaku ireducibilnu reprezentaciju karakterišu dva kvantna broja. Prvi rrmže irnati vrednost 
bilo kog nenegativnog broja i interpretira se kao rnasa čestice, a drugi irna celu ili polucelu ne- 
rregativrru vrednost i po svojoj vezi sa rotacioriorn gruporn R,(3) jasno je da je to upravo naš 

6 ' 9 -°Citaocu koji je već malo upućen u kvantnu fiziku može se učiniti da bi postulat VII trebalo samo da dozvoli 

mogućnost a ne da zahteva nužno unutrašnje stepene slobode čestica. Međutim, pogled na tabelu TbS.l 

osnovnih hadrona pokazuje da tu nernamo čestice bez unutrašnjih stepena slobode. Mezoni, na primer, nemaju 
spin (tj. s = 0), ali imaju izospin. Sto se tiče leptona (tj. lakih čestica kao što su elektron, /i-mezon i njihove 
antičestice; neutrina), to su sarni ferrnioni sa spinorn s = |. 

6.9.6 j) 0 p su kineinatički stepeni slobođe karakterisani direktnom faktorizacijom prostora stanja, đinamički stepeni 
slobode, nasuprot torne, đefmisani su sarno pojedinim članovima u hainiltorrijarru kvantrrog sisterria. Tu spadaju 
na primer rotaciorri stepen slobode (videti kruti rotator u § 10.1.5), vibracioni itd. 



228 


GLAVA 6. TEORIJA JEDNOG UGLOVNOG MOMENLA 


spin s. Videti, na prirner, drugu referencu u fusnoti 5.1.4). Teorija ireducibilnih reprezentacija 
Galilejeve grupe je previše složena za elementaran kurs kao što je ovaj. 

Teorijsko poreklo spina je noviji rezultat. Odavno je poznato da ireducibilne reprezentacije 
Poincare-ove grupe (relativističkog analogona Galilejeve grupe) uvode spin i masu analogno kao 
što smo opisali. 


6.10 Formalizam spina s = \ 

Ovaj odeljak ćemo posvetiti detaljnom izlaganju Pauli-jeve teorije elektrona, kako se ponekad 

naziva formalizam spina s = |. Konstruisaćemo spinski faktor prostor stanja H s na osnovu 
vektorske opservable spina š. Proučićemo standardni bazis u H s , matrice koje reprezentuju 
vektorski operator spina i spinske rotacije u tom bazisu. Upoznaćemo se sa tom drugom (ekviva- 
lentnom) varijantom spinskog formalizma: sa dvokomponentnim talasnim funkcijama. Na kraju, 
objasnićemo ideju heliciteta. 

6.10.1 Čestlce spina s = | 

Ukupni prostor stanja čestice sa unutrašnjim magnetnim dipolnim momentom ima u Pauli-jevoj 
teoriji dva direktna faktora: 

( 6 . 10 . 1 ) 

Prvi faktor je orbitni prostor stanja, a drugi faktor je tzv. spinski prostor od 2s + 1 dimenzija u 
opštem slučaju. 

Spinski kvantni broj s je \ ne samo za elektron, već i za proton, neuton, pozitron, antiproton, 
antineutron, za Л i E hiperone itd. Dakle, tu spadaju najvažnije elementarne čestiee elektron 
i proton, koje su potpuno stabilne (tj. ne pretvaraju se u drugu elementamu česticu) i služe 
kao osnovne ciglice za izgradnju elektronskih omotača atoma, odnosno jezgara i preko njih svih 
materijalnih tela. Neutron nije stabilan kad je slobodan, raspada se na proton, elektron i na 
elektronov antineutrino. U vezanom stanju u jezgru neutron postaje stabilan i stoga predstavlja 
treću najvažniju elementarnu česticu sveta, a takođe ima spin s = 

Kao što je već rečeno, čestice sa polucelim spinom s nazivaju se fermioni Cestice čiji je 
spin ceo broj nazivaju se bozoni. Najvažniji bozoni su (bezmaseni) kvanti elektro-magnetnog 
zračenja, tzv. fotoni, čiji je spin, pojednostavljeno rečeno, s = 1 (u stvari imamo ili z, = 1 
foton sa desnim helicitetom ili s z = — 1 levi helicitet; vrednost s z = 0 zbog relativističkih 
razloga nije moguća). Nazivi "fermion” i "bozon” potiču od činjenice da se ove čestice opisuju 
različitim statistikama: Fermi-Dirac-ovom fermioni, odnosno Bose-Einstein-ovom bozoni (”Bose” 
treba čitati: Bouz) . Videti o ovome detaljnije u § 9.3.6. 

6.10.2 Spinski faktor prostor I standardni bazis 

U ovom odeljku ograničavamo se na najvažniji specijalni slučaj spina s = \. Spinski faktor 
prostor definišemo kao apstraktni Hilbert-ov prostor i zbog toga možemo naše rezultate za opšti 
uglovni rnoment K neposredno da specifikujemo na ovaj slučaj pišući š za vektorski operator 
spina (umesto K iz § 6.1 do § 6.4). 


Hu = Ho ® Hs 
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Po definiciji, komponente vektorske opservable spina š x , š y i š z čine osnovni skup opservabli 
u % а . U tom prostoru š z (ili umesto nje š x ili š y ) je kompletna opservabla. Stoga u standardnom 
bazisu u vektorima | кгпХ ) ne samo da Л nije potrebno, nego ne moramo pisati ni k = s = \ (to 
je karakteristika samog 'Н а ). Standardni bazis u % s pišemo prosto u vidu 

{| +),|-», ( 6 . 10 . 2 ) 

označavajući kratko sa ”+” rn s = ~, a sa m s = 

Zahtev da je š osnovni skup opservabli u FL S ima za. posledicu da je % s ireducibilan za š 
(uporediti § 2.5.3). Na jeziku ”ormara sa fiokama” (C6.2), FL S se sastoji od jedne jedine kolone 
dužine 2s + 1 = 2. 

Zadatak 6.10.1 Prodiskutovati analogiju izrneđu konstrukcije Ћ 0 iz zahteva da je r, p osnovni skup opservabli 

11 njemu (§ 2.5 i § 2.6) i opisane konstrukcije prostora % 8 . 


6.10.3 Pauli-jeve matrice 


Kada š reprezentujemo u standardnorn bazisu (6.10.2), opšte jednakosti (6.3. 10)-(6. 3.12) daju 

za matrice s: 


(O. 


m s ђ т ч 


ктп .. ,т’ dl s Ll, 


($х) rn s :п 


\ s y)m a m’ s 


2 J ^ m s Cl ( č'm s ,m' s + 1 + &m s :m' s 1 ) ; 


Hll ~~~ m s m 's(On a ,rn' s +l ~ 


2г V 4 


(6.10.3a) 

(6.10.3&) 


(6.10.3c) 


Takozvane Pauli-jeve matrice o 
jednakošću: 


def 


{<7 Ж , cr y ,a z } su definisane sledećom vektorskom matričnom 



(6.10.4) 


Zadatak 6.10.2 Pokazati da se (6.10.3а)-(6.10.3с) svode na 


1 0 \ ___ / 0 1 

o -i r Стж “ 1 1 o 


a y 


0 -г 
г 0 


(6.10.5) 


Zadatak 6.10.3 a) Objasniti kako je moguće da je matrična reprezentacija s operatora š jednoznačna iako je 
standardni bazis definisan nejednoznačno. b) Provesti analognu diskusiju za opšti uglovni inoment. 


Zadatak 6 .10. 4 Pokazati da Pauli-jeve rnatrice zadovoljavaju sledeće specijalne relacije: 

a\ = a\ =a\ = 1, (6.10.6) 

a x o y = -a v a x = ia z , a y a z = -a z a y = ia x , a z a x = -a x a z = ia v , ( 6 . 10 . 7 ) 

a x a y a z = г, (6.10.8) 

Tr a x = Тгсгу = Tia z = 0 , ( 6 . 10 . 9 ) 

det<7 !C = det(7, ; = detov = — 1. (6.10.10) 

Relacije (6.10.7) znače da dve različite Pauli-jeve matrice antikomutiraju: 

[ o q , o q > ]+ = {o q , O q >} С = o q o q > + o q >o q = 0, q ф c{ , q, с/ = х, у, z. (6.10.11) 
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6.10.4 Spinske rotacije 

Sto se tiče rotaeija u spinskorri faktor prostoru % s , ili preciznije, što se tiče unitarnih operatora 
1Ј 3 (фп) koji su u % s reprezentanti rotacija Кф и u običnom prostoru, oni su dati sa 

и 8 (фп) = \/фп iz 7r-lopte, (6.10.12) 

kao što neposredno sledi primenom opšte formule date u Stavu S 6.4.1. U standardnorri bazisu 
(6.10.2) matrični reprezentant možerno da pišerno na osriovu (6.10.4) u vidu 

и з (фп) = e _ 2 ^ u,(T . (6.10.13) 


Zadatak 6.10.5 Pokazati da projekcija vektorske Pauli-jeve matrice ст na proizvoljan ort u, tj. 


(u je brojni vektor), ima sledeći vid: 


de f 

o u = u * a = u x o x + u y (jy + u z a z 


U r ~~ VU Vi 


i sledeće osobine: 


U x + ZUy —u z 


a~ p = I, p= 1,2,...; a 2p+l = a u , p = 0,1,..., 


gde je I jedinična 2x2 matrica. 

Zadatak 6.10.6 Pokazati da se (6.10.13) svodi na 


11 8 {ф u) = cos | — ia u sin Уфи iz 7r-lopte 


(6.10.14) 

(6.10.15) 

(6.10.16) 


(6.10.17) 


(Indikacija: Poći od definicije eksponencijalne funkcije preko reda i iskoristiti formule cos ф = ]Сп=оСГ”+)п 
sm<ć = Е+)(“Г"(+Тј!-) 


Na prvi pogled izgleda da (6.10.17) daje jednoznačno matricu rotacije za svaki element тг- 
lopte. Međutim. kad se setirno da тш i тг(— u), za svako u, definišu isti element тг -lopte (i istu 
rotaciju), rnoramo proveriti da li te dve tačke daju istu rnatrieii preko (6.10.17). 

Zadatak 6 . 10.7 Pokazati da važi 

U s (iru) = —га и , Vu, (6.10.18) 

U s (тг( — u)) = -io u = — U s (тги) , Vu. (6.10.19) 

Iz (6.10.19) vidirno da elementu {7ru, тг(— u)} 7r-lopte odgovaraju dve matrice: ±1Ј 8 (фп). 
Pošto Е фп = za svako фи iz тг -lopte, a pridruživanje operatora U s (d> u) ili matrice 

и в (фи) klasičnim rotacijama je homomorfizam 6-10 ' 1 (uporediti Stav S 6.4.1), и 8 (фи) = U s ((ir — 
ф)(— u))V(7ru) i očigledno je da ne možemo izbeći dvoznačnost matrične reprezentacije и з (фи). 

6 . 10.1 gnio u Stavu S 6.4.1 i fusnoti 6.4.1 govorili o ” homomorfizmu s tačnošću do znaka”. Ali ako zamislirno 
da klasičnoj rotaciji Кф а pridružujerno skup od dve matrice ±и 8 (фи) i definišemo množenje tih skupova preko 
predstavnika: (±L7(du))(±i7 s (bv)) = ±[/ s (du)f7 s (dv), onda u stvari irnarno pravi hornornorfizam. 
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6.10.5 Euler-ovi uglovi i pojam spinora 

Као što smo videli u paragrafu § 6.1.5, rotacija u običnom prostoru može biti zadata sa tri Euler- 
ova ugla umesto elementom 7 r-lopte. Ako jednakost (6.1.8), koja glasi R[a, в, 7] = R azo Rp yo R 1Zo , 
reprezentujemo matricama rotacija, dolazimo do jednakosti: 

U s (a, i3 , 7) = U s (az Q )U s (i3y 0 )U s (~/z 0 ). (6.10.20) 


Pošto je interval definisanosti Euler-ovih uglova 0 < a < 2тг, 0 < /3 < ћ, 0 < 7 < 2тг, da bismo 

korektno prešli na elemente тг -lopte, definišemo 


/ def ( a, a, < 7Г ^ / def J 7 1 T 

a ( a — 2тт, a. > тт ’ 1 ( 7 — 2тг, 7 > тг 

onda ( 6 . 10 . 20 ) možemo da prepišemo preci.zn.ije kao 

U s (a, i3, 7 ) = U s (a'zo) 67 (/Зуо) (У z o) , 


(6.10.21) 


( 6 . 10 . 22 ) 


pri čemu se ” u (6.10.21) odnosi na odgovarajući ort 11 (6.10.22) (npr., pod (a — 2tt)z 0 pod- 
razumevamo (2тг — а)(— z 0 )). Formula (6.10.17) zamenjena u (6.10.22) onda daje: 


U s (a, / 3 


) h 


, сж 

(cos — 


Q ,f 8 8 'V *y r 

ia z sin — )(cos - i(7 y sin (-)(cos -f- - ia z sin — ) 


(6.10.23) 


(ukoliko se u (6.10.21) uzima druga altemativa sa minusom napisana, onda se u (6.10.23) ” г” 
zamenjuje da ”— г”, kao što odmah sledi iz (6.10.15)). 

Zadatak 6.10.8 Pokazati cla se (6.10.23) svodi na sledeću matricu kojoj je jednaka U s (a,8, 7 ): 

e”*A cos f е” г < ~e~~ l F sin f e*T 
e l A sin f e ^ г А e*Acosfe*< 

(naravno i ovde se ”г” zarnenjuje sa ”— г” pored a' ili 7 ' ako važi druga alternativa u (6.10.21)). 


(6.10.24) 


Grupa svih rotacija u R s (bez obzira na izbor Lie-jevih parametara) je tzv. spinorna (ili 
k = “) ireducibilna reprezentacija grupe R(3). Pošto operatori U s ((pu ) ostvaruju rotacije u 
prostoru T-i s , i sarni vektorima iz R s su specijalni entiteti nazvani spinori. U stvari, oni su po 
definiciji nosioci spinorne reprezentacije. U reprezentaciji standardnog bazisa (6.10.2), spinori 
su dvočlane brojne kolone (elementi iz C 2 ), a rotiramo ih primenom matrica U s (<pu) datih sa 
(6.10.17) ili matrica U s (a, (3, 7) definisanih sa (6.10.24). 


6.10.6 * Matematički podsetnik — direktni proizvod Hilbert- 

ovih prostora i supervektori 

Pošto su vektori koji opisuju stanja elektrona elementi kompozitnog prostora % и = % 0 ® % s , 
postoji više načina kako se rnogu pisati vektori stanja i operatori koji deluju na njih. Da bisrno to 
bolje rnogli da shvatimo, počnimo sa devijacijorn u rnatematiku i rezimirajmo relevantne pojrnove 
i stavove iz teorije direktnih proizvoda Hilbert-ovih prostora. 
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Neka je Ћ. = Ri <g> % 2 i neka su {| пц )|Vmi) i (| n 2 )|Vn 2 } bazisi u respektivnim faktor 
prostorirna. Onda je {| ггц) | n 2 )|Vm l5 Vn 2 } (| пц) | n 2 ) = f | пц )® | n 2 )) bazis u % i proizvoljan 
kompozitni vektor | V)) G LL možemo jednoznačno da razvijemo u red po tom bazisu (uporediti 
§2.6.3): 

I Ф)) = I m i ) I П2 ), (6.10.25) 

'ГП1П2 

gde su Ф тгП л kompleksni brojevi. tzv. koeficijenti razvijanja (6.10.25). Naravno, || | Ф})\\ 2 = f 

(( Ф\ Ф)) = E™IV™oJ 2 < ос) 

Pošto је red (6.10.25) apsolutno konvergentan, možerno sabirke da pregrupišeino po volji. Za 

nas je od važnosti jedino preuređenje koje, uz korišćenje linearnosti i neprekidnosti prvog faktora 
daje: 

I V)) = ^2^2 ^min 2 I т 1 )) I n 2 )• (6.10.26) 

П2 mi 

Obeležimo sa ( n 2 | 'ф)) vektor u rnaloj zagradi: 

( n 2 | ф)) = 'Ефтњ I m i ) e %\, Vn 2 - (6.10.27) 

mi 

Као što i naša notacija sugeriše, iriože da se pokaže da vektor ( n 2 | ф)) € ne zavisi od izbora 

bazisa {} mi )|Vtoi} u %i (već samo od | ф)) i | n 2 )). Vektor ( n 2 | V’)) se naziva parcijalni 

skalarni proizvod. On, za razliku od običnog (ili potpunog) skalarnog proizvoda, ne daje broj već 
vektor u %i. Mi smo ovu operaciju već upoznali u §4.4.5. 

Ako zamenimo (6.10.27) u (6.10.26) dobićemo 


En,( И 2 I 'Ф ))0 I n 2 ) 


(6.10.28) 


Formula (6.10.28) predstavlja razvijanje kompozitnog vektora | ф)) po parcijalnom bazisu (po 
bazisu sarno u jednom faktor prostoru). Ono je jednoznačno. U §4.4.4 videll smo da razvijanje 
| гф) po parcijalnom bazisu koji je svojstveni bazis redukovanog statističkog operatora /3 2 od | фј) 
daje Schmidt-ovu kanoničnu forinu za | ?/)) (značajnu za kvantne korelaeije sadržane u | 'ф))). 

Kao što je dobro poznato, vektori iz T-i 2 na osnovu razvijanja po bazisu {| n 2 )|Vn 2 } reprezen- 
tuju se brojnim kolonama (rnesto u koloni pokazuje pored kog bazisnog vektora stoji dotični broj 
kao koeficijent razvijanja). Analogno ovome, na osnovu parcijalnog razvijanja (6.10.28), možerno 
umesto | фј) da pišemo kolonu vektora iz %i, 


уј) > 


{ n 2 = 1 | ф)) 
( n 2 = 2 | ф)) 


(6.10.29) 


i pri tome je broj vektora u koloni, naravno, jednak broju bazisnih vektora u % 2 , tj. broju 

dimenzija % 2 . Pridruživanje (6.10.29) je tzv. parcijalna reprezentacija kompozitnih vektora. 

Kolone vektora iz %\, tzv. supervektori na %\ , čine sa svoje strane Hilbert-ov prostor sa 
skalarnim proizvodom koji je dat na sledeći način: 


/ 


/ 


'П 


(i) 


/ 


Vi 


( 2 ) 


Ф\ 1) ) 
Ф? 


def 


E< U 


(p) 


ф?), 


(6.10.30) 
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gde đonji indeks ukazuje na pripadnost faktor prostoru Ri, a gornji indeks prebrojava vektore u 
koloni. Na DS-i od (6.10.30) imamo skalarne proizvode u %\. 

Citaocu je iz (6.10.30) bez sumnje jasno da je prebrojivo beskonačna kolone vektora iz 'Н 1 
element Hilbert-ovog prostora ako i samo ako je suma reda koji predstavlja kvadrat njene norme 
konačan broj. 

Pridruživanje (6.10.29) je izomorfizam kompozitnog prostora 'H = Ћ\ 0 %% na Hilbert-ov 

prostor supervektora na %i. 


Zadatak 6.10.9 Pokazati da Hilbert-ov prostor supervektora jedna realizacija od %\ (Indikacija: pokazati 

da su zadovoljene aksiome tenzorskog proizvoda.) 


Stav 6.10.1 Neka je A = A\ 0 Л 2 operator u kompozitnom prostoru, a A\ i Л 2 deluju u faktor 
prostorima %\ odnosno % 2 . Neka je, osim toga, Л 2 matrica koja u proizvoljnom datom bazisu 
{n 2 |Vn 2 } u % 2 reprezentuje Л 2 . Operator A u Hilbert-ovom prostoru supervektora na %\ koji je 
po izomorfizmu (6.10.29) ekvivalentan (tj. jednako deluje) operatoru A = A\®A 2 u % = %\®% 2 
(pomenuta dva ekvivalentna operatora ozrtačavarno jednako) sastoji se u sledećem preslikavanju: 



( 1 



f A\ 

4 


4 2) ) 

= н 2 

Л\ 


V 

= / 


V 




(6.10.31) 


Obratiti pažnju da je u (6.10.31) Л 2 kvadratna, tj. N 2 х N 2 (gde je N 2 = f dini^O) matrica 
kompleksnih brojeva i ona se množi (kao što se množe matrice) kolonom od N 2 vektora A\ \ ) 

iz %\. Rezultat je kolona od N 2 linearnih kombinacija (ili redova) od vektora iz %\. 

Pošto faktor prostori %\ i % 2 igraju а priori simetrične uloge, u svernu rečenom rriože se 
uzajarrmo zarrreniti uloga ova dva prostora. 


6.10.7 * Dvokomponentne talasne funkcije 

U ukupnorn Hilbert-ovorn prostom % u = % 0 ® % s kvantne čestice osnovni skup opservabli je r, 
p, š. Najčešće korišćeni potpuni skup opservabli je f, š z . Odgovarajuća, tzv. koordinatno (ili 
radij us- vektorsko) spinska, reprezentacija daje talasne funkcije sa spinom: 

U(r, m 6 .) = f (r | ( m s | ф)), | ф)) G % u , (6.10.32) 

za koje se skalarni proizvod računa po formuli 

(ф,ф) = ^2 f <1гф*(г,т 3 )ф(г,т 8 ). (6.10.33) 

m s 

Umesto talasnih funkcija sa spinom (6.10.32), često se standardni bazis {| +), | — )} u % s koristi 
za parcijalno reprezentovanje | ф)) G % u . Tako se dobije supervektor na % 0 (specijalni slučaj 
(6.10.29)): 
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( m s | ф)) E 'Ho, rn s = ±|. Na jeziku parcijalne reprezentacije (6.10.34), skalarni proizvod u 
ukupnom Hilbert-ovom prostoru čestica postaje 

(( ф I ф)) = Y^(( Ф I m s)( m s | Ф))- (6.10.35) 

rn s 

Kao što je to obično slučaj u Dirac-ovoj notaciji, DS od (6.10.35) može da se interpretira na dva 

načina: 


1) (( ф | m s ) je bra od keta ( m s \ ф)) E ’H 0 i (( ф | m s )( m s | ф)) je skalarni proizvod u % 0 

(uporediti (6.10.30)); 

2) sabirak (( ф \ m s )( m s \ ф)) je matrični element projektora / о 0 | m s )(m. s |. Pošto je 

Em s IoG> | m s )(m s |= io ® ЈФт а I m s )( m s 1= 4> ® 4 = 4 DS od (6.10.35) se u ovoj 
interpretaciji svođi na (( ф \ ф)), tj. na skalami proizvod u ukupnom prostoru 7i u čestice. 

Uobičajeno je vektore ( rn s | ф)) E 'Н 0 u (6.10.34) pisati u r-reprezentaeiji, tj. preći sa % 0 na 
£ 2 (r). Tako dolazirno do 

U„(r) 

gde je 

ф±(г) = f (r | ( rn s = ±1/2 | ф)) = ф(т, m s = ±1/2). (6.10.37) 

Skalami proizvod se pretvara u sledeći izraz 


(6.10.36) 


(( ф | ф)) = / Агфф(т)ф + (т) + / drp’!. (r)d-(r). 


(6.10.38) 


Talasne furrkcije sa spinorrr, ф(т,т 8 ), kada se prepišu kao dvočlane kolorre (6.10.36), nazivaju se 
dvokomponentnirn talasnim funkcijama. 

Iz gornjeg stava sledi da se dvokomponentne talasne funkcije rotiraju po formuli 


U (фи) ( ' 0+(г) 1 - U (Фи) (Фи^гффифт) 
ЛФ > ' гМ(т) ) ~ ° Лфи) {ф^Вг^Џтфт) 


(6.10.39) 


(uporediti (6.10.31) i (6.7.2)); rnatrica и а (фи) data је sa (6.10.17). 

Imajući u vidu (6.10.39), dvokomponentne talasne funkcije čestice spina ~ se često nazivaju 
i spinornim talasnim funkcijama, ponekad čak i spinornim poljima. 


6.10.8 * Helicitetne reprezentacije 

Као što je rečeno u prethodnom paragrafu, u ukupnom prostoru stanja 7i u = Ћ, 0 ® % s čestice 

najčešće se koristi koordinatno spinska reprezentacija, koju definiše potpuni skup kompatibilnih 
opservabli r, š z . Ponekad se koristi analogna impulsno spinska reprezentacija, koju definiše pot- 

puni skup p, š z . U ovoj reprezentaciji apstraktne vektore | ф)) e % u predstavljamo funkcijama 
ф(р,тф, ili pak prelazimo na supervektore na £ 2 (p): 
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Postoji i mogućnost da se vektorski operator š projektuje ne na fiksirani pravac kao što je z-osa., 

đcf 

već npr, na tekući radijus vektor r. Neka je r 0 = jpy ort od r, a 

š r =' r 0 • š (6.10.40) 

neka je opservabla dobijena projektovanjem š na r 0 . Onda kao potpuni skup opservabli u 7i u 
možemo uzeti r, š r , mada je {š r |Vr 0 } u stvari familija opservabli. Naime, kao bazis u 'Н и koji 
ovaj potpuni skup definiše uzirria se 

{ | r )<g> | m s (r) )|Vr, m s (r) = — s, —s + 1, ..., s}, (6.10.41) 

gde je | rn s { r) ) svojstveni vektor od š r iz (6.10.40): 

š r | m s { r) ) = т 8 {г)ћ | m s (r) ), (6.10.42) 

a r 0 je ort od r (iz prvog direktnog faktora | r )). Dakle, svaki r definiše odgovarajući bazis 
{| rn s { r) )|Vm s (r)} u % s , i za r sa različitirn ortovirna ovi bazisi su različiti. 

Opisana reprezentacija naziva se koordinatno (ili radij us- vektorsko) helicitetnom reprezenta- 
cijom, a sarn kvantni broj rn s { r) naziva se helicitetorn. 

Zadatak 6.10.10 Pokazati da je sa (6.10.41) đat bazis, dakle kompletan ortonormiran skup vektora u 'Н и . 

Vektorska opservabla irnpulsa p rnože da zarneni f i tako se dobija analogna reprezentacija 
koja se naziva impulsno helicitetnom. Koristi se u fizici elernentamih čestica. 



Glava 7 


Slaganje uglovnih momenata 


7.1 Algebra i geometrija slaganja uglovnih momenata 

U ovoiri odeljku ćerno izvesti jeclan od najvažnijih rezultata kvantne teoiije uglovnog mornerita 
(a to je u stvari jeclan od osnovnih zakona kvantne fizike); koje su rnoguće vreclnosti kvarrtnih 

brojeva k za K 2 , K = f Ki + K 2 , kada su date vrednosti kvantnih brojeva k\ i к^ od Kf odnosrm 
Kf. Proučićemo kako se dolazi do višestrukih ireducibilnih invarijantnih potprostora za K. Na 
kraju ćemo ukazati na uopštenja na proizvoljan broj sabiraka i dokazaćemo, za taj slučaj, teorem 
o celobrojnosti vrednosti kvantnog broja k opservable K 2 , K = f J2n=i K n * 

7.1.1 Ukupni uglovni moment jedne čestice i otvorena pi- 
tanja 

Videli smo da elektron, kao i veliki broj drugih elementamih čestica, irna pored orbitnog i spinski 

* def л 

uglovni moment. To dovodi do ukupnog uglovnog momenta j = 1 + š, definisanog u ukupnom 
prostorn stanja % u = % 0 <g> % s . Odrrrah sledi [ j x ,j y ] = '&jz i ciklične perrnutacije. Znači i j u 
% u je jeclna realizacija opšteg uglovnog mornenta, te i za j važe svi rezultati opšte teorije. 

Znamo kako da razložimo i 'Н 0 i % s do ireducibilnih potprostora za 1 odnosno za š; znamo koje 
vrednosti od l se pojavljuju u % 0 i koje za s u % s ; najzad, znamo da konstruišemo standardni 
ba,zis posebno za 1 u % 0 i posebno za š u % s . Postavlja se pitanje možemo li na osnovu svega 
toga znanja da odgovorimo na analogna pitanja u pogledu j u % u : koje se vrednosti kvantnog 
broja j pojavljuju, kako da konstruišemo ireducibilne potprostore i standardni bazis za j. 

Odgovore na ova pitanja. izvešćerno (u ovom i sledećern odeljku) rra jeziku opšte teorije kako 
bi rezultati bili prirnenljivi na slagarrje đva proizvoljna uglovrra rrromenta. 

7.1.2 Slaganje i invarijantni potprostori 

Neka su %\ i %2 dva Hilbert-ova prostora i neka su u njima definisani vektorski operatori uglovnog 
momenta Kj odnosno K2. 

Pod slaganjem , sprezanjem ili sabiranjerrr (engleski: coupling čitati: kapling ili addition 

-čitati: edišn) uglovnih rnornenata K x i K2 podrazumeva se definisanje kompozitrrog uglovnog 
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momenta 

K d = Кх +K 2 , (7,1.1a) 

koji cleluje u kompozitnom prostoru 7-1-1 

Нп = Њ®Њ- (7.1.16) 

(Obratiti pažnju da u (7.1.1) К г treba razumeti kao K x ® l 2 , a K 2 kao Д ® K 2 .) 

Komutacione relacije uglovnog momenta, koje važe posebno za Kj i K 2 , iinaju kao neposrednu 
posledicu analogne relacije za K: 


[ K x ,K y ] = гћК~ i cikl. perm. (7.1.2) 

Prerna toine, irnaino sad tri uglovna momenta Ki, K 2 i K i irnamo u svakorn ocl tri pornenuta 
prostora stanja razlaganje na ireducibilrre potprostore: 


Њ\ = Ј 


0 

0 

::: 1 V 1 ’ 

(7.1.3a) 

Њ = а 

)+vf 2) = 

djt n 

Ф+ ®a 2 1 

л;(^2А2) 

= 1 У 2 5 

(7.1.36) 

Њ.2~~ 

= e*vg } = 

= ®k 0a= 

v m 

: 1 V 12 J 

(7.1.3c) 


(uporediti (6.3.1) i (6.3.7)). 

Pretpostavlj amo da su svi đetalji razlaganja (7.1.3a) i (7.1.36) poznati, tj. u analogiji sa 
j = 1 4- š, pretpostavlj amo cla su Ki i K 2 prethodno detaljno proučeni. O (7.1.3c) zrianio sarno 
da fc-ovi ne mogu biti drugo clo celi ili poluceli nenegativni brojevi i da je dim V-[ 2 A) = 2k + 1, VA 
(videti (6.2.30) i (6.3.7)). Ostale detalje u (7.1.3c) ćemo sada izvesti iz (7.1.3a) i (7.1.36). 

Možemo zameniti (7.1.3a, 7.1.36) u (7.1.16) i dobiti 


Пи = e> t „k,(v<A ® +") = Ф*.л ®л„л, (v; 


(+)л 


j(feiAi) 


■уЈ 'žM) 


[7.1.4) 


Pitamo se da 11 su ove dekompozicije od Ji\ 2 invarijantne za K. 


Lema 7.1.1 Ako je V\ C Њ mvarijantan potprostor za К х , a V 2 C Њ invarijantan pot/prostor 

d cf 74 0-p 

za K 2 onda je Vj ® V 2 C Њ .2 invarijantan potprostor za K = K :l + K 2 u Њ .2 = Њ ® Њ- 

Dokaz: Dokaz je očigledan kada se sa (7.1.1a) deluje па nekorelisane vektore koji obrazuju V\ ® V 2 . Q- E. D. 

Znači, (7.1.4) predstavlja invarijantnu dekompoziciju kompozitnog prostora Њ 2 za K. Preo- 

staje riarn sarno da potprostore v( ž ' ,Al) ® V 2 fc2Aa) dekomponuj emo do ireducibilnih potprostora za 
K, tj. da izvršimo razlaganje (7.1.3c) pomenutih potprostora (umesto celog prostora Hn). 

7ЛЛ Sabiranje uglovnih momenata je nužno propraćeno kompozicijom podsisterna u nađsistern (7.1.16). Fizički 
srnisao ove činjenice je u torne što sarno podsistemi (materijalni podsistemi ili kinernatički stepeni slobođe, upo- 
rediti § 6.9.6) rrrogu imati uglovrri moment sa punim fizičkim smislom tog pojrrra. 
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7.1.3 Dimenzije potprostora 

U potprostoru yj; fclAl ' ®v( 2 2Xi \ sa fiksiranira h, Л 1; k-2, Л2, iraamo bazis 

{| h mi Лј_ ) | Л- 2 m 2 Л 2 ) | ffli = -h, . . ., h; m 2 = -к 2 , . . ., к 2 }. (7.1.5) 

Pođimo od zapažanja da je ovo svojstveni bazis opservable K z = К{ } + K 2 , tj. da važi 


K z | ki rrii Xi ) | k 2 rn 2 Л 2 ) = (ffli + rn 2 )Ti | h rn 1 Лј ) | k 2 rn 2 Л 2 ), Vm 1 , rn 2 (7.1.6) 


i da poinoću bazisa (7.1.5) lako možemo da zaključimo kolika je dimenzija pojedinih svojstvenih 
potprostora V m od K z imutar y.[ fclA ^ ®V 2 ' 2X2 \ Nameće se ideja da iz ovih dimV m pokušamo da 
zaključimo koliki su d fc . Ali prvo izvucimo jedan neposredan zaključak iz (7.1.5) i (7.1.6). 


^ с1б1 

Lema 7.1.2 Sve vrednosti magnetnog kvantnog hroja m = т л + m 2 za kompozitni K z = K\ 1 + 


IČ > koje se pojavljuju u У 1 *' 1Л1 ' 1 ® V 2 ‘ 2A2) su jedne te iste celobrojnosti (za termin uporediti kraj 
od § 6.2.9). Drugim rečima, ili su sve vrednosti od rn celi brojevi, a to je slučaj ako su rn х i m 2 
(zapravo k\ i k 2 ) jednake celobrojnosti (i jedni i drugi celi ili i jedni i drugi poluceli); ili su svi 

m poluceli, ako su k\ i k 2 različite celobrojnosti. 


,+iAi) 


к+Аг) 


Dokaz: Iskaz je očigledan Q. E. D. . 

Pošto se celobrojnost od m uvek podudara sa celobrojnošću od k, iz Leine L 7.1.2 odniah 
sledi 

л def л 

Lema 7.1.3 Sve vrednosti kvantnog bmja k ukupnog uglovnog rnomenta K = Kj + K 2 koje se 
pojavljuju u y[* lAl )®y( fe2A d su jedne te iste celobrojnosti i ona se podudara sa celobrojnošću broja 
hvh. 


Vratimo se sad za trenutak čak na opšti slučaj jeđnog uglovnog rnomenta K u TL (ne nužno uz 

važenje (7.1.1)). Pretpostavimo da se pojavljujn samo polucele vrednosti za k (da se pojavljuju 
samo cele vrednosti bilo bi analogno). Poređajmo svojstvene potprostore y fe od K 2 u % po 
rastućem k (jedan primer je prikazan na Crtežn C 7.1). Vidimo da važi 


dim V m = 4 


k> 


(7,1.7) 


(dim V m je broj kvadratića u odgovarajućoj vrsti Crteža). 

Ako fiksiramo bilo koje k i pišemo ga kao 4 (7.1.7) implicira: 

dimV ra=feo =4 0 + 4, dimy ra=feo+ i = 4- 

k>(ko + l) k>(k 0 +l) 

Ove jednakosti, sa svoje strane, daju 


7.1.8) 


4 0 = diiri V m= k 0 - dirn V ra=feo+ i 


. Vkv 


(7.1.9) 


Na Crtežu C7.1 se lako rrmže videti da važi (7.1.9), i to na primeru ko = |, | i |. 
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Slika 7.1: Dimenzije svojstvenih potprostora V m operatora K$. 


m 2 



Slika 7.2: Vrednosti kvantnog broja m za vektore | k\ т\ X\) \ k 2 m 2 Л 2 ). 

7.1.4 Vrednosti kvantnog broja od (Ki + K 2) 2 

Viđeli smo da iz (7.1.9) možemo dobiti (R ako prethodno izračunamo dimV m za m > 0. A za to 
će nam poslužiti bazis (7.1.5) uz pomoć Crteža C 7.2. 

Na Crtežu C 7.2 smo pretpostavili ki > k 2 . Tačke predstavljaju vektore | k\ m\ Ai ) | 
k 2 m 2 X 2 ), u bazisu (7.1.5) (preko apscise т г i ordinate m 2 ). Kose isprekidane linije predstavljaju 
pojedine vrednosti od m = пц + m 2 , te je broj tačaka na takvoj liniji jednak dimV m . 

Sa Crteža C7.2 je jasno da je rn > 0 i dimV m ф dim V m +i irnanio sarno u intervalu kosih 
linija koji je naznačen đvosrnernom strelicom, i tu je stalrio dirn V m = dirn V m+ i + 1. Na prvoj i 
poslednjoj liniji tog intervala vrednost od rn je k\ + k 2 odnosno k\ — k 2 , kao što se može zaključiti 
po tačkarna na koje ukazuju strelice. 

Prema torne, iz (7.1.9) sledi: + = 1, za k = \ki — k 2 \, \ki — k 2 \ + 1,. . . ,k\ + k 2 ; + = 0 inače. 
(Da smo imali k 2 > k\, stavili bismo rn 2 na apscisu i dobili bismo na dorrjoj granici k 2 — +. Obe 

mogućnosti obuhvatamo sa |+ k 2 1.) 

Dokazali smo sleđeći teorem: 

Teorem 7 . 1.1 Direktan proizvod i/reducibilnih potprostora (za k 1? odnosno K. 2 ) Vp lAl ^ <S> V^ 2 ^ 
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dekomponuje se svojstvenim razlaganjem opservable K 2 u po jedan ireducibilni potprostor у (АА1А2) C 

Jii 2 za sledeće vrednosti od k: 


k — \ki — k 2 \, \к\ — k 2 +1, . . . , k\ + A; 2 : 


(7.1.10) 


Ц- 


V 


y(ki Ai ) ^ ^(^2^2) m /ci +&2 ^)(kXi Л2 ) 


^ife=|ifci-ife2| K ' 12 


(7.1.11a) 


Zadatak 7ЛЛ Za konkretni slučaj sa Crteža C 7,2 nacrtati pojedine V m (sa dirn V m ф 0) i to 11 vidu položene 
piramide kao na Crtežu C 7.1. 


Zadatak 7Л*2 Proveriti razlaganje (7.1.11a) po dimenzijama potprostora sabiraka, tj. pokazati da uvek važi 

ki+k 2 


dim(V- 


(fclAl) ® V+ A2) 


dim Vi2 AlAa) - 


(7.1.116) 


7.1.5 Višestruki ireducibilni invarijantni potprostori za 

/\ /ч 

Ki + K 2 

Ako zamenimo (7.1.11a) u (7.1.4) i ako se koristimo čmjenicom da ni izvođenje ni rezultat Teo- 
reina T 7.1.1 ne zavise od konkretnih vrednosti Ai i A 2 , tako da možemo da uzajamno zamenimo 
ređosled sumiranja po Ai, A 2 i po k, onda đolazirno do 


Пп = в> м . 2 Шл,л 2 ®jLr_ ta |VS A,fe) 


7T > + г\ ^1 +^2 

^kik-2 &к=\кл-к‘>. 


л ђ(к\ k^k) 
V 12 J 


(7.1.12) 


gde je 


y(kik 2 k) def 


Ai = l ®A 2 = 1 '12 


(7-1.13) 


a V- 


(feAi A 2 ) 
12 


su ireducibilni invarijantni potprostori za K u Hn- 


Invarijantni potprostor ®^I+ 2 k2 \ ®Ai,a 2 V[ 2 AiA2) prikazan je dijagramatski na Crtežu C7.3 za 


isti primer kao na Crtežu C7.2: k\ = 4, k 2 


rn V 12 


(fc 1= 4,fc 2 = §,fc=^) 



,(^1=4Л’2 = | ,fc=|) 
ML2 


2 ’ 


Sad se inoramo zapitati da 11 sino sa (7.1.12) i (7.1.13) 
postigli naš prvobitni cilj (7.1.3c), tj. da li su pravougaonici 
Vg lfcafc) na Crtežu C 7.3 višestruki ireducibilni potprostori za 
K u ?7i2 koje smo obeležili sa v[ k) u (7.1.3c). Očigledno je da 
bi odgovor bio potvrdan ako bi različiti parovi k\, k 2 davali 
nužrio različite k (bez prepoklapanja intervala (7.1.10)). To, 
naravno, nije slučaj. Drugirn rečiina, u pravougaonicima na 
Crtežu C 7.3 nisu nužno obuhvaćeni svi ireducibilni potpro- 
stori (kolone) koji odgovaraju pojedinirn vređnostima od k u 
%12 (jer su k\ i k 2 fiksirani). 

Lako se vidi da konačni rezultat našili razmatranja u ovorn 
odeljku treba da glasi: 


-d k — d k i • d k 2 - 


Slika 7.3: Višestruki ireduci- 
bilni invarijantni potprostori 
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Teorem 7.1.2 Dok se ireducibilni potprostori Vf 2 ^ za K u 
TL i 2 ( videti (7.1.3c)) mogu dobiti kao što je rečeno u Teoremu 


T 7.1.1: 


yg A) = y{f lA2) , A = A 1} A 2 , Ук (7.1.14 a) 

(videti (7.1.11a)), višestmki ireducibilni potprostori iz 

(7.1.3c) glase: 

Уи = ®'к и кУ 12 к2к \ \h - h\ < k < h + к 2 , (7.1.14 b,c) 

gde apostrof na sumi u (7.1.14b) znači da se sumira po pa/rovirna k\, k^ koji zadovoljavaju obe 
nejednakosti u (7.1.Цс); a višestrukosti dk rnogu da se pišu u vidu: 


d k 


k i ,&2 


di, , d. 


k\ u k2 ч 


(7.1.Ш) 


(apostrof opet znači da je (7.1.14c) ograničenje na izbor pa/rova k\, po kojima se sumira). 


Napomena 7.1.1 Znarno iz opšte teorije jednog uglovnog momenta da razlaganje na ireducibilne 
invarijantne potprostore (7.1.3c) irna isti srnisao za K kao i za odgovarajuću rotacionu grv/pu 

{и(фи) = е~^ фи '^\фи iz тт -lopte } u kompozitnom prostoru Hn- Usled K = f Ki + K 2 rotacije u 
Tii2 u stvari glase 

1Ј(фи) = eri^ 1 <g> crfU^ (7.1.15) 

i znače isto rotiranje (tj. rotiranje za isti фи) u Ti\ i Ti^. 


7 . 1.6 Slaganje tri ili više uglovnih momenata 

Kad irnamo vezano stanje dve čestice sa spinom s = - (kao deuteron ili kao neutralni atorn 
vodonika), onđa se ukupni uglovni rrioment sistema sastoji od zbira tri uglovna momenta 


J — l + ši + š 2 , ( 1 .1.16) 

gde je 1 orbitni uglovni moment sistema (uporediti (4.5.12a). Postavlja se pitanje koje vrednosti 
rnože da poprimi kvantni broj J od J 2 kada imamo po jedan fiksiran kvantni broj l od l 2 , od 
š 2 i s 2 od § 2 - 

Da bisrno dobili odgovor 11 a ovo pitarrje, riroramo prvo dva od naša tri uglovna momenta 
spregnuti (bilo koja dva), recirno, 1 i ši. Obeležavajući sa K = 1 + ši dobićemo sledeće vrednosti 
kvantnog broja k od K 2 : k = \l — s‘i|, \l — s^ \ + 1, . . . , l + s\. Svaku od ovih vrednosti onda 
sprežemo sa s 2 na isti način. Tako ćemo dobiti sve vrednosti koje J rnože da iiria 

J = 1 Џ — S'i | — s 2 |, • • • , |/ — Si | + s 2 ; 1 1/ — Si| + 1 — -s 2 |, . . • , \l s 1 1 + 1 + s 2 ; . . . , |/ + Si — s 2 |, . . . , l + sp + s 2 . 

(7.1.17) 

Ovaj postupak sukcesivnog slaganja dva po dva uglovna rnornenta se neposredno proširuje na 
slučaj više od tri sabirka. 
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Čitalac se rnožda zapitao zašto je redosled u sukcesivnorn slaganju po dva uglovna mornenta 
irelevantan. Neka je K == Yln=i K n i neUje P =0 l ■■ ) proizvoljna pemmtacija 

reda Л г . Kao što je poznato, možemo permutovati sabirke bez promene zbira: Y2n=i K Pn = 

Y2n=i K n = K. Pretpostavimo da smo izračunali, pomenutim metodom sukcesivnog sprezanja, 
spektar i multiplicitete od K 2 pre i posle permutacije. Kad ne bismo dobili isto na oba ova 
načina (sabiranja uglovnih momenata) protivurečili bismo ili mogućnosti permutovanja sabiraka 
ili asocijativnosti sabiranja ili samoj teoriji slaganja dva uglovna momenta. Naravno, ni jedno 
ni drugo ne dolazi u obzir. 

Dokazaćemo sledeći teorern. 

Teorem 7.1.3 Pretpostavimo da slažemo N uglovnih momenata K = f Y2n=i K n , N > 2, i da su 
vrednosti kvantnih brojeva k\, +, . . . , к^ (od Kf, Kf, . . . , K? N ) fiksirane. Sve vrednosti kvantnog 
broja k od K 2 su onda jedne te iste celobrojnosti i to: one su celi brojevi ako među ki, , čv 
imamo paran broj polucelih, a vrednosti od k su polucele ako i sarno ako rneđu pornenutim kvant- 
nim brojevima irna neparan broj polucelih. 


Dokaz: Iz Leme 3 odmah sledi da Teorem T 7.1.3 važi za N = 2. Pokazaćemo da ako važi za N 0 , važi i za N 0 + 1 
(metod totalne indukcije) i to pornoću sledeće šeme na kojoj samo treba proslediti sve četiri mogućnosti. Neka je 


]Г K„ =К' К'+ KjVo+1 = К. 


n=l 


Ako je broj polucelih od к\ ђ ....... k x v 0 paran, onda i sarno onda je k! ceo, a ako je neparan onda i sarno onđa je k! 


ceo 




k! ceo 


i fciv 0 +i ceo, ili 


poluceo. Tada je k < 


k! poluceo i fcjv 0 +i poluceo, 

i kjN oA-i poluceo, ili 


, . k! ceo 

poluceo 4+ < , . , . , 

5 k! poluceo i fc/Vo+i ceo, 


(pretpostavljamo da znamo k). Q. E. D. 


7.2 Standardni bazis za K, Clebsch-Gordan-ovi i 6 j koe- 

ficijenti 

U ovom odeljku ćemo se suočiti sa problemom da direktni proizvod standardnih bazisa za К г 
odnosno za K 2 nije standardni bazis za K. Na osnovu opšte teorije, sa izvesnom dodatnom 
specifikacijom, konstruisaćemo standardni bazis za K u kompozitnom prostoru. Proučićemo ma- 
tricu razvoja ovog bazisa po pomenutom direktnom proizvodu bazisa. Matrični elementi matrice 
razvoja su tzv. Clebsch-Gordan-ovi koeficijenti. Ukazaćemo na potpune skupove kompatibil- 
nih opservabli koji definišu pomenute respektivne bazise kao svoj zajednički svojstveni bazis. 
Osvrnućemo se na ulogu rotacija u kompozitnom prostoru. Na kraju, objasnićemo pojam 6 j-, 
9 j- itd. koeficijenata, koji se pojavljuju pri sabiranju 3, 4, itd. uglovna momenta. 

л def л 

7.2.1 Prelazak na standardni bazis za K = Ki + 

U prethodnom odeljku smo razložili proizvod ireducibilnih potprostora V+ Al ^ ® V^ 2 ^ u niz 

V}f‘ A2 \ k = | Aii — k‘z\, \ki — A,' 2 | + 1, , ki + neekvivalentnih (u pogledu K) ireducibilnih 
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invarijantnih potprostora za K. Od standardnih bazisa u i H 2 nasledili smo u H V 2 indukovani 
bazis 

{| kinii\i ) | k 2 m 2 A 2 ) | mi = -k u .... k u m 2 = -k 2 , ..., k 2 }, (7.2.1) 

koji, đođuše, obrazuje pornenuti potprostor vf ClAl ^ 0 V 2 k ' 2X2 \ ali riije adaptiran na rrjegovu de- 
kompoziciju Y\ k k=\kl-k 2 \ i nije standardan za K. Standardan bazis za K bismo pisali 11 

vidu: 

{ | k\k 2 \\ \ 2 ! k тп ) 1 777. = — k , .... k, k = \k\ — k 2 1 , . . . , k\ -V k 2 } . ( / . 2 . 2 ) 

Bazis (7.2.1) je dijagrarnatski prikazan skuporn tačkica raspoređenih po površirri pravougao- 
nika rra C 7.2, I bazis (7.2.2) se rrrože prikazati na analogan načirr'- 2 - 1 i učinićenro to na Crtežu 
C 7.4. 

к г >к2 

к г = 4 
* 2 = 5/2 

m = -к г -к 2 + 1 
m = -к г - k 2 = -13/2 

k = k 1 + fc 2= 13/2 

Slika 7.4: Standarđni bazis za K l = K x + K^. 

Upoređujući Crtež C7.4 sa C7.2, moženio konstatovati da su to sad druge tačkice, ali opet 
predstavljaju po jedan vektor iz svojstvenih potprostora V m za K z = f (vektori iz 

(7.2.2) ne iz (7.2.1)); da umesto пц i m 2 imamo nove koordinate: rn i k ( k prebrojava oivičene 
delove pravougaonika, koji predstavljaju svojstvene potprostore V^ 1 ^). Ovo poređenje je 

instruktivno jer oba pomenuta crteža prikazuju eksplieitno ono što je zajedničko u (7.2.1) i 

(7.2.2) : relevantnost svojstvenih potprostora V m od К~ (kose isprekidane linije). 

Mi sad želimo da bazis (7.2.2) razvijemo po bazisu (7.2.1) pomoću jednoznačno definisane 
matrice razvoja. 

7.2.2 J ednoznačnost matrice razvoja 

Ako se podsetimo definicije standardnog bazisa (6.3.6), uočićerno da u bazisu (7.2.1) imairio 
sarno jedan slobodan fazni faktor: recirno, ako u v{ fclAl ^ standarđni bazis pomnožimo zajedničkim 
faznim faktorom е г<г \ a u V^ 2 ^ analogno sa e'Ć orida bazis (7.2.1) množimo zajedničkim faznirn 
faktororn ekk +Ф)' рт bazisu (7.2.2), rneđutiiri, otvorenih fazrrih faktora irrra toliko koliko irria 

različitih vrednosti k. Tako ne možemo dobiti jednoznačnu matricu razvoja. 

7 - 2Л Autor je zahvalan magistrantu Milanu Džambazovskom što je dao ideju za Crtež C 7 . 4 . 




244 


GLAVA 7. SLAGANJE UGLOVNIH MOMENATA 


U stvari moramo da suzimo pojarn standardnog bazisa u primeni na (7.2.2), tj. rnoramo ga 
preciznije definisati, tako da (7.2.2) nema ni jedan slobodan fazni faktor u odnosu na (7.2.1). 
Drugirn rečima, bazis (7.2.2) rriora biti jednoznačna funkcija bazisa (7.2.1). 

Pornenuto suženje se postiže sledećorn konvencijom. U svakorn V^ AlA ^ slobodni fazni faktor 
vektora | fcift 2 AiA 2 ; к, m = k ) biramo tako (a to je očigledno jednoznačno) da ima pozitivnu 
projekciju rra | k\,m\ = ki, X) | & 2 , m 2 = k — k\, Л 2 ): 

(k\ , m,\ = k\, A] | ( k, 2 , m 2 = k — k\, Л 2 | A:i fc 2 Aj Л 2 ; k, m = k) 0, Vk\ , /s 2 , Ai , A 2 , k. (7.2.3) 

Konvencija (7.2.3), naravno, ima za premisu da dotični skalarni proizvod ne niože biti nula. 
A da je ovo stvarno slučaj pokazuje se u detaljnijim priručnicima kvantne teorije uglovnog mo- 
nienta 7 ' 2 ' 2 . 

Ako se zapitarno da li riakori konvencije (7.2.3) bazis (7.2.2) zavisi od eventualnog množenja 
bazisa (7.2.1) faznirn faktorom (АМФК dolazimo do zaključka da sarn bazis (7.2.2) zavisi, ali 

matrica razvoja bazisa (7.2.2) po bazisu (7.2.1) ne zavisi od pomenutog množenja, jer da bi se 
održalo važenje konvencije (7.2.3) moramo i sve vektore bazisa (7.2.2) pomnožiti istim faktorom 
p 4 Ф'\" Ф ) 

Preostaje još veorna važno pitanje đa li matrica razvoja zavisi od vrednosti dodatnih kvantnih 
brojeva Ai i A 2 . 

Teorem 7.2.1 Matrica razvoja hazisa (7.2.2) po bazisu (7.2.1 ) uz važenje (7.2.3) je jedna te ista 
u svim potprostorima V-f*’ 1 ^ <S> VpA Ai = 1, . . . , d^, A 2 = 1, . . . , <4,, tj. ona je jedinstvena. 

Dokaz ćerno dati u Dođatku § 7.2.8. 


7.2.3 Clebsch-Gordan-ovi koeficijenti i selekciona pravila 

Matrični elementi matrice razvoja bazisa (7.2.2) po bazisu (7.2.1) uz važenje (7.2.3) nazivaju se 
Clebsch-Gordanr-ovim (čitati: Klebš-Gordanovim) ili skraćeno CG-koeficijentima (engleski još i: 
vector-coupling coefficients) . Moženio pisati 


k i 

| kik 2 XiX 2 -, km ) = | k x miXi ) \ k 2 , m 2 = m - m b A 2 )( k\k 2 m u m 2 = m - т л | km) , 

m\ ------ k \ 

m = —k, . . . , k, k = \k\ — k 2 \, . . . ,k\ + k 2 , (7.2.4a) 

ili inverzni razvoj bazisa (7.2.1) po bazisu (7.2.2): 

ki+k2 

| крпц Х^ ) | k 2 m 2 X 2 ) = | kik 2 X\X 2 ; k, rn = ггц + rn 2 )( k\k 2 k, m = ггц + m 2 \ mpmfi). 

k = \k\ k 2 | 

(7.2.46) 

7,2,2 Konvencija (7.2.3) je ekvivalentna tzv. konvenciji Condon-a i Shortley-ja (čitati: Kondon i Sortli); po potrebi 
videti njihovu znamenitu monografiju: B.U. Condon, G.H. Shortlev, The Тћеогу of Atornie Spectra , Cambridge, 
1935. Jedan od najpoznatijih pomenutih priručnika je: A.R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mecha- 
nics, Princeton, Princeton Universitv Press, 1957. 
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U formule (7.2.4) smo već ugradili tzv. selekciona pravila: 


(7.2.5 a,6) 

kako se obično naziva činjenica da samo kvantnim brojevima koji zađovoljavaju relacije (7.2.5) 
odgovaraju nenulti CG-koeficijenti. To je očigledna posledica činjenice da su i bazis (7.2.1) i 
bazis (7.2.2) svojstveni bazisi opservable K z i osnovnog rezultata prethodnog odeljka (T 7.1.1). 

Selekciono pravilo (7.2. 5б) se naziva pravilom trougla, jer izražava upravo činjenicu da veličine 
ki, к 2 i k moraju biti takve da mogu biti stranice trougla. Stoga je i očigledno da se (7.2.5b) 
rnože ekvivalentno prepisati u bilo kom od sledeća đva vida 

\k\ — Л,’ | k'2 fč k\ + k\ \k'2 — k\ ki < k 2 -h k. ({ ,2.5c ,d) 


m = rrii + m< 2 , \к\ — Л' 2 1 < к < k\ + k 2 


Zadatak 7.2.1 Izvesti (7.2.4a) i (7.2.45) pornoću relacija zatvorenosti bazisa, (7.2.1) odnosno (7.2.2) u V’) fc| Ai ^ ® 
vf 2X ‘ 2) C +12. 

Ispostavlja se da su svi CG-koeficijenti realni brojevi 7 - 2-3 . Stoga koeficijenti ( k\k 2 km | niimf 
i { k\k 2 m\m 2 | krn) sa istim kvantnim brojevima, koji se pojavljuju u (7.2.46) odnosno (7.2.4a), 
su u stvari jednaki (bili bi uzajamno kompleksno-konjugovani, jer se u njirna uzajamno zarne- 
nila uloga bra i ket vektora). Odsad ćerno umesto koeficijenata ( к\к 2 кт \ m\m 2 ) uvek pisati 

( kik 2 mim 2 \ km). 

Dotične koeficijente rnožemo posmatrati kao matrične elemente matrica razvijanja M i N u 
smislu (poj ednost avlj eno napisanih) jednakosti (7.2.4): 

| krn) ^ j Mk mjmim2 | rri\ ) | m 2 ), | rri\ ) \ m 2 ) ^ j A mim2 ,fcm I kin), (/.2.ба,6) 

mi m-2 k 

M k m, mi m 2 = ( к\к 2 т\т 2 \ km), (7.2.7a) 

N mi m 2 ,km ( k\k 2 m\m 2 \ km) М^ т ^ т1ГП2 . (i.2.i b) 

U opštem slučaju imali bismo N = M ^ 1 = ikU = (М 1 )* (zbog unitarnosti), ali zbog realnosti 
matrice M imamo N = M T . To se vidi i iz jednakosti (7.2.7b). 

Pošto je matrica M (kao i N) unitarna (jer prevodi ortonormirani bazis 11 isti takav), njeni 
matrični elementi, tj. CG-koeficijenti, zadovoljavaju uslove ortonormiranosti vrsta i kolona: 


( k\k 2 mini 2 I кпг) ( к\к 2 т\гп 2 \ k'm') = б ш б тт >, 

ГГ11ГП2 

У" ( k\k 2 mim 2 \ km){ k\k 2 m[m' 2 \ km) = 


'7.2.8a) 


(7.2.86) 


km 


Na kraju ovog paragrafa, daćemo bez dokaza jednu opštu formulu za izračunavanje CG- 
koeficijenata. 


,, , , ч /(2A: Ч- l)(fci + A: 2 — /c)!(A:i — A 2 + A:)!(/c 2 — A:i Ч- Л:)! _ 0 n , 

hhrmnH | krri) = d mi+m2jm J- ^ - v -х (7.2.9) 

: \f (h + mi)l(k\ - m\)l(k 2 + m 2 )\(k 2 - m 2 )l(k + m)\(k - m)l 

zl(k\ + k 2 — k — z)l(k\ — гп\ — z)l(k 2 + rn 2 — z)l(k — k 2 + mi + z)l(k — k\ — rn 2 + z)\ 

(gde 2 uzima sve vrednosti za koje su svi izrazi 11 kojima se 2 : pojavljuje definisani). 


D-d 1 


7 - 2 - 3 Dokaz je dat u § 8.2.8 
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7.2.4 Wigner-ovi 3j-koeficijenti 

Radi postizanja lepših osobina, Wigner je uveo tzv. 3j-koeficijente po definiciji (mi pišemo k 
umesto j): 


* 2 ** ) = (-1)*-*™(2А* + l)-!( Mhrntm, | k 3 m 3 ), (7.2.10) 

\ m i m -2 rn 3 j 

pri čemu k\, k 2 i k 3 mogu biti bilo koji kvantni brojevi uglovnog momenta, tj. I, s, j, L, S, J 
itd. Bitno je da se dva od njih sprežu u treći (iz osobina niže se vidi da nije važno koja dva se 
sprežu) . 

Naravno, i Зј -koeficijenti zadovoljavaju selekciona pravila (7.2.5a, 7.2.56). Osim toga, ovi 
koeficijenti imaju sledeće osobine simetrije: 

1. koeficijenti ne menjaju svoju vrednost pri cikličnoj permutaciji tri kolone; 

2. koeficijenti se rnnože sa (— l) fcl+fc2+fc3 pri anticikličnoj permutaciji pomenute tri kolone; 

3. koeficijenti se množe sa (— l) fcl+fc2+/C3 ako se prornerd predznak od ni\, m 2 i m 3 istovremeno. 

7.2.5 Potpuni skupovi kompatibilnih opservabli 

Vratimo se bazisirna (7.2.1) i (7.2.2) i podsetirno se koji potpuni skupovi kompatibilnih opservabli 
u Hn definišu te bazise kao svoje zajedničke svojstvene bazise. 

U slučaju bazisa (7.2.1) to su 



Kf, N>, Л; К), V", л 2 ; 

(7.2.11a) 

u slučaju baz 

dsa (7.2.2) radi se o 



kf, kl, ii, i 2 ; k 2 , k z . 

(7.2.116) 


Opservable A\ i Л 2 su dodatne u odnosu na uglovne mornente (rnogu biti i skupovi dodatnih 
opservabli) ; njihovi su kvantni brojevi Ai odnosno Л 2 . 

Važno je uočiti da skupovi (7.2.11a) i (7.2.116) imaju zajednički podskup opservabli 

Кј, i 1; K\, Л 2 , (7.2.11c) 

čiji je zajednički svojstveni potprostor v} fclAl ^ ® vf 2X ' 2) , potprostor koji je, kao što smo videli, 
pozornica svih zbivanja u sprezanju uglovnih moinenata. 

Još je važnije irnati na urnu da se pri sprezanju vrši zarnena 


{/+’, Af>} 


{k 2 = f 


(Ki -ј- K^2 


k, d = k\ z) + iii z) 


h 


(7.2.1UI) 


tj. dok se skup (7.2.11c) u (7.2.11a) kornpletirao opservablama k[ z) , kf , u (7.2.116) se (7.2.11c) 


dopunjuje sa K 2 i k z , mada je K z funkcija od k\ z i IC 2 Z i kompatibilna je sa njima. 

U (7.2.11a) K z nije naznačena (iako je implicitno prisutna), jer je funkcija prethodnih; 


međutirn, kada odustajerno od Rf i K\ z> (pri prelasku (7.2. lld)), K z ostaje u skupn opser- 
vabli i to više nije suvišna, nego je jedna od onih koje definišu potpuni skup (7.2.116). 


,(z) 
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7.2.6 *Rotacije u kompozitnom prostoru 

Da vidimo sad šta za rotacije znači prelazak sa bazisa (7.2.1) na bazis (7.2.2). 

Kad se rotacije 1Ј(фи) = ГЛ{фи) ® (<pu) u Hn (uporediti (7.1.15)) reprezentuju u bazisu 

(7.2.1), dobijaju se matrični elementi 

(A: r miAi I (k 2 rn 2 Л 2 | Ui(cf)u)U 2 (^u) | fcimi Ai ) | k 2 rrl ž X 2 ) = и^^фи^и^^фи) . (7.2.12) 

Za odg'ovarajuće rnatrice se kaže da su direktni proizvod i piše se U {kl) ((f>u) 0 b T<yk2 \(f>u). 

Prelaskom na bazis (7.2.2) matrični reprezententi operatora rotacija u %\ 2 postaju kvazidi- 
jagonalni (uporediti T 6.4.1). Podrazumevajući prelazak sa reprezentacije u bazisu (7.2.1) na 
reprezentaciju u bazisu (7.2.2) rotacione grupe {1Ј(фи)\фи iz тг -lopte} u Лп , simbolički se piše 

и (к1) (фи) 0 и )к2) (фи) -+ ®^ к ^ к21 и {к) (фи). (7.2.13) 

Da bismo tačno razumeli šta se đešava sa rotacijama u bazisu (7.2.1) i (7.2.2), i tako dali 
precizniji sadržaj relaciji (7.2.13), napiširno reprezentovanje u vidu supervektora 

1Ј(фи)(1) = (1Ј {к1) (фи) 0 и {к2) (фи)) т (1), (7.2.14) 

и(фп)(2) = (ф‘1+‘; Js| f/<‘)(«.u)) T (2). (7.2.15) 

Као što znamo iz §6.10.6, pod supervektorom se podrazumeva kolona vektora iz izvešnog 
Hilbert-ovog prostora (u našem slučaju iz %i 2 ). Sa (1) obeležavamo kolonu od vektora bazisa 

(7.2.1) , a sa (2), označavamo kolonu od vektora bazisa (7.2.2). Pod primenom operatora na 
supervektor podrazumevamo primenu operatora na svaki vektor u kolorii, a primena brojne 
matrice zrrači množenje dve matrice po pravilirrra matričnog rrmoženja (rraš supervektor je rnatrica 
tipa (2ki + 1)(2£,'2 + 1) х 1). Direktni zbir rnatrica фи )к) (фи) je kvaziđij agonalna rnatrica rra 
čijoj se đijagonali nalaze podmatrice 1Ј )к) (фи), k = \ki — k 2 \,...,ki + k 2 . Najzad, T označava 
transponovanje. 

Znači, (7.2.14) i (7.2.15) iskazuju reprezentovanje operatora rotacija u bazisu (7.2.1) odnosno 

(7.2.2) . S druge strane imamo (uporediti (7.2.6)): 


(2) = M (1). (7.2.16) 

Množeći (7.2.14) sa leva matricom M, irrrajući u vidu cla (matrica brojeva) M i operator 1Ј(фи) 
kornutiraju u prirneni na supervektor i ubacujući M~~ l M ispred (1) na desnoj strani od (7.2.14), 

dobijamo na osnovu (7.2.16) 

1Ј(фи)ф2) = М(1Ј {к1) (фи) ф и {к2) (фи)) т М~ 1 (2). (7.2.17) 


Pošto је (2) bazis, vektori se po njernu razvijaju jednoznačno, stoga iz (7.2.15) i (7.2.17) sledi 
(Ф к и {к) (фи)) т = М(П {к1) (фи) <g> и {к2) (фи)) т М~ 1 . (7.2.18) 

Pošto je M unitarna i realna matrica, M ^ 1 = М т i tako transponovanjem matrične jednakosti 

(7.2.18) i izmenom leve i desne strane najzad sledi 

М(и {к1) (фи) 0 и {к2) (фи)) т М~ 1 = ® к к Јф)_ к2 1 U {k) (фи ) , Уфи iz тг -Iopte. (7.2.19) 

Matrična jednakost (7.2.19) je tačan iskaz simbolične relacije (7.2.13) i naziva se Clebsch- 
Gordan-ovom serijorn. Na jeziku teorije grupa radi se o dekompoziciji proizvoda dve ireducibilne 
reprezentacije grupe rotacija na ireducibilne reprezentacrje. 
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Slika 7.5: Različiti načini sprezanja tri uglovna moinenta. 


7.2.7 6j-, 9 j- itd. koeficijenti 

U slučaju slaganja tri uglovna momenta K = Ki + K 2 + K 3 , imamo više mogućnosti sukcesivnog 
sprezanja (uporediti §7.1.6). To je irelevantno za spektre od K 2 i K z , ali je itekako važno za 
odgovarajuće standardne bazise za K, јег intermedijerni uglovni moinenti pri sprezanju daju 
kvantne brojeve koji dopunjuju osnovne kvantne brojeve h, k 2 , к%, k i m. 

Na Crtežu C 7.5 su simbolično prikazane dve mogućnosti: intermedijerni k ]2 == Ki + K 2 i 

л def л л 

interrnedijerni K 23 = K 2 + K 3 . 

Standardni bazis za K sa Kf 2 može da se razvije po standardnom bazisu za K sa K| 3 . 
Koeficijenti u unitamoj matrici razvoja povezani su tzv. Wigner-ovim бј -koeficijentima na sledeći 
način (obično se piše j umesto k ): 


( ki k‘2 k\2 

\h k k 2S 


(- 1 ) 


k\ 4- A:2 4-А'з+ A: 


■\J (2k\2 + l)(2fc 23 + 1) 


( (kik 2 )k l2 hk | hihh^hsk). 


(7.2.20) 


Sleve strane je Gj-koeficijent, k V2 je, na primer, kvantni broj od Kf 2 itd. , a poslednji izraz u 
(7.2.20) je matrični element u pomenutoj matrici razvoja (u kome su irelevantni kvantni brojevi 
ispušteni) . 

Ekvivalentno, vektori jednog od pomenutih standardnih bazisa za K razvijaju se po drugom 
na sleđeći način: 


( k i k 2 ) k 1 2 h k m ) 


E< 

k'23 


■1) 


kihk^-hkshk 


\J (2k] 2 + 1) (2Л: 23 + 1) 


h 

h 


h 

k 


ки 

hz 


(gde su eventualni dodatni kvantni brojevi u vektorirna ispušteni) . 


Analogno, pri slaganju 4 uglovna momenta pojavljuju se 9j-koeficijenti 


itd. 


ki(hh)hzkm ) 

(7.2.21) 

ki h k\2 
h к\ h 4 

, k i3 hi k 


U 6 j-, 9 j- itd. koeficijentima kvantni brojevi koje rni pišerno sa h, к 2 itd. rnogu se odnositi 
na bilo koje realizacije opšteg uglovrmg momenta. 
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7.2.8 *DODATAK - Dokaz da CG-koeficijenti ne zavise 
od dodatnih kvantnih brojeva 

Sacl dokazujemo Teorem T 7.2.1. 

Neka su Лј i Лј kao i i A 2 arbitrerne fiksirane vrednosti iz intervala Ai = 1,2, ...,đk L , 
X 2 = 1, 2, . . . , <4,. Neka su u višestrukim ireducibilnim potprostorima vf :) C i vf 2) C %2 
(po potrebi podsetiti se dijagrama „ormar sa fiokama” Сб.2) definisani sledeći unitarni operatori 


f 

hmiXi ), 

ako je 

Ај - 

= Лј 


ктц Xi) d ^ { 

1 Aj/miAj ), 

ako je 

A 1 = 

= A X ; 

(7.2.22a) 

{ 

k\rniXi ), 

inače 




( 

k 2 m, 2 X 2 ), 

ako je 

л 2 = 

= Aj 


k 2 rn 2 X 2 ) d = < 

I k 2 m 2 X ' 2 ), 

ako je 

л 2 = 

= a 2 , 

(7.2.226) 

l 

k 2 rn 2 X 2 ), 

inače 





za sve ni\, m 2 , Ai, Л 2 . Gledajući dijagram Сб.2, možemo reći cla ovi operatoii transponuju A'-tu 
i A-tu kolonu tačkica, a sve ostale tačkice se rnenjaju. 

Sada hoćemo cla dokažemo cla važi [ Ui, Ki ] = 0 u V'ff ili ekvivalentno U{KiU\ l . A 
ova jednakost važi ako i samo ako su operatori sleve i zclesne strane jednakosti reprezentovani u 

standardnom bazisu u jednom te istoin matricom (uporediti S 6.3.1). A ovo je stvarno tako, 
kao što se čitalac niože lako uveriti na osnovu (7.2.22a) i činjenice đa je matrični reprezentent Kj 
kvazidijagonalan po Ai i da su podmatrice na dijagonali koje odgovaraju različitim Ai (a istini 
k\) jednake (videti (6.3. 10)-(6. 3.12) kao i iznad i ispod Сб.З). 

Analogno dokazujemo odgovarajuću relaciju komutiranja u vf 2) . Dakle, 

[ L'i, Ki ] = 0 uVf 1 [ U 2 , K 2 ] = 0 uVf 2) , (7.2.23a, 6) 

Pišući UiU 2 urnesto Ij\ ® U 2 iz (7.2.23) i definicije K = K x + K 2 sledi 

[ UdJ 2 , K ] = 0 u Vf l} ® Vf 2) . (7.2.24) 


Zadatak 7.2.2 Pokazati da unitarni operator koji komutira sa K nužno prevodi standardan bazis za K u isti 
takav. 


Iz (7.2.22) proizlazi da UJJ 2 preslikava potprostor vf lA ' l} ® vf :2A2) na potprostor vf lAl) 

~ ■ ' л - - ' м - - ' 


y(k 2 X2) 


Prirnenjiijuei U 1 U 2 na (7.2.6a) 


ППГАГП 


UiU 2 I km) 


Mkm. jmim-2 (ll-i | ffli ))ф 2 | m 2 ) 




ffil ,Ш2 


u Vf lAl) ®Vf 2A2) . Iz (7.2.24) i Zadatka Z 7.2.2 jejasno da je na levoj strani od (7.2.25) standardni 
bazis za K. Pitanio se da li je zadovoljena i konvencija (7.2.3). 

Konvencija (7.2.3) znači Mk, m =k,mi=ki ,m 2 =k-ki > 0, Vft. Matrica M je ista u oba pomenuta 
potprostora od "Hi 2 , prerna tome, pošto je ovaj uslov zadovoljen u prvom od njih, zadovoljen je 
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i u drugom. Pri torne, naravno, treba iinati na urriu da bazisi {U\ \ пц {U 2 | т 2 )\Угп 2 } 

indukuju bazis (7.2.1) u vj felA ” 1 ' ) ® , kao što sledi iz (7.2.22). 

Dakle, {UiU 2 \ km)\\/m,\/k} je stardardan bazis i u užem srnislu uslova (7.2.3) u pomenutom 
potprostoru, tj. on je baš bazis (7.2.2), jer je ovaj definisan jednoznačno u odnosu na bazis 
(7.2.1). Znači, matrica razvoja M bazisa (7.2.2) po bazisu (7.2.1) je ista u V 


(fciA'i) 


у' 1 ' лу i u 


(&i Ai) ^ 


V'i 
Ai. i Л 2 


2 , tj. CG-koeficijenti ne zavise od konkretnih vređnosti dodatnih kvantnih brojeva 


7.3 Primeri slaganja uglovnih momenata 

Ovaj ođeljak je posvećen ilustracijama teorije uglovnog mornenta. Diskutovaćemo đvočestični 
spin ferrniona za s = ukupni uglovni mornent takvog fermiona; razne vidove nuklearne in- 
terakcije koje đozvoljava sirnetrija; rnođel ljuski atornskih ornotača i jezgara i pitanje vezanosti 
dvo-nukleonskog st anj a . 

7.3.1 Spin dve čestice sa s = \ 

Počećemo sa jednim primerom koji je zajednički za atomsku i nuklearnu fiziku. Proučićemo 
ukratko kako se dobija spin dva elektrona ili dva nukleona („nukleon” je zajeđnički naziv za 
proton i neutron) . 

Spinski prostor dve čestice spiria s = | je %\ 2 


1 -н[ 8 ) он { 2 } . 


-1 

M s = 0 

1 

Mc = 0 


def 


U njernu je definisan spinski uglovni rnornent S = ši + š 2 . Pošto 
Si = s 2 = zakon slaganja (7.1.10) daje: S = 0, 1 (videti Crtež 


V(S - 1) C7 6 ) 


V(S = 0) 


Vektori standardnog bazisa za S (tačkice 11 a Crtežu C 7.6 

to je bazis (7.2.2)) pišu se | SM s ), a njihovo razvijanje po nekore 
lisanom bazisu (bazisu (7.2.1)) (j m S} ) | m S2 ) |m Sl , m S2 
giasi 


1 1 
2 ’ 2 - 


Slika 7.6: Razlaganje spin- 
skog faktor prostora sta- 
nja н\ 2 dve čestice. 


11 ) = 

I 1 0) 


00 ) 

, 1 


— (I - 

V2 {1 2 


>Ф’ 


1 -1) 


1 


>1г»’ 

1 


)l"o) 


) + 


Г>Ф>- 


} 

(7.3.1) 

{7.3.2a, b) 
(7.3.2c) 


Prvi CG-koeficijent 11 (7.3.1) i CG-koeficijent u (7.3.2a) ilustruju važenje uslova (7.2.3). Stanja 
| 1, — 1), | 10) i | 11) čine triplet (specijalni slučaj (2 k + l)-članog multipleta {| km\)\m = 
—k, . . . , k}), a stanje | 0 0) predstavlja singlet. Uobičajeno je da se bilo koje stanje sa S = 1 
naziva tripletnim, a stanje sa S = 0 singletnim. 

Zadatak 7.3.1 Pokazati da u 'H+ važe relacije 


-(3 + < 7 i • <t 2 ), &1 ■ &2 


li 2 ’ 


3 . 


( 7 . 3 . 3 a, b) 
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Zadatak 7.3.2 Ako sa p(A i F (1 l obeležimo projektore na svojstvene potprostore V (S = 1) (tripletni) odnosno 
V(S = 0) (singletni) od Š 2 u pokazati da važi 

јМЗ) = 2)И 2 ’ Р{1) = 1 ~^- {7 - 3 - 4а ’ б) 

Dolcaz izvesti na sledeća dva načina: iz spektralne forme od Š 2 i primenorn na standardni bazis za Š. 

Iz (7.3.3b) i ( 7.3.4б ) odmah sledi 

7г! ■ = 4 P (3) -3 = 1- 4 F (1) . (7.3.5 a,b) 

Ova relacija će nani biti od poinoći u paragrafu § 7.3.3. 

7.3.2 Slaganje orbitnog i spinskog uglovnog momenta elek- 
trona ili nukleona 

Pretpostavimo da irnarno česticu spina s = | u svojstvenorn stanju orbitnog uglovrrog rrromenta 

i 2 . Onda vektor stanja čestice pripada prostoru V® 0 R s , gde je V^- C £ 2 (0) potprostor 
koji obrazuju 21+1 sfernih harmonika {Y ; m (9, ф)\т = —l, . . . ,1}. Ovo je realizacija potprostora 
V-| ilAl{ 0 V^ 2 ^ 2 ) iz opšte teorije (izložene u § 7.1 i § 7.2). Ne pojavljuju se Ai i Л 2 jer nema ekstra 

degeneracije, a k\ = l i k 2 = s = 


V i j2 V3/2 V5/2 



Slika 7.7: Razlaganje uglovno-spinskog prostora па višestruke ireducibilne potprostore za 
j. Tačke predstavljaju vektore standardnog bazisa (spinski sferni harmonici), među kojima su 
nekorelisani vektori ( proizvodi standardnih vektrora za 1 i š) naglašeni znakom 0. 

Stanđarđrii bazis za ukupni uglovni rnoment čestice j = f 1 + š u V^ 0ki s čirre sledećih 2(21 + 1) 
tzv. spinskih sfernih harmonika (ako je l > 1): 

( 0, V, m' s | Ijrrij) = ф 1јтј (в,(р,т' 8 ) = (l,s = ^,m t = nij - ^ ,m s = jrn :j ) х 
х¥ т-т 3 -ц в , ^) Xms= i( m 'J + (L s = - , nii = rrij + m s = — i (јгПј ) X 

х*Г' nh+1 (9, v)x ms =-i«), m,j = -j, ...,j, j = 1-1,1 + 1. (7.3.6) 
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Funkcije Xm s (' m l) su svojstvene funkeije 2 -projekcije spina u reprezentaciji iste opservable. Moglo 
bi se pisati Xm s { m ' s ) = $m s ,m' s , ali u literaturi je х više uobičajeno. 

Ako je čestiea u tzv. s-stanju, tj. ako je l = 0, onda postoji sarno jedna mogućnost za j, јег 
|0 — I| = 0 + I = |. Inače, kao što je naznačeno u (7.3.6), uvek postoje dve mogućnosti: l — \ i 

* + l- 

Zadatak 7.3.3 Napisati analogon od (7.3.6) za pomenuto s-stanje. 


Celokupni uglovno-spinski prostor stanja čestice je 

£ 2 (0) 0 H s = (e^o v (0 ) 0 n s = e£o(V® 0 n s ) 


i spinski sferni harmoniei 


Џцт 3 (o, +, m' s ) I rrij = -j, . . . , j: j = l 


1 1 

2 ’ 2 ' 


0 , 1 ,...} 


(7.3.7) 


(7.3.8) 


su standardni bazis za j u tom prostoru. Kada uglovno-spinski prostor čestice razložimo na 
višestruke invarijantne ireducibilne potprostore za j, dolazimo do sledećeg rezultata: 


£ 2 (fi) 0 H s = i Vj-; V, = V t 


1 = 3 - 


■3® V ‘=i+l ! 


3 


2 ’ 2 ; 


(7.3.9+ b) 


Razlaganje (7.3.96) je ilustracija za (7.1.146); pošto je s = | stalno fiksirano, za dato j dozvoljene 
l je najlakše izračunati iz pravila trougla (7.2.5 đ). Razlaganje (7.3.9) je dijagramatski prikazano 


na Crtežu C 7.7. 

Na Crtežu C7.7 je zanimljivo da l preuzima ulogu Л iz opšte teorije. Nairne, sa gledišta 
teorije jednog uglovnog mornenta (a to je ovde j) l je ekstra kvantni broj . Ali sa gledišta 
slaganja uglovnih momenata l nije ekstra kvantni broj, nego neophodni sastavni deo teorije. 


Zadatak 7.3.4 Napisati kako eksplicitno glase funkcije (u stvari 2x1 brojne kolone, elementi od C 2 ) Xm s koje 
reprezentuju vektore standardnog bazisa { | + ) , | — )} C H s za š u tom istom bazisu. 


7.3.3 Interakcija dva nukleona 

Interakcija dva nukleona se u teoriji elementarnih čestica naziva jakom interakcijom, a u nu- 

klearnoj fizici nuklearnom interakcijorn. Zakon ove interakcije, tj. operator dvo-nukleonskog 
potencijala, nije poznat u tačnoj fbrmi za razliku od, na primer, zakona elektromagnetne inter- 
akcije dva elektrona (ili dva protona) , tj. od Coulomb-ovog zakona. 

U ovakvom slučaju nastoji se da se iz prvih principa (a to su simetrije) što više ograniči 
moguća forma interakcije. Preostala sloboda u izboru interakcije se onda koristi za tzv. fitovanje 
eksperimentalnih podataka (engleski Htting znači usklađivanje, prilagođavanje). To znači da se 
forma interakcije definiše tako da teorija reprodukuje eksperimentalne činjenice. 

Sto se tiče interakcije dva nukleona, Wigner i Eisenbud (čitati: Ajzenbad) su izvršili pomenutu 
analizu iz principa simetrije 7,3 * 1 i zaključili da se pojavljuje svega nekoliko vrsta interakcije, od 
kojih su najvažnije: 

7 - 3J L. Eisenbud and E.P. Wigner, Proceedings of the National Academg of Sciences U.S., 27 , 281 (1941); savre- 
meniji prikaz u 6-orri odeljku 4-te glave treće reference u 5.1.4. 
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i) spinski nezavisna interakcija V) (r) (r je norma radijus vektora relativne čestice); i tri vrste 
spinski zavisne interakeije: 

ii) skalarna 

V 2 (r)(MM 2 ) (7.3.10) 

(inđeks potencijala prebrojava potencijale, indeksi Pauli-jevih matrica se ođnose na prvi i 
drugi nukleon); 


iii) vektorska 

1рз(г)(М) (7.3.11) 

(1 je orbitni uglovni moment relativne čestice i istovremeno ukupni orbitni uglovni moment 
dva nukleona u odnosu na CM; Š = f — |(d-] + <t 2 ) je ukupni spin dva nukleona); 

iv) tenzorska 

^ 4 (r) [4(^i • r)(3 2 • r) - • a 2 ] (7.3.12) 

(f je operator radijus vektora relativne čestice, a r je rnoduo njene svojstvene vredno- 
sti; (7.3.10)-(7.3.12), su pisani u koordinatnoj reprezentaciji, tj. deluju u prostoru stanja 
£ 2 (R) O £ 2 (r) <g> ® dva nukleona. 

Termi.nl skalarni, vektorski odnosno tenzorski, ođnose se na karakter dotičnog operatora in- 
terakcije u spinskom faktor prostoru ®% 2 ^ ■ Naime, dotični operator je ovde skalar, odnosno 
vektor, odnosno tenzor. (Videćerno u § 7.4 da su (7.3.10) i (7.3.11) ireducibilni, a (7.3.12) opštiji, 
reducibilni tenzorski operator.) 


i) Što se tiče spinski nezavisne interakcije , ona deluje netrivijalno samo u radijalnom fak- 

tor prostoru relativne čestice i stoga proizvoljni potpuni skup kompatibilnih opservabli u 


uglovno-spinskom faktor prostoru 0% 2 može da dopuni operator interak 

cije do potpunog skupa kompatibilnih opservabli u C 2 (r)®'H ^2 ■ Dve najvažnije mogućnosti 
takvog dopunskog potpunog skupa su l 2 , l z , S 2 i S z i l 2 , S 2 , J 2 i J z . Energija vezivanja 7-3-2 
ne zavisi, kao što se odmah vidi, od odgovarajućih kvantnih brojeva m, S, Mg odnosno S, 

J,Mj. 


ii) Na osnovu (7.3.3b), (7.3.10) može da se prepiše u viclu 

(7.3.13) 

ili na osnovu (7.3.5), operator skalarne spinski zavisne interakcije inože da poprimi vid 

У 2 (г)(4Р (3) -3) Ш к 2 (г)(1 — 4P (1) ). (7.3.14a, 6) 


V 2 (r)(- 2 š 2 -3)-, 


Iz (7.3.13) se vidi da operator interakcije opet komutira bilo sa jednirn bilo sa drugim 
skupom opservabli pomenutim u prethodnom slučaju. Ali sada energija vezivanja zavisi 

od vrednosti S, tj. različita je u tripletnom i singletnom stanju, kao što se vidi iz (7.3.14). 

7-3 ‘ 2 Radi poj ednostavlj enj a našeg rezonovanja u ovorrr paragrafu zariemarujemo kinetičku errergiju, spoljašnje 
polje ostalih rrukleona, kao i mogućnost da imarno dva i više sabiraka nuklearne interakcije (od navedenih pod i) 
do iv)) u hamiltonijanu. 
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Zadatak 7.3.5 Rešiti svojstveni problem operatora skalarne spinski zavisne interakcije. 

iii) Sto se tiče vektorske interakcije iz 

J 2 = f (1 + Š) 2 = i 2 + Š 2 + 2i • Š (7.3.15) 

odrnah sledi da se ovaj operator može prepisati u obliku 

(7.3.16) 

Zbog nekomutiranja l z i Š z sa J 2 , u prisustvu ove interakcije l mi sm s -reprezent acij a za 
uglovno-spinske stepene slobode sistema nije dobra, tj. ne dopunjuje se sa samom energijom 
veze u skup kompatibilnih opservabli. Ali /5JMj-reprezentacija i dalje sasvim zadovoljava, 
samo što energija veze sad zavisi od J, l i S. 

Zadatak 7.3.6 Rešiti svojstveni problem operatora vektorske interakcije. 

iv) Najzad, da bismo pogodno transformisali vid tenzorske interakcije, pođimo od jednakosti 

ЈрФ • ^) 2 = ^0 • r + (7-2 ' f) 2 = -[(cri • r) 2 + (<T 2 ■ f) 2 + 2(<T1 • f)(cr 2 • г)]. (7.3.17) 

Kao što smo rekli, imamo u vidu radijus-vektorsku reprezentaciju relativne čestiee, stoga 
multiplikativni operator r možemo da pišemo u vidu rr 0 . gde je r 0 ort od r. Onda, na 
primer, (<fi • f) 2 = r 2 (<fi • f 0 ) 2 = r 2 , jer dok (<f x • r 0 ) ima dve svojstvene vrednosti ±1, 
kvadrat tog operatora ima sarno jednu i to +1. Analogno, (<f 2 • f) 2 = r 2 . Tako (7.3.17) 

postaje p-(S • f) 2 = |[(d-i • f ) (+ 2 • f) + r 2 ], što đovođi do 

(<fi • f)(<f 2 • f) = |(Š • f) 2 - r 2 . (7.3.18) 

Pomoću (7.3.18) i (7.3.3б) operator tenzorske interakcije prepisujemo u vidu 

|n(r)[i(Š-f) 2 -Š 2 ]. (7.3.19) 

Ako opet napišemo f = rr 0 (multiplikativni operator) i ako sledimo notaciju iz §6.10.8, 
onda će (7.3.19) da glasi 

V 4 (r)j 2 ( 3Š?-Š 2 ). (7.3.20) 

Zadatak 7.3,7 a) Da li su opservable S r koordinatno-helicitetne reprezentacije definisane u spinskom faktor 
prostoru Ћу] dvo-nukleonskog prostora £ 2 (R) 0 £ 2 (r) 0 R 12 ? 

b) Da li su opservable S r kompatibilne sa 1 ili sa ! 2 ? 

Nećemo podrobnije ulaziti u rešavanje svojstvenog problerna operatora (7.3.20) pornoću he- 
lieitetne reprezentacije. 
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7.3.4 Jedan elektron u modelu ljuski atomskih omotača 

U paragrafima § 7.3.4 i § 7.3.5 otisnućemo se u atomsku fiziku i bacićemo jedan pogleđ na početak 
periodnog sistema Mendeljejeva, koji je sve nas od srednjoškolskih dana uzbuđivao i ispunjavao 
strahopoštovanjem. To je u stvari jedna od najlepših primena kvantne teorije uglovnog momenta. 

Kao što ćemo detaljnije videti u teoriji vodoniku-sličnih atoma (odeljak § 9.1), kada u elek- 
tronskom omotaču atoma zanemarimo sve elektrone osim jednog, a Coulomb-ovo polje jezgra 
tretiramo kao spoljašnje polje 7 ' 3 ' 3 , hamiltonijan jednog elektrona se rnože svesti na sledeći oblik: 


H 


i 2 


2 m P r‘ 2 


h 2 д . 2 д ч 

Г ~ — ('/ ~ — ) 

2 m e r 2 дг дг 


Ze 2 


(7.3.21) 


(uporediti (6.6.17)), gde se za početak koordinatnog sistema uziina središte jezgra. 

U odrmsu na radijalni i uglovni faktor prostor elektrona, (7.3.21) iriože da se prepiše u vidu 


H 


' 2 m e r 2 


'r o (i 2 )o + 


4 2 m P r 2 d r d r ' 


Ze' 


/о. 


7.3.22) 


Opet imarno primer za primenu metoda separacije varijabli (videti § 6.5.5 i § 6.5.6). Ispostavlja 
se da su radijalne funkcije elektrona R n i( r ) svojstveni vektori efektivnog operatora H e f 


' 1(1 + 1) 7 


2 m P r 


Л 


ћ 2 d o d N 

ff 

2m P r 2 dr d r' 


Ze 2 


]R n i(r) = E ni R n i(r ) 


(7.3.23) 


Ispostaviće se, takođe, da tzv. glavni kvantni broj n uzirna vrednosti n = 1,2,..., a l = 
0 , 1, . . . , n — 1. 

Svi kvantni sisterni irnaju tendenciju da svoju ukupnu energiju srnanje koliko god rnogu i 
postižu to u osnovnom stanju (uporediti §3.4.10). U aproksimaciji nezavisnih čestica o kojoj 
je reč (kađa se zanemari međusobna interakcija čestica) elektroni, kao što se kaže, popunjavaju 
najniže nivoe, jer u ovom modelu ukupna energija omotača je zbir jednoelektronskih nivoa. 

Pošto jednoelektronski nivoi zavise ocl n i l, a ne zavise od np i m s , tzv. podljuske ili orbite se 
definišu određenim vrednostima n i l, a broj (2/ + l)(2s + 1) = 2(2 1 + 1), tj. broj različitih parova 
пц, rn s , pokazuje za koliko elektrona iina mesta u jednoj orbiti ili, drugim rečima, koliki je broj 
dimenzija svojstvenog potprostora od H e j koji odgovara E n i . Zbog tzv. Pauli-jevog principa 
(kao što ćemo videti u §9.4.4) to je upravo broj elektrona sa kojima se podljuska može popuniti. 


7.3.5 Početak periodnog sistema 

U Tabeli Tb 7.1 prikazan je početak periodnog sistema hemijskih elemenata. Svi atomi na Tabeli 
Tb 7.1 su neutralni, broj elektrona u omotaču je Z (kao broj protona u jezgru). Glavni kvantni 
broj n prebrojava tzv. (glavne) Ijuske ili periode periodnog sistema. Pošto l uzima vrednosti od 

nule do n — 1, u prvoj ljusci iinamo saino jednu podljusku, naime s-stanje elektrona (l = 0) sa 
m-i = 0 i m s = ±|. Ova se ljuska stoga popunjava sa đva elektrona. U atoniu vodonika imamo 

7,3 ' 3 Kretanje elektrona u ornotaču veorna neznatno utiče na kretanje nukleona u jezgru (kao što kretanje zemlje 
ništavno utiče na kretanje sunca i rnaterije u suncu) . Zanernarivši ovako beznačajan feedback (čitati: fidbek, 
znači: povratna sprega) , rnožemo dinamički raspregnuti elektron i jezgro i njihovu interakciju u dobroj približnosti 
simulirati spoljašnjim poljem. 
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samo jedan elektron; on je, naravno, u opisanoj prvoj ljusci. Takozvana konfiguracija, a to će 
reći informacija o popunjenosti podljuski, za vodonikov atom glasi (ls), što iskazuje n =1,1 = 0. 
Dekođirajmo spektroskopsku notaciju 2 S i (u slučaju H). Piše se 

( 2 S+ 1 ) .Lj, (7.3.24) 

pri čemu se kvantni broj orbitnog momenta L piše tzv. spektroskopskom notacijom, tj. po 
sledećem kodu 


L = 0«S, L = 1 <=> P, L = 2 « D, L = 3 « F, L = 4« G, (7.3.25) 


Tabela 7.1: Početak periodnog si- 
stema. Prvo je dat glavni kvantni 
broj ( n ); sledi redni broj elementa (Z) 
i njegov hernijski sirnbol ( HE ); treća i 
četvrta kolona su elektronska ko&gura- 
cija i spektroskopska notacija uglovnih 


đalje se ide abecednim redorn (tj. L = b « H 
itd.). Velika slova se koriste za višečestična stanja (za 
jednočestična se koiiste rnala slova po istoui kodu). U 
poslednjem stupcu Tabele Tb7.1 su u stvari naznačeni 
ukupni spin, ukuprri orbitrri uglovrri momerrt i sveukuprri 
uglovni moment svih valentnih elektrona, tj. elektrona 
koji su van popunjenih ljuski i podljuski. Pošto popu- 
njene podljuske imaju sva tri pomenuta uglovna mo- 


momenata. Kompletna Tabela je data meiI t; a nu | a (dokazaćemo ovo u T 9.4.4), pri slaganju sa 
na str. o07 udžbenika iz 6.8.3. uglovnim momentima valentnih elektrona oni ništa rre 

menjaju. Dakle. uglovni momenti valentnih elektrona 
su istovremerro i uglovni momenti celokupnog ornotača. 

U slučaju vodonika imarrro sarno jedan elektron. Po- 
datak 2 S + 1 se čita kao rrrultiplet. Za vodorrik se, na 
prirner, kaže da je u dubletnom stanju sa J = ~. U 
stvari elektron irna l = 0, j = s = a velika slova 
pišemo radi ujednačene notacije. 

U slučaju He se prva ljuska popunjava i sva tri 
njegova đvo-elektronska uglovna momenta su nula, tj. 
imanio singletno, 5-stanje sa J = 0: l So- U stvari dva 
elektrona u s-stanju daju dvo-elektronsko 5-stanje. Je- 
dan elektron iura m s = a drugi rn s = Kao što se 
vidi u (7.3.26) i (7.3.1), to je u saglasnosti i sa triplet- 
nirrr i sa sirrgletnim dvo-elektronskirrr spinskirn stanjerrr. 
Međutirn, kao što ćerno videti u § 9.5.3, Pauli-jev prin- 
cip u ovorn slučaju zabrarijuje trlpletno starije. L = 0 i 
S = 0 nužno đaju J = 0. Zbog popunjene ljuske He je 
inertan po svom afinitetu za hemijske reakcije. 

Konfiguracije atoma u sledećoj periodi (3 < Z < 10) 
dobijaju se dograđivanjem na konfiguraciju helijuma, 
kada je naznačena kao (He). 

Litijum ima jedan valentni elektron u đrugoj ljusci i to u prvoj podljusci ( n = 2, 1 = 0). Sva 

tri uglovna mornenta ovog elektrona isti su kao kod vodonika i to iz istih razloga. 

U orrrotaču atorna berilijurna je prva podljuska druge ljuske popurrjena. U atorrru bora irrrarno 
jedan valentrri elektrorr u drugoj podljusci (u p-stanju) druge ljuske. Njegovi kvantni brojevi su 


п Z : 

HS 

Konfiguracija 


1 1 

н 

(ls) 

~^šl 

, 2 

2 

He 

(ls) 2 

l s 0 

2 3 

Li 

(He)(2s) 

2 Si 

9 

4 

Be 

(He)(2s) 2 

L S 0 

5 

B 

(He)(2s) 2 (2jp) 

2 Pi 

9 

6 

c 

(He)(2s) 3 (2p) 2 

3 Po 

7 

N 

(He)(2.s) 2 (2p) 3 

4 S 3 
2 

8 

O 

(He)(2s) 2 (2jp) 4 

3 P 2 

9 

F 

(He)(2s) 2 (2p) 5 

2 Рз 

2 

10 

Ne 

(He)(2s) 2 (2p) 6 

L S 0 

3 11 

Na 

(Ne)(3s) 

2 Si 

12 

Mg 

(Ne)(3s) 2 

L So 

13 

А1 

(Ne)(3s‘) 2 (3p) 

2 P 1 

14 

Si 

(Ne)(3.s) 2 (3p) 2 

3 Po 

15 

P 

(Ne)(3s) 2 (3p) 3 

4 Ss 

2 

16 

S 

(Ne)(3s) 2 (3p) 4 

3 P 2 

17 

С1 

(Ne)(3s) 2 (3p) 5 

2 Рз 

9 

18 

Ar 

(Ne)(3s) 2 (3p) 6 

bsh 

4 19 

к 

( Ar) (4s j 

2 Ši 

9 

20 

C«3i 

(Ar)(4s) 2 


21 

Sc 

(Ar)(4s) 2 (3d) 

2 D # 
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direktno prepisani u 2 Pi. Od ugljenika do neona se ova podljuska postepeno popunjava. Neon 
opet ima popunjernr glavnu ljusku i sličan je helijurnu. Sa natrijumom počinje sledeea perioda. 

Druga i treća perioda su iste dužine iako n = 3 dozvoljava pored s- i p-stanja i d-stanje. Ali 
ispostavlja se da je u funkcionalnoj zavisnosti E n i d- stanje energetski nepovoljno (ima relativno 
visoku vrednost) i taj se nivo počinje popunjavati 7-3-4 tek kad je podljuska 4s popunjena (u Sc-u). 


7 . 3.6 Nuklearni model ljuski 


Elektroni u atomskom omotaču nalaze se u Coulomb-ovom polju jezgra. To spoljašnje polje 

je jednočestičnog tipa: Y2i=i svaki elektron ponaosob oseća polje 

£ 2 

uzajamnom interakcijom elektrona, koja je dvočestičnog tipa: 2Ji<j — s — 


Ono dorninira nad 

roni interaguju 


po parovirna). Na ovaj način dorninantno jednočestično polje dovodi (u dobroj aproksimaciji) 
do važenja modela nezavisnih čestica ili modela ljuski (kad su fermioni u pitanju), čije smo neke 
rezultate videli u paragrafu § 7.3.5. 

Unutar jezgra irnarno sarno veorna jaku uzajamnu interakciju nukleona i đngo se srnatralo 
besrnislicorn da se nuklearna struktura pokuša razurneti pornoću rnodela ljuski. Međutirn, 1940. 
godine, fizičari Maria Goppert -Мауег i (u nezavisnom, istovremeno objavljenom radu) Haxel, 
Jensen i Suess pokazali su da se u tzv. j — j sprezi, a to znači na jeziku standardnog bazisa za 

® def л 

ukupni j edno-nukleonski uglovni rnoment j = 1 + š, nuklearna struktura rnože u znatnoj rneri 
objasniti pornoću rnodela ljuski. Pornenuti fizičari su dobili Nobel-ovu nagradu za ovo otkriće. 

Na Tabeli Tb 7.2 prikazana je (nekornpletna) lista jedno-nukleonskih nivoa u spektroskopskoj 
notaciji. Energetski je najniži Isu (osnovni nivo modela) , a uzastopni viši nivoi slede redorri 
(kao što čitamo reči u knjizi). Pojedine vrste nivoa predstavljaju ljuske (ovde nemamo distink- 
ciju ljuski i podljuski), a brojevi u pretposlednjoj koloni kazuju koliko protona (ili umesto toga 
neutrona) popunjava dotičnu ljusku. Brojevi u poslednjoj koloni iskazuju sa koliko protona (ili 
neutrona) se popunjuju sve ljuske završno sa dotičnom. 

Analogon glavnog kvantnog broja n kod elektrona ovde 
irna prilično fenornenološku ulogu (dodatnog kvantnog 
broja), prebrojava stanja unutar datog l. Na primer, lds 
zrrači (i čita se kao) prvo đ-stanje sa j = | itd. 

Tabela Tb 7.2 se odnosi posebno na protone i posebno 
na neutrone. Brojevi u poslednjern stupcu nazivaju se 
rnagičnirn brojevima. Jezgra čiji je broj protona. (Z) ili 
broj neutrona (N) magičan, ispoljavaju znatnu stabilnost 
strukture (setimo se analogije sa plemenitim gasovima) . 
Naročito su stabilna tzv. dvostruko magična jezgra kao 


Tabela 7.2: Jedno-nukleonski ni 
voi u spektroskopskoj notaciji. 


lsi 

2 

2 

1 рз 1»1 

2 2 

6 

8 

\d 5 2si 1 ds 

12 

20 

l/|2i>|l/|2|?ilp| 

30 

50 

2db lf/ 7 3 + 1 1 ћл i2ds 
2^2 2 1 2 2 

32 

82 

2 f 7 1 II 9 Зр 3 2 f 5 Зр 1 1 '1 13 

L _2 2___2 2 

44 

126 


što su |He 2 , 8 6 0 8 , |oCa 20 , i 2 8 Pb 126 (| + ' ¥ simbol, ¥ ; 


Redosled nivoa unutar pojedinih ljuski nije ustaljen, 
već zavisi od jezgra o kome je reč, tj. od toga koji su nivoi već popunjeni. Ova samousaglašenost 
modela sa popunjenošću pojavljuje se i u modelu Ijuski atomskih omotača, ali mnogo ređe. 


7-3 ‘ 4 Iskazi u tekstu su simplificirani. Zavisnost od l u E n i se u stvari ne dobija iz (7.3.23), već tek uzimanjem u obzir 
i dodatriih članova u efektivnom haniiltonijanu (tzv. fina struktura usled spin-orbitnog sprezanja i relativističke 
korekcije; videti § 9.1.10). 
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Tarno dorninirajuće polje od jezgra obezbeđuje priličnu ustaljenost pomenutog redosleda. Unutar 
jezgara celokupni jednočestični hamiltonijan čije je svojstveno rešenje model ljuski potiče od 
samousaglašavanj a jedno-nukleonskih stanja sa njihovim delovanjem na ostala stanja. Pitanje 
rnodela ljuski i sainousaglašavanj e proučićerno u § 9.4.3, § 10.4.7 i § 10.4.8. 


7.3.7 Deuteron i nezavisnost p — p i n — n stanja 

Postoji sarno jedno vezano stanje dva nukleona, a to je deuteron (jezgro deuterijuma ili atoma 
teškog vodonika), koji se sastoji od protona i neutrona. uglovni momenti deuterona glase 3 Sj 
(ista spektroskopska notacija kao u atomima) sa rnalorn prirnesom 3 Di stanja 7-3-5 . 

Kao što ćerno videti u § 9.5.3, tripletno S-stanje ove čestice kao što su nukleoni je simetrično (u 
pogledu uzajarrme zarnene koordinata) kako u spinskom dvočestičnom prostoru tako i u orbitnom 
dvočestičnorn prostoru. Protorr i neutron su različive čestice, za rrjih rre važi Pauli-jev prirrcip 
i stoga njirrra to starije riije zabranjeno. Međutirn dva protona (siterrr p — p) ili dva neutrorra 
(sistem n — n) su identične ili nerazličive čestice. Za njih važi Pauli-jev princip, a orr zabranjuje 
tripletrro S'-stanje. Sarrro u torrr stanju je irrterakcija. (koja je spirrski zavisna) dovoljno jaka da 
daje vezano stanje. Zato u prirodi ne postoji vezano stanje dva protona ili dva neutrona. 


7.4 Ireducibilni tenzorski operatori i Wigner-Eckart-ov 
teorem 

U ovorn odeljku formalizam kvantne teorije uglovnog momenta će da kulminira u proširenju ideje 
standardnog bazisa i na operatore, kako bismo mogli što više olakšati izračunavanje matričnih 
elernenata (a preko rrjih ide gotovo sva prirnena kvantne mehanike) . Tako se upotpunjuje i 
zaokrugljuje aparat reprezentacije uglovnog momenta, a stanđarđni bazis je to u suštini. 

Defrrrisaćemo pojarn iređucibilnog tenzorskog operatora i proučićemo rrajvažniji specijalni 
slučaj, vektorski operator. Prodiskutovaćerrro jednu važrru prirrrerru vektorskih operatora uglov- 
nog momenta u tzv. j — j i L — S sprezanju. Formulisaćemo i dokazaćemo Wigner-Eckart-ov 
teorem, koji konkretizuje pomenuto pojednostavljenje izračunavanja matričnih elemenata. Preko 
izvesrrih pomoćrrih rezultata primerrićerrro ovaj teorern na proučavarrja Zeeman-ovog efekta atorrr- 
skog ornotača. 

7.4.1 *Ireducibilni tenzorski operatori 

Neka je % neki Hilbert-ov prostor u korne je zadat vektorski operator uglovnog rnomerrta K i 

odgovarajuća rotaciona grupa { U (фи) = е~Ђ фа ' к \фи iz тг -lopte}. Onda svakih 2k + 1 operatora 
Tm , m = —k, —k + 1, . . . , k u 'H nazivamo standardnim komponentama ireducibilnog tenzorskog 

operatora k- tog reda ako 


(7.4.1a) 

7.3.5 Ovde prirnesa ne znači da je deuteron u mešanom stanju. On je u čistorn stanju, a pornenuta stanja su 

kohererrtno pornešana, tj. pojavljuju se u superpoziciji. 


тФ^+и-НФш) = e : 


rrik) 

- k rn/m 




ik) 

т/ ' 


m 


к ђ . . . ђ к 
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k = 0, 1, 


(7.4,16) 


(razlog za izastavljanje pohicelih k saznaćemo u sledećem odeljku). 

Upoređenje (7.4.1a) i (6.4.5) pokazuje da operatori {trk\m = —k, . . . , k} čine standardan 
bazis u odnosu na rotiranja operatora. Ovu ćenio primedbu razraditi u Dodatku 1, § 7.4.5 

Definicija (7.4.1) može se zameniti ekvivalentnom definicijom u kojoj se operatori tffl reliraju 

K: 


k z ,f^ 


тћТ„ 


K ± , W } = (k(k + 1) - m(m ± 1 ))кт, 


ф(к) 

J m±l ) 


7.4.2a, b) 


m = —k, . . . , k . (7.4.2c) 

Kada (7.4.2) uporedimo sa (6.2.21c) i (6.3.14c, 6.3.14d), vidimo da je {tm\m = —k , .... k} 
standardni bazis u odnosu na superoperator [K, . . .] (operator koji deluje na operatore u %), koji 
igra ulogu superoperatora uglovnog momenta za superoperatore rotacija и(фи ) . . . ЈЈ~ 1 (ф\х). Da 
je to stvarno tako, kao i dokaz ekvivalentnosti (7.4.1) i (7.4.2), biće dato u Dodatku 1, § 7.4.6. 

Definicija (7.4.1a) se u specijalnom slučaju ireducibilnog tenzorskog operatora nultog reda 


svodi na U (фи)Т^ = ^и 1 (фи) = T^ = q ! ili na ekvivalentnu jednakost 

[ Tq°\ 1Ј(фи) ] = 0, Vdu iz тг -lopte. 


[7.4.3) 


Operatore koji zadovoljavaju (7.4.3) nazivamo skalarnim operatorima. Najvažniji primerje sfemo 

simetrični hamiltonij an. 

Zadatak 7.4-1 Dati primer skalarnog operatora u Hilbert-ovom prostom % ovog odeljka. 

Zadatak 7.4-2 Pokazati da su operatori 


p=l) đef 


ју- ф ( k — 1 ) def jy~ rp \ к — х ) oicr 

: I X -j 1 m=0 ~~~ 11 г+ 1 m = 1 — 


1) def 


(7.4.4а ; б ; с) 


standardne kornponente ireducibilnog tenzorskog operatora prvog reda. 


7.4.2 Vektorski operatori 

Iz Zadatka Z 7.4.2 vidimo da vektorski operator K tek uz izvesnu modifikaciju zadovoljava 
(7.4.1a). Nameće se pitanje šta je to vektorski operator, pojam kojim srno se do sada mnogo 
koristili, a nismo ga definisali. 

Kao i u klasičnoj fizici, vektorski operator se definiše po uzoru na operator radijus vektora r 
u % 0 . Preciznije, vektorski operator A u proizvoljnom Hilbert-ovom prostora % sa definisanim 
K i {1Ј(фи)\фи iz тг -lopte} reliran je sa rotacijama (III ekvivalentno sa K) istim relacijama kao 

f u % 0 sa { Ло(фи ) = е~~тЈ 1 \фи iz тг -lopte} (ili ekvivalentno sa 1). 

Prepišimo relacije (6.7.8) i (ekvivalentne relacije) (6.2.5), koje važe u % 0 - 

Ukspu'^iUj 1 (фи) = 7?, _1 (^u)f; (7.4.5a) 

[ ig, q' ] = гћ e qq'q"đ\ T 4 = х, у, z, ( 7 . 4 . 56 ) 

// 

q =x,y,z 
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gde, kao i obično, matrica Н(фи) reprezentuje u fiksiranorn Deseartes-ovorn koordinatnom sisterrru 
{;r'o, г/о, n} rotaciju Нф п (koja deluje u objektivnom prostoru). 

Dakle, vektorski operator AuH možemo da definišemo bilo kojom od sledeće с1л т е ekvivalentne 

jednakosti 7 ' 4 ' 1 : 

и{)(фи)МЈф 1 (фи) = ВГ 1 (фи)А\ (7.4.6a) 

[ K q , A q , ] = itl ^2 e qq<q"A q ", 4 = X, l /, Z (7.4.66) 

// 

Ч 

(naravno, 1Ј(фи) je rotacija u %). 

Pošto su matrice Н(фи) ortogonalne, tj. R~ l = R T , (7.4.6a) možeuro takođe napisati koristeei 
se transporrovanom rnatricom ocl R: 


(7.4.7) 


Ako uporedimo (7.4.7) sa jednakostima reprezentovanja operatora rotacije R^ u u Deseartes- 
ол-огп sisterrru {хоГУоМо} 


%фиЧо 


R, 


дОЧси Ч0 X 0 , Уо? 2^0? 


7 . 4 . 8 ) 


-Xjy*Z 


vidimo đa u (7.4.7) operatori A q igraju istu ulogu kao ortovi x 0 ,yo,z 0 u (7.4.8). Zato se A q 
ponekad nazivaju Descartes-ovim komponentama ireducibilnog tenzorskog operatora prvog reda, 
ali najčešće komponentauia vektorskog operatora. 

Pažljivi čitalac već nazire da se relacije (7.4.4) uopštavaju, tj. da možemo pisati 


, 4 « 


V2 


(A x - iAy), 


4 (!) 

У"1 0 


ii’) 




(A x + гЛ у ), 


ili matrično izraženo 


Л(!) 
71 -1 
4 (!) 

л о 


A 


(i) 


'А х 


S I A y 

A, 


def 


72 

0 

l 

+2 


у/2 


'V2 


(7.4.9a) 


7.4.96, c) 


pri čeirru je A proizvoljan vektorski operator, a {A$\m = — 1 , 0 , 1} ireducibilni tenzorski operator 
prvog reda. IJnitarna matrica S je matrica razvijanja standardnih komporrenata po Descartes- 
ovim. 


Zadatak 7-4-3 Pokazati da su (7.4.96), (7.4.7) i (7.4.1a) u skladu sa: 

U (k=1) (фи) = S*R(Ju)S T , Vpu iz тг -lopte. (7.4.10) 

7,4,1 Treba uočiti da 11 jednakostima kao što su (7.4.5a) i (7.4.6a) vektorski operator zarnišljarno kao koloriu od tri 
operatora. Na levoj strani sa U . . . U~ l delujemo posebno na svaki elernent u koloni, a na desnoj strani iniariio 
množenje kvadratne brojne matrice R~ l istorn kolonorn. Ovo je kornpaktno napisan sistern od 3 operatorske 

jednakosti. 
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Kao što je već rečeno, vektorski operator A rnože se ekvivalentno definisati pomoću K: 


к„А,, ] = ЛЕ 


,, f , // n i 

q —x,y,z qq q Ч 


q., q = X, у ђ . 


(7.4.11) 


Iz (7.4.11) i (6.2.7) je očigledno da je sam K vektorski operator. 

Zadatak 7-4-4 Pod pretpostavkom. da je već poznato da su (7.4.1a) i (7.4.2) ekvivalentni (a to će biti dokazano 
u §7.4.6), dokazati ekvivalentnost (7.4.7) i (7.4.11). 

Zadatak 7-4-5 Nabrojati vektorske operatore kojima smo se do sada koristili i pokazati da je svaki od njih 
stvarno vektorski operator. 

Na kraju ovog paragrafa, da ukažemo ria fizički srnisao transformacionih osobina vektorskih 
operatora. Neka je A vektorska. opservabla, а | ф ) proizvoljno starije. Onda je očekivana 
vrednost (ф | A | ф ) brojni vektor, tj. trojka. brojeva. koju dobijamo merenjem na. ansamblu. 
Merne aparature su po pravilu klasične, a rezultati, kao (ф | A | ф ), moraju imati klasične 
transformacione osobine (u ovom slučaju pod rotacijama). Ako primenimo rotacije u EL, na 
prirner u Schrodinger-ovoj verziji (uporediti § 5.2.4), onda klasična rotacija Кф, rezultuje u novom 
vektoru: (ф | ПЦф)А д и(ф) \ ф) = Jfi q '=x. y ,z Кдд’(Ф)(Ф I -U I Ф) (O t ■ ■ ■ и Ј е inverzno od U ... Ufi 
stoga R qq >). Dakle, (ф \ A | ф) se trasfbrmiše kao klasični vektor. 

7.4.3 j — j i L — S sprezanje 

Počećemo paragraf sa dve korisne leme o vektorskim operatorima. 

Lema 7.4.1 Svaka linearna kornbinacija vektorskih operatora je takođe vektorski operator. 

Zadatak 7.4-6 Dokazati Lemu L 7.4.1 


Lema 7.4.2 Tri operatora l x , l y i l z orbitnog uglovnog rnornenta čestice koja ima spin čine 
vektorski operator ne sarno u odnosu na orbitne rotacije, nego i u odnosu na ukupne ( tj. orbitno- 

■spinske) rotacije. Analogno važi za š. 

Dokaz: Pošto se čitalac već ubedio da je 1 vektorski operator u H 0 , pređimo na ukupni prostor stanja H u d = 

H 0 H$. Leva strana od (/.4.7) onda glasi (bf}(pu) ® и е (фи))(1 ч <g> 1 3 )(П 0 " 1 (фи) cg> U s ^u)), što se svodi na 
(фи)) <g) ( U s ( (f)\i) I s Uj ~ 1 ( 0u) ) . Pošto u 1~L 0 I zadovoljava (7.4.7), prvi faktor je , R q i q l q ^ te 

usled linearnosti direktnog proizvoda naša polazna leva strana postaje y z R q > <S> / s ), tj. (7.4.7) 

važi i u fi u , Za š je dokaz analogan. Q. E. D. 

Sada ćemo rezultat Leme L 7.4.2 uopštiti na sistem od više čestica sa spinoim na primer na 
atomski ornotae od Z elektrona. Ukupni prostor stanja omotača glasi 

(7.4.12) 

gde su faktor prostori ukupni prostori stanja pojedinih elektrona. Pošto je nj = 0 Еј\ 

i = 1, . . . , Z, irnaino 

njj z = nf 0 nf 0 ... 0 nf 0 nf . 


(7.4.13) 
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Pošto su fizičke rotacije uvek rotacije u ukupnom prostoru, postavlja se pitanje da li su na 
primer li i ši vektori i u odnosu na ukupne rotacije. U ukupnom prostoru U^ z operator li 

deluje kao 0 . . . ®I ( Z ] ®I Z \ stoga rezonovanjem kao u dokazu Leme L 7.4.2 lako možemo 

zaključiti da 1] jeste vektor i u odnosu na ukupne rotacije ili ukupni uglovni inoment J. Analogno 
važi za S) , kao i za L { , s, , % = 2 , . . . , E . 

Poredak faktora kao u (7.4.12) i (7.4.13) prilagođen je tzv. j — j sprezanju (engleski: j-j 
coupling, čitati: džej-džej kapling), tj. u svakom U (u] imamo sprezanje j,; = + š,;, a zatim 

Postoji i druga mogućnost, tzv. L — S sprezanje, koje se u atomskoj fizici naziva i Russel- 
Saunders-ovirn (čitati: Rasl-Saunders) sprezanjem. Nairrie, na osnovu komutiranja faktor pro- 
stora (rnada za jednu primenu poredak iriora biti fiksiran, ali nakon permutovanja faktora dobi- 
jarno ekvivalentne rezultate), možemo ukupan prostor pisati u vidu 



qj(°) 

Hl... Z 

UL/(°) 

— H L..2 

: ® U\\ z , 

(7 

.4.14) 

qj(°) 

= H ( ° ] ® . . . ® H ( z ] : 

% /М 

Н 1 ...Z 

= u[ s) ® . . . ® uf. 

(7.4.1 

.5 a.b) 


Poretku faktor prostora kao u (7.4.15) i (7.4.14) odgovara sprezanje J = L + Š, gde su 
L *= Yli=i i S == Y2f=i ukupni orbitni odnosno ukupni spinski vektor uglovnog momenta 
omotača (realizacija za K u H ( °\ z odnosrio rr 

Rezonovanjem kao u dokazu Lerne L 7.4.2 sledi da su L i Š vektorski operatori i u odnosu na 
J (sveukupni uglovni rnoment), tj. u odnosu rra fizičke rotacije. 


7.4.4 Wigner-Eckart-ov teorem 

Vratimo se opštem slučaju sa standardnim komponentama ireducibilnih tenzorskih operatora 
definisanih sa (7.4. lo). Mi još ne znamo šta je svrha ovih operatora. 

U kvantnoj mehanici se veoma često moraju izračrmati matrični elementi, tj. izrazi tipa 
(U | A | гр), gde je /4 najčešće član u hamiltonijanu (na primer perturbacija). Možemo u prostoru 
stanja uvesti standardni bazis za K i razviti vektore stanja | ф) i | ф) po njemu. Standardan bazis 
u operatorskom prostoru se sastoji upravo od multipleta operatora definisanih sa (7.4.1a) i po 
njinia inožemo da razvijemo i A. Na taj način se izračunavanje pomenutih matričnih elemenata 
svodi na izračunavanje matričnih elemenata vida (ктХ \ Tmj ] | kxm\X\ ). Za njih važi sledeće 
poj eđnostavlj enj e . 

Teorem 7.4.1 (Wigner-Eckart-ov) (Vigner, Ekart) 


(7.4.16) 

gde je ( kX\\T^\\kiXi ), izv. redukovani matrični element'* 4,2 , nepoznata funkcija od kvantnih 
brojeva k, X, к^, k\, X\, čija funkcionalna zavisnost zavisi od prirode operatora Tmf\ a prvi faktor 
na desnoj strani je CG-koeficijent. 

7 ‘ 4-2 Kod rnnogih autora je redukovani matrični elernent defmisan tako da se na desnoj strani (7.4.16) javlja faktor 

i 

‘2к+1 ■ 


(ктХ | T'm^ | крпцХх } = (кхк^тхтфкт) ( кХЦТ^ОЦкхХх ) 
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Napomena 7.4.1 Pojednostavljenje u (7.4-1) sastoji se u torne što je sva zavisnost leve strane 
od magnetnih kvantnih brojeva rn, m\ i m 2 poznata preko CG-koeficijenia na desnoj strani. 
Nepoznati redukovani rriatrični element (koji u stvari nije matrični element, sarrio je uobičajeno 
da se sirribolično ili uslovno tako piše i naziva) izračunava se tako da se za neku kombinaciju 
m, m,i i m -2 za koju CG-koeficijent nije nuia izračuna leva strana. Onda CG-koeficijenti odmah 
ornogućavaju izračunavanje vrednosti leve strane za sve ostale kornbinacije vrednosti m, m i , m 2 . 

Napomena 7.4.2 Najveća korist od Wigner-Eckart- ovog teorema je u selekcionirn pravilima 
koje u sebi nose CG-koeficijenti: 

(ктХ | | k\mi\i ) = 0 (7.4.17) 

kadgod m ф mii + m 2 i/ili kadgod k, kj i k 2 ne zadovoljavaju pravilo trougla. 

Radi uprošćavanja računa, redukovani rnatrierii element (кХ \ \Т^ к2 Ц \ k] X\ ) stavljamo po 
definiciji jednakim nuli kad god je narušeno selekciono pravilo za k, k\ i k 2 (jer onda ionako 
nernamo potrebe za njima). 

Zadatak 7.4.7 Navesti eksplicitno selekciona pravila za skalarni i vektorski operator. 

Zadatak 7.4-8 Pokazati da j e matrični element (ka | | T ( * 2 ) | | к\ /9 ) ј ednak nuli kad god k, k\ i k 2 ne zadovolj avaj u 
pravilo trougla. Ovde su vektori takvi da zadovoljavaju K 2 | kaa) = к(к+1)ћ 2 | ka), K 2 | рјЗ) = feRki + l) | 03) 
(а i / 3 su dodatni kvantni brojevi); тМ) = ТЈт 2 =-к 2 X m2 fm 2 \ gde su X m , 2 proizvoljni kornpleksni brojevi, a T 
su standardne komponente riekog ireducibilrrog tenzorskog operatora. 

Nekad se u kontekstu matričnog elementa kao što je dat u Zadatku Z 7.4.8 kaže da vektori 
„nose” kvantne brojeve k odnosno k\, a operator da „nosi” kvantni broj k 2 . 

Specijalni slučaj operatora T^ 2 - iz Zadatka Z 7.4.8 su komponente bilo kog vektorskog ope- 
ratora. 

Posle nekoliko poinoćnih rezultata primenićemo u sledećem paragrafu Wigner-Eckart-ov teo- 
rern na Zeeman-ov efekt atornskog ornotača. 

Lema 7.4.3 Neka su A i B dva proizvoljna vektorska operaiora. Njihov tzv. skalarni proizvod, 
tj. izraz 

A • B = A X B X + А у Ву + A Z B Z , (7.4.18) 

je skalarni operator. 

Zadatak 7.4-9 Dokazati Lemu L 7.4.3 na dva načina, jedan od njih da bude pomoću matrica, tj. pišući A • B 
kao vrstu od tri operatora množenu (matrično) sa kolonom od tri operatora. 

Zadatak 7-4-10 a) Objasniti zašto brojni vektor (kao na primer ф iz 7r-lopte) nije vektorski operator. 

b) Pokazati da kad bi brojni vektori bili vektorski operatori, oncla bi zbog Lerne L 7.4.3 grupa rotacija rnorala 
biti komutativna. 

Napomena 7.4.3 Kao što proizlazi iz iskaza Zadatka Z 7. 4- 10a potpuni efekt rotacije R<p u % u 
Heisenberg-ovoj verziji (bez obzira da li se radi o aklivnoj ili o pasivnoj interpretaciji) nije samo 
u torne da se svaki vektorski operator A zarneni rotiranirn vektorskim operatororn и~ 1 (ф)АЈЈ(ф) 
(i analogno svaki ireducibilni tenzorski operator itd.), već da se istovremeno svaki brojni vektor 
a zameni sa Н(ф)а. 
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Zadatak 7 . 4*11 Pokazati kako iz Napomene N7.4.3 sledi invarijantnost izraza A * ol pod potpunim efektom 
proizvoljne rotacije. 

Zadatak 7Ј$.*12 Realan broj a je specijalan slučaj hermitskog operatora i može da se fizički interpretira kao 
opservabia čije merenje sigurno daje rezultat a. Objasniti (u kontekstu Napomene N 7.4.3 i diskusije na kraju, 
paragrafa § 7.4.2) zašto brojni vektor ol ne rnože da se interpretira fizički kao vektorska opservabla. Navesti 
primere brojnih vektora u kvantnoj mehanici i ilustrovati iskaz da oni ne izražavaju (kvantizirane) varijable, već 
određuju vektore u običnom prostoru. 


7.4.5 *Zeeman-ov efekt atomskog omotača 

Sada ćerno nastaviti kvantno-rnehaničko opisivanje efekta Zeernan-a, koje srno započeli u odeljku 

§ 6.8 i nastavili u § 6.9.3. 

Kvantizacijom klasičnog hamiltonijana koji opisuje omotač u prisustvu spoljašnjeg konstant- 

nog i homogenog magnetnog polja B dobili smo (6.8.9). Prepisujemo ga u vidu 


н = УФ 

v 2m P 


Ze 2 


i = 1 


>+E 


z 


Џ 


<0 


(7.4.19) 


i<j 


i=l 


gde je џр = f —џвШ h, (izostavili smo mali poslednji član koji je irelevantan za Zeeman-ov efekt). 

S druge strane, pošto srno uveli spiri (videti hipotezu spina u §6.9.4) zriarno đa i unutrašnji 
magnetni đipolni rnoment џ в = —g s ji B s interaguje sa B, tako da se u hamiltonijarru omotača 
rnora pojaviti dodatni član — koji je nov u odnosu na kvantiziranu klasičnu jednačinu 

(7.4.19). Uključujući ovaj član u (7.4.19) i definišući H u £ 2 (r 1; .... r z ) ® н\ј 2 , dolazimo do 




2 m e 


Ze? 


i<j 


r,. 


B • џ, 


(7.4.20 a) 


gde je јл vektorski operator magrretnog dipolnog rrrorrrenta elektrorrskog orrrotača, a orr glasi 


z 

p = -M B (.giL + .g,Š), L = ^li 

?:=i 


^ = 

Z—j 
i= 1 


(7.4.206, c,d) 


Giromagnetski ili Lande-ovi faktori gi i g s (orbitni i spinski) jednog elektrona imaju empirijske 
vrednosti: 

gi = 1, 9s = 2 (7.4.21a, b) 

(to su približne vrednosti), а to daje i Dirac-ova relativistička kvantna teorija elektrona; često se 
gi izostavlja (kao faktor), a urrresto g s odrrrah stavlja 2. 

Kao što ćerno videti u § 9.1.10, čirrjenica da elektrorr irna spirr ispoljava se ne sarno kroz 
poslednji sabirak u (7.4.206), rrego i kroz još jedan sabirak u hamiltonijanu, H s u koji predstavlja 
tzv. spirr-orbitrro sprezarrje. Stoga, harniltoriijan orrrotača je 


(7.4.22) 


V' z /_Р|_ _ Zejj\ ■ST'Z e 2 . 1 a i 1 dV(rj) p p 

2-?г=1 V 2m e Ti > ' H,i<j ј Г ј — vj j ' 2Ki=l 2mfc 2 ° г 1г п dr; 13 “ 


(uporediti (9.1.37)). 
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Kada je magnetno polje toliko jako da B • џ dominira nad H s i (tj. nađ pretposleđnjim 
sabirkom), onđa se govori o Paschen-Back-ovom efektu (čitati: Pašen-Bak). U obratnom slučaju, 

kada je B • џ za redove veličine manji od H s i, imamo Zeeman-ov efekt. 

Zadatak 7.4-13 a) Pokazati da je H iz (7.4.22) bez poslednjeg sabirka rotaciono sirnetričan i da se potpuna 
klasifikacija stanja postiže standardnirn bazisom {| ЈМјХ )|VJ, Mj, Л) za J (ovde A uključuje kvantni broj 
energetskog nivoa) . 

b) Pokazati da se ođbacivanjern poslednjeg i pretposlednjeg sabirka u (7.4.22) (nulta aproksimacija u Paschen- 
Back-ovom efektu) potpuna klasifikacija stanja postiže i bazisom {| LMiSMsX)\iL,Mi,S,Ms,X}, koji 
je standardan bazis za L i S. 

Eezultati merenja Zeeman-ovog efekta iriogu da se teorijski reprodukuju sa zadovoljavajućom 
tačnošću ako član — B • џ u (7.4.22) tretiramo kao perturbaciju i to u prvoj aproksimaciji. 

Sada moramo malo anticipirati rezultate kasnijih glava. Kao što ćemo videti kad bndemo 
izučavali teoriju stacionarnih perturbacija degenerisanog nivoa (§ 10.2.2), da bismo izračunali 
kakvo će cepanje jednog neperturbisanog nivoa E n izazvati perturbacija u prvoj aproksimaciji, 
moramo dijagonalizirati samo jednu podmatricu operatora perturbacije u energetskoj reprezen- 
taciji neperturbisanog hamiltonijana. Ta se podrnatrica sastoji od svih matričnih elemenata koji, 
kao što se kaže, povezuju vektore stanja koji odgovaraju dotičnom fiksiranorn nivou E n . Pošto 
nivoi E n neperturbisanog hamiltonijana funkcionalno zavise od kvantnih brojeva n, J, Mj, X 
(uporediti Zadatak Z7.4.12.a., sad Л ne uključuje n), zajedno sa nivoom E n fiksirani su i odgo- 
varajući kvantni brojevi n, J 0 , Л 0 , tj. svi osim Mj. Degenerisanost nivoa je 2J 0 + 1 i podmatrica 
reda (2J 0 + 1) х (2J 0 + 1) od operatora perturbacije — B • џ (vrste i kolone prebrojava Mj 0 ) 
dij agonalizacij om daje pomenuto cepanje. 

Dakle, potrebni su nam matrični elementi (nJ 0 M Jo X 0 | (— B • џ) | nJ 0 M'j Х 0 ). Međutim, na 
osnovu (7.4.20) niže i eksplicitne forme operatora — B • џ (uporediti (7.4.206) i (7.4.21)), pišemo 

(nJ 0 M Jo X 0 | (L + 2Š) | nJ 0 M'j o X 0 ) = g(nJ Q M Jo X Q \ J | nJ 0 M' Jo X 0 ). (7.4.28) 

Faktor g naziva se giromagnetskim ili Lande-ovim faktorom elektronskog omotača. To je 
veličina koja karakteriše dotični nivo E n (zavisi od n, J 0 i Л 0 , a ne od M Jo ). 

Koristeći (7.4.23), dolazirrm do sledećeg rezultata 

(nJ 0 Mj 0 X o | (— B • џ) | nJ 0 M' Jo X 0 ) = дВџв(пЈ 0 М Јо Х 0 \ J z \ nJ 0 M'j o X 0 ) 

(z—osa, je duž B; B = f |B| = B z , B x = B y = 0), iz čega sledi 

LS = бмЈ 0 мј о уЕ/- 1 вМЈ 0 ћ. 

Dakle, zahvaljujući tome što smo pomoću Lande-ovog faktora g uspeli da svedemo sve rele- 
vantne operatore na J z (a to smo mogli zahvaljujući Lemi (L 7.4.7) niže, a u stvari na osnovu 
Wigner-Eckart-ovog teorema), naša podmatrica je već dijagonalna, te perturbisani energetski 

nivoi (u prvoj približnosti) glase 7-4 ' 3 

7 - 4 - 3 Ponekad se uvodi tzv. magnetni inoment elektronskog omotača i obeležava se sa rn. To je po definiciji 
m đ = f (nJ 0 ,M Jo = Jo, Ло | џ, | nJ 0 ,Mj 0 = J 0 ,X 0 ) = — /m J 0 % (videti (7.4.206) i (7.4.23)). Očigledno, m igra 
analognu ulogu kao g i neina potrebe uvoditi obe ove veličine. 
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Nivo cepa se na 2 J 0 + 1 ekvidistantnih nivoa, a „distanca” je дВџвћ. 

Opštu formulu (7.4.24) možerno primeniti i na slučaj jednog valentnog elektrona (izosta- 
vljajući popunjene ljuske i podljuske). Uzmimo dva primera, srebro (Ag) sa konfiguracijom 
(Kij(5.sj(4d) 10 i uglovnim momentirna 2 5i i talijum (Tl) konfiguracije (Xe)(6s) 2 (4/) 14 (5d) 10 (6p) 
i sa 2 j P i . Pošto je u oba slučaja J = j = Zeeman-ov efekt cepa neperturbisani nivo osnovnog 
stanja na dva nivoa (anomalni Zeeman-ov efakt). Ali Т1 usled L = 1 = 1 (za Ag: L = l = 0) ima 
manji g faktor i, kao što vidimo iz (7.4.24), razrnak perturbisanih nivoa je manji. 

Zadatak 7.Ј.Ц Pokazati da se u slučaju Paschen-Back-ovog efekta obrazac (7.4.24) zarnenjuje formulom 

E{n L 0 S 0 Ao) = K + џ в B (M Lo + 2 M So ). (7.4.25) 

7.4. 6 *DODATAK 1 - Superoperatori rotacija i uglovnog 
momenta 

Za ljubitelje dubljih matematičkih sagledavanja daćemo kratak prikaz ireducibilnih tenzorskih 
operatora sa gledišta superoperatora, tj. operatora koji deluju na operatore dajući opet operator 
(uporediti § 5.2.3). 

Neka je П naš prostor stanja kvantnog sistema, a sa % 2 obeležimo (kompleksni) lineami 
prostor svih lineamih operatora koji deluju u Ћ i nazvaćemo ga superprostor 7-44 . Superoperatori 
su linearni oparatori u % 2 . 

Pođirno od proučavanja superoperatora 

U (фи)А = f и{ф\х)Аи~ 1 {ф\х), VA G 'H 2 , Уфи iz тг -lopte. (7.4.26a) 

Pošto operatori rotacije vektora u % (u Schrodinger-ovoj verziji) glase U(<p u) = е~ж^' к , imamo 

ђ(фи)А = e-^' K iet^' K . (7.4.265) 

Uvedimo sad superoperatore 

K q A = [ K q , A ], vi G n 2 , q = х , у, z. (7.4.27) 

Na osnovu Baker-Hausdorff-ove leme (videti § 5.2.3) i (7.4.27), možemo (7.4.265) prepisati kao 

(7.4.28) 

(iskoristili smo linearnost komutatora po prvom faktoru) . 

Zadatak 7.J.15 Dokazati da je preslikavanje U (фи) -+ U(<pu), zadato sa (7.4.26a), izomorfizam. 

7 ‘ 4-4 Preciznije rečeno, u Ћ 2 spađaju sarno linearni operatori čiji je doinen gust u %. Opštiji linearni operatori se 
ne susreću u kvantnoj mehariici. 
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Zbog (7.4.28) grupu superoperatora {1Ј(фи)\фи iz тг -lopte} možemo interpretirati (forrnalno) 

kao grupu superrotacija 7A ' 5 u % 2 . Generator je vektorski superoperator K = f {K x , K y , K z }. 
Proverimo koje komutacione relacije zadovoljavaju komponente. 

Iz Jacobi-evog identiteta za komutatore sledi [ K x , [ K y ,K z ] ]+ cikl. perrn. = 0 =Ф- 
[ k x , [ k y ,A ]]-[ k y ,[ k x ,A ] ] - [ [ k x ,k y ],A ] = 0, što na osnovu definicije (7.4.27) i 
relacije [ K x ,K y ] = iHK z dovodi do 


(7.4.29) 


jer A G TL 2 je proizvoljan operator. Ciklične permutacije slede analogno, kao i nultost ostalih 
komutatora. 

Tek sada možeirio s pravom govoriti o rotacijama u К 2 , a o K kao o vektorskom superopera- 

toru uglovnog rnomenta. 

Sto se tiče ireducibilnih tenzorskih operatora, prepišimo sad definiciju (7.4.1a) u vidu 

(ПФиМ = ОЈФМА (7.4.30) 

m r =—k 

Kad (7.4.30) uporedimo sa (6.4.5) (videti i pasus ispod toga), dolazimo do zaključka da je iredu- 
cibilni tenzorski operator u stvari jedan multiplet stanđarđnog bazisa za superrotacije. 

Radi alternativnog definisanja ireducibilnog tenzorskog operatora, jednakosti (7.4.2) prepisu- 
jerno u vidu 

K z fW = тћТ%\ (7.4.31a) 

k±fj £' ! = y/k(k + l)-m(m±l)f£l v (7.4.316) 

Upoređujući (7.4.31a) sa (6.2.21c), a (7.4.316) sa (6.3.14c, 6.3.14d) (videti i Zadatak 6.3.6 ispod 

toga), dolazimo do istog zaključka. 

Citaocu je već, bez sumnje, palo u oči da. u superprostoru TL 2 ipak nešto nedostaje: nemarno 
unitarni skalarni proizvod i TL 2 nije Hilbert-ov prostor. Ipak, tzv. Hilbert-Schmidt-ovi operatori 
u %, tj. lineami operatori za koje važi Tr АТЛ < oo (ako je Tl konačno-dimenzionalan, onda su 
svi linearni operatori Hilbert-Schmidt-ovi), čine Hilbert-ov prostor TL 2 HS C TL 2 . Skalarni proizvod 
je definisan u TL 2 HS na sledeći način 


K x ,K y ] = %HK Z i cikl. perrri. 


( i , B ) = TxJfB. 


(7.4.32) 


Zadatak 7*4*1 6 Pokazati da su superrotacije U{([m) unitarni, a superoperatori uglovnog mornenta K q hermitski 


7 * 4 * 5 Ako fizički interpretirarno rotacije u Tl 2 « onda srno 11 Heisenberg-ovoj verziji i U (фи) odgovara rotaciji 

Кф и u objektivnom običnom prostoru. АИ zbog zahteva izomorfizma, mi smo onda u levom stupcu na C 5.2, 

irriarno pasivnu interpretaciju i u stvari Кф 2 deluje na koordinatni sistem. T'ako da opet irnarno К фи -> 1Ј(фп) 
(izomorfno), gde rotacije К фи deluju u skupu koordinatnih sisterna (kvadrat I na C5.2). 
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Dakle, u 'H% s irnanio jednu realizaciju opšte teorije uglovnog momenta i svi njeni rezultati se 
prenose i na ovaj slučaj. Na prlmer, što je za nas od važnosti, iz opšte teorije sledi da su relacije 
(7.4.30) i (7.4.31), tj. zapravo (7.4.1a) i (7.4.2a-7.4.2c), ekvivalentne definicije. 

U kvantnoj mehanici običrro susrećemo operatore koji nisu Hilbert-Schmidt-ovi. Stoga nam 
se nameće pitanje da li ekvivalentnost definicija (7.4.1a) i (7.4.2a-7.4.2c) važi i u slučaju kada 
nisu svih 2к + 1 standardnih komponenti ireducibilnog tenzorskog operatora Hilbert-Schmidt-ovi. 

Potvrdan odgovor sledi iz činjenice da su rotacije {U (фи) = e ^ ^ фпК \фи iz тг -lopte} s jedne 

strane i {K Z ,K±} s druge uzajamno povezani funkcionalnirn zavisnostima (uporediti (6.4.1)). 
Zahvaljujući tome, rnožemo poći od (7.4.30) i, pogodrro se koristeći eksplicitnom forrrrom U- 
frmkcija, stići do (7.4.31a, 7.4.315) i obratno. Pri torne rrije bitrro što nisrno a priori sigurrri da 
su {Тт\тг = —k, kao vektori u Ћ 2 linearno nezavisni. Upravo zbog toga i ne moranio da 

činimo pomenute korake, jer u unitarnom prostoru, kada su vektori (| km\ )\m = —k, ...,k} 
ortonormirani, zrrarno da iz jedrrog sisterna jednakosti sledi drugi i obratno. 

Zadatak 7 . 4.17 Pokazati da (7.4.31a, 7.4.316) impliciraju da su {Tm^\m = — k, ...,k} ili svi nula ili linearno 
nezavisni. (Indikadja: Koristiti se sa (7.4.316) za eliminaciju mogućnosti da neki od pomenutih operatora jesu, 
a drugi nisu nula. Iz (7.4.31a) а b contraiio rezonovanjem sledi da nenultost dotičnih operatora implicira da su 
linearno nezavisni.) 


7.4.7 *DODATAK 2 - Dokaz Wigner-Eckart-ovog teorema 

Ovaj dokaz zasniva se na analogiji (2k\ + 1 ) (2fc 2 + 1) vektora 

{ | k±mi\i )\mi = -ki , . . . , h; m 2 = ~k 2 , ..., k 2 } (7.4.33) 


sa bazisom (7.2.1). Naime, uprkos tome što vektori u skupu (7.4.33) nisu nužno linearno nezavisni 
(čak nisu ni nužno različiti od nule) , raspolažemo algoritmom po kome se likovi vektora iz (7.4.33) 
po operatorima rotacije jednoznačno razvijaju po (7.4.33): 


и(фи)(ТМ | kpnMi}) = Ф(фп)Т^и~ 1 (фи})ф(фи) | hmi Xi)) 


k-2 


J2 5] и т[1МФ и т^^ и ^2 ] I k i m i x i), Vmi, m 2 . (7.4.34) 

г^ =—к1 mo =—k2 


Ako (7.4.33) napišemo u vidu supervektora, označićemo ga sa (33), onđa se (7.4,34) rnože 

prepisati kao 

и(фи)(33) = ф {к1) (фи) 0 и (к2) (фи)) т ( 33), (7.4.35) 

što je analogno sa (7.2.14). 

Prosledimo analogiju između (7.4.33) i bazisa (7.2.1) dalje. 

Iz (7.2.18) sledi 


(П (к1] (фи) 0 1Ј (к2) (фи)) т = M~ 


^к=\кл- 


к 2 


П (к] (фи)) т М. 


(7.4.36) 


Kada (7.4.36) zamenimo u (7.4.35) i poumožiuio s leva sa M (što kornutira sa П(фи)), dolazimo 

clo jednakosti 

П(фи)М (33) = (ффф к2 ф {к)Т (фи))М(33) (7.4.37) 
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(u đirektnorn zbiru matrica transponuje se svaki sabirak posebno, kao što se čitalac lako može 
uveriti) . 

Upoređujući (7.4.37) sa (7.2.15), vidimo da je M(33) analogon standardnog bazisa (7.2.2). 
Pošto ziiamo vektore u supervektoru (33) i zriamo matričrre elemente od M (viđeti (7.2.7a)), 
možemo napisati kako gla.se vektori u supervektoru M(33). Obeležimo ove vektore (zasad 
uslovno) sa фкт- Oncla 

Фкт = ^ (k\k 2 m\m 2 \km)f^f | k\m\Xi ), k = \k\ — кф, . . . ,k\ + k- 2 ; m = —k, . . . ,k. (7.4.38) 

Ш 17712 

Obeležimo supervektor koji se sastoji od vektora фкт, m = —k, ...,k, sa (фк). (7.4.37) se 

očigledno raspada na sledeće manje supervektorske jednakosti 

и(фи)(ф к ) = U {k)T (фи)(ф к ), k= \k\ -k 2 \,..., h + k 2 . (7.4.39) 

Sistem jednakosti (7.4.39) je analogan jednakostima (7.4.30) iz prethodnog Dodatka. Kao i 
tamo (kraj od § 7.4.6 i Zadatak Z 7.4.16), možemo zaključiti da se skupovi = —k, . . . , k) 

ili sastoje od samih nula ili ocl 2 k + 1 linearno nezavisnih vektora. Proširenjem dokaza L 6.4.2 sa 
unitarnog operatora prelaska W na nesingularni (uopštavajući na bazise od linearno nezavisnih 
vektora), analogno sledi da vektori фк т •, m = —k, ...,k, ako nisu svi nula, onda moraju biti 
jednaki vektorima iz jednog multipleta standardnog bazisa pomnoženim sa nekim zajedničkim 
brojnim faktorom. 

Invertovanjem jednakosti (7.4.38) dolazimo do 

W | k\m\\i ) = ^2(к\к2т\т2\кт)фкт- (7.4.40) 

k'm r 

ninožeći (7.4.40) s leva skalarno sa (кт\ |, dobijamo 

(ктХ | I k\m\X\ ) = (к\ k 2 m\ m 2 1 km) ( кгпХ \ фк' т ’)- (7.4.41) 

k'm' 

leva strana od (7.4.41) je leva strana od (7.4.16), tj. od Wigner-Eckart-ovog Teorema koji doka- 

zujemo. 

Pošto su фкт s tačnošću do zajedničke norme vektori standardnog bazisa, ( ктХ | фк т ) = 
бк'Ап'т.{ ктХ | фкт) i suma u (7.4.41) svodi se na samo jedan član: 

(ктХ | fj, f 2 2) | k\m\Xi ) = (k\k 2 m\m 2 \km)( ктХ | ф кт ). (7.4.42) 

Preostaje sarrm da ispitamo od čega zavisi izraz 

{ ктХ | ф кт ) = (к\к 2 гп\т 2 \кт) (ктХ | | к\т\Х\). 

Ш1Ш2 

Iz definicije standardnog bazisa (6.3.14 d) sledi (kao što se lako vidi): 


ктХ ) 


A+ | k, m + 1, Л ) 


K __ | k, m + 1 , Л ) 


ti\J (k + m + 1 )(k — rn) ћ\Јк(к + 1) — rn(m + 1) 


Vm. 


(7.4.43) 
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Ako stavimo | 'фкт) = c | ктт) (izbor r je potpuno nezavisan od izbora Л u fiokama orrnara sa fio- 

kama), za | кгпт ) važi (7.4.43) mutatis mutandis. Onda ( кгпХ | фкт) = -џ KzA+ž+A+l . 

Pošto je po (6.2.20) K + K- = K 2 — K Z (K Z — ћ), to se u našem slučaju K+K^ svodi na 
k(k + 1)ћ? — (m + 1 )ћтћ i imamo 

( km\ | фкт) = {к,т + 1,Л | фк,т-н), Vrn. (7.4.44) 

Iz (7.4.44) vidimo da izraz ( кгпХ \ 'фкт) ne zavisi od m. Znači, zavisi samo od kvantnih brojeva 
к, X, & 2 , к\, Лј kao i od same prirode operatora Po konvenciji ga pišemo kao redukovani 

matrični element ( кпгХ | фкт) *=' (кХ | |Г^ 2 -| | k\X\). Q.E.D. 

7.4.8 *DODATAK 3: Pomoćni rezultati za primenu Wigner- 
Eckart-ovog teorema 

Najvažnijaje primena Wigner-Eckart-ovog Teorema na vektorske operatore. Radi nje dokazaćemo 
neke pomoene rezultate. 

Zadatak 7-4.18 Pokazati da iz sarnog pojrna CG-koeficijenata i iz konvencije (7.2.3) sledi 

(h,k 2 = 0, m\ , rn -2 = 0| кт) = б к1 кФпгт, (7.4.45a) 

(k\ = 0+2, r/ii ™ 0, m- 2 \krn) = бк 2 кб ш . 2т . (7.4.456) 

Lema 7.4.4 Za skalarni operator T = Т^ 2 1 0 važi formula 

(ктпХ | f | крпцХг ) = S kkl S mmi ( кХ\\Т\\кХ\ ), (7.4.46) 


tj. matrični elementi u standardnom bazisu su dijagonalni po k i m ( ne nužno i po X ), a nenulti 
elementi se svode na redukovani matrični element. 


Dokaz: (7.4.46) je neposredna posledica Wigner-Eckart-ovog Teorema (7.4.16) i relacije (7.4.45a). Q. E. D. 
Zadatak 7-4-19 Na osnovu opšte formule (7.2.9) za CG-koeficijente pokazati da važi 

(hk0\kk) = \/к(к + 1), Чк. (7.4.47) 

Lema 7.4.5 Ređukovani matrični element od K u standardnorn bazisu za K glasi 

( АЛЦКЦМг ) = б кк1 б ХХ1 л/Џк + Тјћ, V к,Х,к\,Х\. (7.4.48) 

Dokaz: Na osnovu formule razvoja (7.4.96) i zatirn Wigner-Eckart-ovog Teorema (7.4.16), rnožemo pisati: 

i 

(km\ | K q | fcimiAi) = S,J W9 (femA | K^ =1 ^ | АјШјАј ) ------- $т 2 д\ SA||Ii ||A;i Aj )(.li j Imj ггЏкгп), q ------ x,y,z. 

П1 Г 2 — — 1 7П‘2 

Zbog ovog lakog svođenja vektorskog operatora na standardne komponente, izraz ( fcA||if||feiAi ) nazivarno i 
redukovanim matričnim elementom vektorskog operatora. 

Stavimo sad q = z i mi = к\ u dobijenoj jednakosti. Imajući u vidu da K z = К^ 2 ~^ { S m2iq=z = J m2 ,o? Vrn^ 
uporediti (7.4.9c), onda ova jednakost daje k-\ б ш к { čaa- s ::::::: ( k\\\K\\ki\i )(kiiki0\km) (na levoj strani smo 
iskoristili da se radi o standardnom bazi.su za K). Dakle, deleći sa CG-koeficijentom za vrednosti kvantnih brojeva 
za koje nije nula, i koristeći se sa (7.4.47) zbog б^кц na levoj strani, dolazimo do 

( кЦКЏгХг ) = S kkl 5 XXl [k(k + 1)]H. 

Već srrio bili definisali da LS=0 ako fc, 1 i k\ ne zadovoljavaju pravilo trougla. Q. E. D. 
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Lema 7.4.6 Neka je {TmŽ ^ X) |m 2 = —1,0, 1} proizvoijni ireducibilan tenzorski operator prvog 
reda. Njegovi mažrični elementi u standardnom bazisu za K, koji su dijagonalni po Xik (ne nužno 
i po m), proporcionalni su odgovarajućim matričnim elementima od {Кт1~ г) \т2 = —1,0, + 1 }, 
tj. od standardnih komponenti od K: 

(krnX | Т^ 2=1) | кггцХ ) = a(kX)(kmX | К£ =1) | кт г X), VA, к, т, иц, (7.4,49) 

а faktor proporcionalnosti а(кХ) zavisi od к, X i od prirode operatora Tm 2 2_1) ( a ne i od magnetnih 
kvantnih brojeva). 

Dokaz: { ктХ | T TO2 2_1 ^ | km\\) = { fcA||T||fcA )(klmim 2 \km) po Wigner-Eckart-ovom Teoremu. Ako je k > 0, 

oncla 1 = (imenitelj nije nula na osnovu (7.4.48)) i ovo možemo cla ubacimo na đesnu stranu. Još 

jedanput se koristeći Wigner-Eckart-ovim Teoremom tako se dolazi do jednakosti 

(km\ | t£ =1) i krn-N) = | A’£ =1) I kmi \ ) . 

Naravno, a(k\) je izraz u srednjoj zagradi. 

Jednakost (7.4.49) važi i za fc = 0, jer onda, je narušeno selektivno pravilo trougla i LS=DS=0. Q. E. D. 

Lema 7.4.7 U standardnom bazisu za K matrični elementi proizvoljnog vektorskog operatora T 
koji su dijagonalni po X i k (ne nužno i po m) su proporcionalni sa odgovarajućim matričnim 
elernentima od K. Faktor proporcionalnosti, a(kX), je isti kao u prethodnoj Lemi. Dakle, 


(7.4.50) 

Dokaz: Odmah sledi ako od razvoja T q = f2m 2 = i >$! TOo Tm 2 ~ 1 \ ( t = Tfc+' (uporediti dokaz Leme L 7.4.5) 

uzmemo matrični element (km\ \ . . . \ km_i\i ) i ako iskoristimo (7.4.49). Q. E. D. 


( ктХ | T | km\X) = a(kX)(kmX | K | кпцХ), Мк, X, т, пц 


7.5 Superselekciono pravilo celobrojnosti uglovnog mo- 
menta 

U ovom odeljku proučićemo jednu važriu osobinu kvantno iriehaničkog uglovnog momenta. For- 
mulisaćerno je kao tzv. superselekciono pravilo, koje je propraćeno jednorn superselekcionom 
opservablom. Pokazaćemo da je direktna poslediea osobine o kojoj je reč da se ne mogu po- 
javiti svi mogući iredueibilni tenzorski operatori. Završićemo ukazujuei na postojanje još dva 

superselekciona pravila (i još dve superselekcione opservable) u kvantnoj mehanici. 

7.5.1 Rezime o celobrojnosti kvantnog broja uglovnog mo- 
menta 

Videli smo da kvantni broj l orbitnog uglovnog momenta u % 0 (o bilo kojoj čestici da se radi) 
uzirna saino cele vrednosti. Kvantni broj spina s irna sarno jednu (fiksiranu) vrednost. Najzad, pri 
kornpoziciji dva stepena slobode sa uglovnirn rnomentom u kompozitrri stepen slobode (jHikž%2 = 
H, Ki + K 2 = K, ki, k,2 -+ k) videli srrro da je celobrojnost od k ista kao celobrojnost od кц + A: 2 
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(videti L 7.1.3). Očigledno, k\ + k 2 je eeo broj ako i sarno ako su k\ i k 2 jednake celobrojnosti 
(tj. oba su cela ili oba su polucela), iriače je poluceo. Ista celobrojnost svih vrednosti od ki i 
analogno za k 2 ima za posledicu da sve vrednosti od k imaju riužno jednu te istu eelobrojnost. 
Ovo se direktno uopštava rra kompoziciju više stepeni slobode (uporediti T 7.1.3). 

Dakle, u krajnjoj meri Postulat o kvantizaciji (zahvaljujući kome je l dobijen) i uvođenje spina 
obezbedili su da će se u svakom stepenu slobode (faktor prostoru stanja) sa uglovnim momentom 
pojaviti kvantni broj k čije su sve vrednosti jedne te iste celobrojnosti. 


7.5.2 Superselekciono pravilo celobrojnosti 

Zaključak o određenoj celobrojnosti kvantnog broja uglovnog momenta k može da se formuliše 
i u sledećoj formi. 

Teorem 7.5.1 (Superselekciono pravilo celobrojnosti) Ne postoje u prirodi takva stanja ф 

fizičkog sisterna Ш njegovog stepena slohode sa uglovnirn rnomentorn koja bi mešala koherentno 
(tj. u srnislu superpozicije) vrednosti kvantnog hroja uglovnog rnornenta različite celobrojnosti. 

Pošto srno ovaj rezultat iskazali u vidu zabrane, govorirno, kao što je to uobičajerro, o super- 

selekcionom pravilu (vršimo selekciju dozvoljenog u odnosu na nedozvoljeno). Prefiks „super” 
treba da naglasi đa se radi o selekcionom pravilu koje je univerzalno, tj. uvek važi. Obična 
selekciona. pravila (uporediti § 8.3.8) vezana su za određena stanja, naročito za prelaze iz jednog 
stanja u drugo. 

Postavlja se pitanje da li se može definisati, na fizički uverljiv način, opservabla takva da 

celobrojnost bude u suštini njen kvantni broj. U sledeća dva paragrafa daćemo potvrdan odgovor 
na ovo pitanje. 

Bolje razumevanje superselekcionog pravila celobrojnosti nam je važno zbog toga što postoje 
i druga superselekciona pravila u kvantnoj mehanici, a pokazaće se da se i poslednji postulat, 
Postulat o identičnirn česticarna u stvari svodi na superselekciono pravilo (§ 9.3.6). 


7.5.3 Superselekciona opservabla 

Pođirno od pretpostavke da imamo prostor stanja % i da je u njernu zadata vektorska opser- 
vabla uglovnog momenta K, koja generiše reprezentaciju rotacione grupe R( 3) u %: {U (фи) = 
е -ј:фи-к\ф и Tf.iopte}. Dopustićemo da se u Ti pojavljuju vrednosti kvantnog broja k različite 
celobrojnosti. Namerno protivurečimo Teoremu T 7.5.1 jer ćemo upravo tako moći da produbimo 
njegov sniisao. 

Odaberimo proizvoljan ort u, fiksirajmo ga i usmerimo ort z-ose duž u. Rotacija za ф = 2тг 

oko u predstavljena јеиЛ operatorom 

J5 = f e Р™* = e (7.5.1) 

Neka je (| krriAjjVk.rn, A) standardni bazis zaKuIf. Delujući operatororn B na pojedine 
vektore ovog bazisa vidimo da se delovanje svodi na množenje sa +1 ili sa — 1, prema torne da 
li je rn (a to znači i k) ceo ili poluceo. Dakle, B je opservabla sa dve svojstvene vrednosti: ±1. 
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Obeležimo sa V± odgovarajuće svojstvene potprostore. Spektralna dekompozicija celog prostora 
po opservabli B je prosto 

% = V+®V , (7.5.2) 

a svojstveni potprostori У+ su istovrerneno i potprostori određene celobrojnosti vrednosti kvantnog 
broja uglovnog momenta k (V+ <=k k ceo, V- к poluceo). Dakle, opservablu B možemo nazvati 
opservablom celobrojnosti. 

Vratimo se sad superselekcionom pravilu iz prethodnog paragrafa. Ono se pomoću opservable 
B može formulisati tako da umesto П dolazi u obzir samo jedan od potprostora V+ ili VV. Drugim 
rečirna, dozvoljeni su samo svojstveni potprostori od B, tj. svojstvene vrednosti od B se ne smeju 
rnešati (koherentno) . 

Korolar 7.5.1 Ako neki kvantni sistern u nekom trenutku ima svojstvenu vrednost b opservable 
B, onda se ta vrednost nikad neće promeniti ni spontanom evolucijom sisterna niti kao rezultat 
merenja. 


Dokaz: Vremenska evolucija je neprekidna, te pošto su zabranjena superponirana svojstvena stanja koja od- 

govaraju različitim svojstvenim vrednostima od B, sistem ne može učiniti skok i preći iz У+ u V ili obratno 

(ostajući, naravno, na jediničnoj sferi u 'H). Što se tiče merenja, vektori iz V+ i V su uzajamno ortogonalni, 

verovatnoća prelaza je riula, a to prerna Postulatu o pojedinačnirn sistemima znači da sa ovakav prelaz ne rnože 
desiti u prirodi. Q. E. D. 

Da rezimiramo: 

i) svaki kvantni sistem uvek ima jednu određenu svojstvenu vrednost od B: 

ii) svojstvenu vrednost od B kvantni sistem nikad ne može promeniti, ni vremenskom evolu- 
cijom, ni merenjem. 


Zbog opisane uloge u sagledavanju superselekcionog pravila, opservabla B spada među op- 
servable koje nazivamo superselekcionim opservablama 7 - 51 . 

Ograničavanja П na У+ ili V ponekad se iskazuju rečima da je П nekoherentan ili se kaže 

da su У+, i У uzajamno nekoherentni. Potprostori V± nazivaju se koherentnim potprostorima 

iinajući u vidu okolnost da unutar У+, ili У svaki vektor (tj. svaka koherentna sineša drugih 

vektora iz istog potpmstora) irna fizičkog srnisla. 

Citaocu je verovatno palo u oči da se superselekciono pravilo rnože relirati i sa Postulatorn o 
stanjirna, koji postulira da svaki vektor u prostoru stanja ima fizičkog srnisla. Da snio zamenili H 
celirn skuporn У+ U У_ , rnoglo bi se reći da superselekciono pravilo predstavlja restrikciju principa 
superpozicije (kao što se ponekad kaže u literaturi). Pravilnije je, rneđutirn, reći da se radi o 
preciznijem definisanju prostora stanja sisterna, na koji sa odnosi Postulat o stanjirna: on rnora 
biti ili sarrro У+ ili sarno У_. 

т.о.ги nekirn udžbenicima kvantne mehanike superselekciono pravilo se izražava zabranom svih opservabli koje 
nisu kompatibilne sa superselekcionorn opservablorn B, tj. koje se ne redukuju u У+ i V_. Međutim, to doduše 
jeste potrebno (sledi iz gornjeg teksta), ali ne i dovoljno. Nairne, neka opservabla A rnože da, bude kompatibilna 
sa B i da se neka njena svojstvena vrednost a pojavi i u V+ i u V_. Onda a priori postoje svojstveni vektori od 
A koji odgovaraju svojstvenoj vrednosti a, a da su superpozicija vektora iz V+ i vektora iz V_. Ovakve vektore 
bisrno rnorali posebno zabraniti pošto rnešaju svojstverre vrednosti od B. 
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7.5.4 Fizički smisao opservable celobrojnosti 

Naineće se pitanje irria li naša konkretna superselekciona opservabla B određeni fizički srnisao 
koji bi se uklapao u rraše zaključke. 

Po svorn fizičkorn smislu B je rotacija za 2тг, tj. identična transformacija rra planu klasične 
fizike. Prirodno je očekivati da delovanje koje B indukuje u skupu svih pravaca, V{%). bude 
takođe trivijalno, tj. da ne menja ni jedan pravac. 

Operator B nije samo transformacija, kao što smo videli, nego i opservabla (kao i svaki 
involutivni unitarni operator). U vezi sa preslikavanjem koje B indukuje u V(%), dokazaćemo 
sledeču leniu. 

Lema 7.5.1 Ako jedna opservabla C u % ima dve različite svojstvene vrednosti a i b i ako je 
vektor | ф ) netrivijalna superpozicija 

| гр ) = a | a ) + /? | b ), а/0 / јЗ, (7.5.3) 

gde su | a) i \ b) norrnirani svojstveni vektori od Ć uz a odnosno b, onda Ć menja pravac kome 
pripada \ ф ) . 


Dokaz: Pođimo a b contrario (od suprotnog) i pretpostavimo С \ ф ) = 7 | ф }, gde je 7 kompleksni broj. Onda, 
zamenjujući (7.5.3) 11 ovu jednakost, sledi 

аа | а ) + 0 b \ b ) = уа \ а ) + jfi \ b } . (7.5.4) 

Usled ( а | 6 ) = 0, množeći (7.5.4) sleva sa (а | dolazimo do аа = уа, a množeći (7.5.4) sa ( b | dobijamo 8b = 77?, 
tj. а = 7 = b (jer а Ф 0 ф 8 ), a а ф b. Kontradikcija obara polaznu pretpostavku i dokazuje C | ф ) ф 7 | ф). 
Q. Е. D. 

U primeni 11 a opservablu celobrojnosti B, Lerna nam kazuje da B deluje trivijalno u VijH) 
sarrio ako se zabrane superpozicije jednog vektora iz У+ i jedrrog iz У_, tj. sairro ako važi superse- 
lekciorro pravilo celobrojnosti. Tako da možemo biti zadovoljni fizičkirn smisloin superselekcionog 
pravila celobrojnosti: ono znači da rotacija za 2тг ne izaziva nikakve promene u V{H). 


7.5.5 *Ograničenje za ireducibilne tenzorske operatore 

Sada ćerrio izvesti jedrm važrm posledicu superselekcionog pravila celobrojnosti. 

Teorem 7.5.2 U kvantnoj mehanici se pojavljuju sarno i/reducibilni tenzorski operatori čiji je 
kvantni broj uglovnog m.omenta ceo broj. 

Dokaz: Pretpostavimo, a b contmrio , da iniarno {fm^ \drri2} sa polucelim fe, iako su sve vrednosti od k 11 'H 
jedne te iste celobrojnosti. U standardnom bazisu za K onda imamo Wigner-Eckart-ov Teorem: 

{ктХ | | fcimpAi ) = {k\ | \ f^ k H \ | ki\i ) (kik^mim^lkm) . ( 7 . 5 . 5 ) 

Pošto su k i k\ iste celobrojnosti, a je poluceo, pravilo trougla k^ = \k — k\ |, \k — k\ | + 1, . . . , k + k\ ne može 
biti zadovoljeno. Prema tome svi matrični elementi na levoj strani su nula, tj. saine komponente tenzorskog 
operatora su nula, Q. E. D . 
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7.5.6 Druga superselekciona pravila 

Као što ćemo videti u glavi §11 (koja je posvećena tzv. drugoj kvantizaciji), opservabla čije su 
svojstvene vrednosti broj čestica je superselekciona opservabla. Videćemo da je to veorna važno 
imati na umu jer se formalizam dmge kvantizacije upravo zasniva na formalnom narušavanju 
odgovarajućeg superselekcionog pravila broja čestica. 

Iz samog načina konstrukcije prostora stanja H\ u> N = Ћ^ ® . . . ®Ћ$ višečestičnog sistema 
jasno proizlazi da u svakom stanju sa kojim operišemo broj čestica ima određenu vrednost N. 
I ovde se radi o superselekcionom pravilu čiji je logički status posledica, a ne postulat. (Videti 
§ 8.5.2 za superselekciono pravilo barionskog broja u relativističkoj kvantnoj rnehanici.) 

Kao što ćerno videti u § 9.3.6, niože se definisati superselekciona opservabla maksimalnih 
sirrretrija identičnih čestica i, cla bismo bili u sklađu sa eksperirnentalnirn čirrjenicarna, rnoraćerno 
postulirati odgovarajuće superselekciono pravilo maksimalne sirrietrije. 



Glava 8 


DISKRETNE, DINAMIČKE I 
UNUTRAŠNJE SIMETRIJE 


8.1 Prostorna inverzija 

Završivši kvantnu teoriju uglovnog momenta, sacla smo u mogućnosti da nastavimo i upotpu- 
nimo izučavanje prostorne inverzije, koje smo započeli u § 5.1.4. U ovom odeljku izvešćemo tačnu 
fomui kvantno-mehaničkog operatora inverzije prostora u najvažnijim faktor prostorima, koji od- 
govaraju osnovnim stepenima slobode jedne čestice. Reliraćemo izučavani operator sa osnovnim 
skupovima opservabli i sa operatorima uglovnog momenta. Analiziraćemo njegove svojstvene 
vrednosti, povezaćemo ga sa rotacionom grupoin i definisaćemo refleksije kroz ravni. 


8.1.1 Operator prostorne inverzije u orbitnom prostoru 
stanja 

Videli smo u (5. 1.7a)- (5. 1.76) da inverzija prostora X p u klasičnom faznom prostoru čestica deluje 

na slecleći način 

X p r = — r, X p p = — p. (8.1.1a, h) 

Da bismo izveli kako deluje operator X v u orbitnom prostoru stanja XL 0 čestice 8-1,1 konstru- 
isaćemo izomorfizam i? na Crtežu C 5.2. (To je ”kratica” koju smo zaobišli za Galilejeve trans- 
formacije, jer je izomorfizam direktno sledio iz Postulata o kvantizaciji, pa smo se odlučili za 
njega.) 

Moramo iskoristiti konkretnu korespondencu između vektora stanja i čistih ansambala (§ 2.4.6), 
koja omogućuje da transformaciji u faznom prostoru pridružimo transformaciju simetrije u V(% 0 ) 
(uporediti kraj ocl § 5.2.1), zapravo u V{U(XL 0 )). 

Dakle, iz (8.1.1) se vidi da u V(U(% o ) ) traženi operator X p indukuje preslikavanje pravca od 
| r ) u pravac od | — r) i istovremeno pravca od | p) u pravac od | — p). Prema tome, za sam X p 

811 Sinonimi koji se u Hteraturi mogu naći za naš terrnin ” prostorna inverzija” (ili ” inverzija prostora”) su: 
inverzija kroz koordinatni početak, refleksija, refleksija kroz koordinatni početak i, najzad, operator parnosti (jer 
se svojstveno stanje od Ž p naziva ”parnost”). 
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možerno da pišeino: 


i p \r) = е гА « | ~r), Vr; % | p) = е г ^ | ™p) r Vp, (8.1.2a, h) 

а iz Wigner-ovog teorema ziiarno da je T p unitaran ili antiunitaran operator. 

Delovanjem sa Т р na svojstvenu jednakost od r dolazirno do (Т р тТ~ 1 )(Т р | r )) = т(Т р | r )), 
što na osnovu (8.1.2) prelazi u (Т р тТ~ г ) \ — r ) = r | — r ), Vr. (Nairne, iz T p T~ l = T (identični 
operator) vidirno da je I” 1 iste prirode kao T p (unitaran ili antiunitaran). Onda vidirno da je 
Т р тТ~ 1 svakako linearan, pa srno rnogli skratiti fazni faktor.) 


pošto je TpiT 1 sigurno lineami operator jer se T p dva puta pojavljuje; fazrii faktor sriro 
skratili). Prema torne, 


1 = -f 


(8-1.3) 


jer spektralna fornia definiše operator jeđnoznačno. Potpuno analogno iz svojstvene jednakosti 

od p i (8.1.2) sleđi 


ii.t>i r 1 = -p 


(8.1,4) 


Teorem 8,1 Л Opemtor X p je uiiitaran ; a na svojstveni bazis {| r ) | Vr} od f deluje na sledeči 
način 

(8.1.5) 

Dokaz: Neka je X p | г = 0) = | r = 0). Ondalp | r) = X p e"N^ | r = 0) = | r = 0) = 

е ±Ј-тф е иро | r — 0 ) = е г(ро | =pr). Iskoristili smo konvenciju (2.6.10) u definiciji bazisa { | r ) | Vr}, a (8.1.4) 
smo uzeli u obzir kad smo razvili eksponencijalnu funkciju (operatorsku) u red. Gornji predznak važi ako je X p 
unitaran a donji ako je antiunitaran. Iz (8.1.2) je jasno da je X p unitaran. 

Pošto pri prenošenju transformacije iz V(jH 0 ) u Ћ 0 ionako imamo jedan fazni faktor potpuno proizvoljan (uporediti 
T 5.2.1.B), definišimo ipo ^ 0 radi što veće jednostavnosti. Q. E. D. 

Lako se vidi da je X p involucija . 

Teorem 8Л.2 Na svojstveni bazis {| p ) | Vp} od p opemtor prostorne inverzije X p deluje po 
formuli 

(8.1.6) 

Dokaz je analogan dokazu Teorema T 8.L1. 

Zadatak 8 . 1.1 Dokazati Teorem T 8.1.2. 

Zadatak 8.1.2 Pokazati kako iz (8.1.5) i (8.1.6) sledL obeležavajući reprezentant od X p u koordinatnoj repre- 
zentaciji nepromenjeno sa X p , da irnarno 


Хр | p) =| -p), Vp 


Т р \т) =| -r ), Vr 


i analogno u impuisnoj reprezentaciji 



ipd(r) = 

ф(-г), Vd(r) e C 2 (г) 




l pV (v)=H 

o(- p ), Vv?(p) e £ 2 (p) 


(8.1.7) 


( 8 . 1 . 8 ) 
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8.1.2 Pitanje konzistentnosti zaključka o unitarnosti ope- 
ratora prostorne inverzije 

Da bisino se osvedočili o konzistentnosti Wigner-ovog teorema na ovorn prvorn konkretnom pri- 
rneru operatoraZp, izvešćerno zaključak o unitarnoj prirodi ovog operatora na još nekoliko načina. 

(i) Osnovne komutacione relacije u R 0 , tj. 

[ Q, P q ] = гћ, q = х, у, z , ( 8 . 1 . 9 ) 

prelaze, usled (8.1.3) i (8.1.4), pod delovanjem operatora T p u 

[ Q,Pq ] = q = х, у, z , (8.1.10) 

pri čemu + stoji ako je T p unitaran, a — ako je antirmitaran (unitaran, a ne antiunitaran 

operator jr kanoničan, što će reći da preslikava kanoničan par operatora u isti takav) . 

(ii) Pišući opet gomji predznak za slučaj unitarnosti a donji za slučaj antiunitarnosti operatora 

T p i koristeći se sa (8.1.5), imamo 

| p) = I еЛ р ' г | r)dr = [ е ± ^ р ' г | -r)dr 

( 2 тгп )2 J (2тгћ) 2 J 

(Ip je sigurno neprekidan operator, zato ulazi pod integral i u argument eksponencij alne 
funkcije). Zamena r — r pod integralom daje — — т f e T i p ' r | r ) dr =| Tp). Iz (8.1.6) 

(2тгћ) 2 ' 

se onđa vidi da važi gornji predznak, tj. da je T p unitaran. 

(iii) Klasično imamo T p T a If 1 = T_ a , Va, gde su T a (prostorne) translacije (uporediti 5.1.1a). 

Pri prelasku na kvantrni mehaniku, na osnovu (8.1.4) sledi (opet ostavljajući gornji pred- 
znak za unitaran, a donji za antiunitaran T p ): T p U a T~ l = T p еГтТРт^ 1 = = U Ta . 

Na osnovu zahteva da se proširena Euklidova grupa izomorfno kvantuje, opet sledi da T p 

mora biti unitaran. 

Zadatak 8.1.3 Ponoviti rezonovanje iz ( iii ) zamenjujući translacije rotacijama. 

Zadatak 8.1.4 Ponoviti rezonovanje iz (ii) uzajamno zamenjujući ulogu | p) i | r). 

Zadatak 8.1.5 Ponoviti rezonovanje iz (i) zamenjujući (8.1.9) sa [ l x , l y ] = M z . 

Zadatak 8.1.6 Sta je zajedničko u svirn navedenim đokazima unitarnosti X p , tj. na šta se svi oni oslanjaju ? 

8.1.3 Spektralne osobine operatora prostorne inverzije 

Teorem 8.1.3 Operator prosiorne inverzije T p u orbitnom prostoru Tt 0 jedne čestice je istovre- 
rrieno i diskretna transformacija simetrije 8 ' 1-2 i opservabla. Svojstvene vrednosti od T p se nazivaju 
parnosti i iznose ±1. 

8Л/2 Као što srno i ranije primetili, za transformaciju se kaže da je kontinualna ili diskretna već prerna torrie da li 
se sa nje rnože ili ne rnože kontinualno preći na identični operator. A rijen kvantno-mehariički operator je svakako 
neprekidan (tj. ograničen) operator (jer je unitaran ili antiunitaran) . 
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Dokaz: Prvi iskaz slecii iz činjenice što smo T p pridružili kiasičnoj transformaciji simetrije T pj a drugi sledi iz 

toga što je I p u 'h l Q involutivni operator, tj. I p = I p l = Ц ђ te je i hermitski I P = Ц г Ako suai | a) svojstvena 
vrednost i odgovarajući svojstveni vektor od Т Рђ primenjujući Ц = I na | a), zaključujemo da a 2 = 1, tj. a = il, 
Obe svojstvene vrednosti se rnoraju pojaviti u % С)ђ inaee bi I p bio broj (a već znamo da riije). Q. E. D . 

Neka su P + i jP__ svojstveni projektori od X p koji odgovaraju svojstvenim vrednostima 1, 
odrmsno — 1. Orida je spektralna forrna od X p data sa 

2 p = P + -P_, (8.1.11) 

a 

/ = P+ + P_ (8.1.12) 

je odgovarajuće razlaganje identičnog operatora. Iz (8.1.11) i (8.1.12) očigledno sledi 

Р + = Ц + Х р ), = %)■ (8.1.13a, 6) 

Ako pređemo па reprezentaciju radijus vektora, a ne menjamo notaciju za operatore, onda 

se zbog (8.1.13) razlaganje identičnog operatora (8.1.12) na sledeći način ogleđa na proizvoljnoj 
talasnoj funkciji: 

ф(т) = \ Џ(т) + ф(- r)] + \ [ф(г) - ф(-т)], (8.1.14) 

tj. radi se o dobro poznatom jedinstvenom razlaganju funkcije ria zbir parne i neparne funkcije. 
Drugim rečima, Р + ф(т) i P_d(r) su pame, odnosno neparne funkcije (otud naziv za svojstvene 
vrednosti) . 

Operatori A± za koje važi 

Ž p А + Тф 1 = A+, ipA Jp 1 = -i (8.1.15a, 6) 

nazivaju se parni, odnosno neparni operatori. 

Zadatak 8.1.7 Pokazati da se proizvoljan operator A jednoznačno razlaže na jedan paran i jedan neparan 
operator 

A = A+ +i_ (8.1.16a) 

i da pri tome važi 8,1,3 

A+ = ^(i + IpAi- 1 ), i_ = \ (i - ip АТЏ). (8.1.2) 

Parni i neparni operatori za T p su analogoni ireducibilnih tenzorskih operatora za uglovni 
moment (ili rotacije). Postoji i analogon Wigner-Eckart-ovog teorema za X p (bar što se tice 
selekcionih pravila) : 

Zadatak 8.1.8 Neka je (ф \ A\ip) takav rnatrični element da (ф |, A i | ip) imaju određenu parnost (A u srnislu 
(8.1.15)). Pokazati da od 2 3 = 8 kombinacija otpada polovina, tj. da su jednaki riuli svi matrični elementi koji 
namšavaju slecleće selekciono pravilo parnosti: 

parnost od (ф |, parnost od A i parnost od | cp) se množe u 1. (8.1.17) 

8A -' 3 T P . . .ТЦ je, naravno, superoperator koji u prostoru operatora odgovara transforrnaciji T p . Relacija (8.1.15) 
definiše njegove svojstvene vektore. 
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Zadatak 8.1.9 Prodiskutovati analogiju i različitost između Wigner-Eckart-ovog teorema za K i (8.1.17' 


Vektorski operator čije su sve tri komponente neparni operatori nazivaju se polarno vek- 
torskim operatorima. Takvi su r i p. S druge strane, ako su sve tri komponente vektorskog 

operatora parni operatori, onđa se, kao i u klasičnoj fizici, govori o aksijalno vektorskom ili o 
pseudovektorskom operatoru. Najvažniji priiner takvog operatora u % 0 je 1: 

(8.1.18) 


w 4 


usled 1 = r х p i (8.1.3) i (8.1.4). 

8.1.4 Prave i neprave rotacije 

Što se tiče rotacija U((pu) = e~~i vu ' 1 u % 0 , iz (8.1.18) očigledno sledi 

2 p U (<pu) Т р л = U((p u) 4==> [ 2 p, U (g>u) ] = 0, V<pu € тг — sfera. (8.1.19а.б) 

Znači, očuvan je odnos T p i R, pu koji je važio u klasičnoj fizici. 

Ako se zapitamo šta je najmanja nadgrupa rotacione grupe R(3) takva da sadrži 2 P , lako se 
vidi da je to direktni proizvod rotacione grupe i ciklusa od T p (tj. grupe koja pored T p sadrži i 

sve njene stepene, a to znači sarno još / u ovoin slučaju): 

R(3) ® {Tp, /} = R(3) + Т р \R, p u | +u G тг — sfera) = R(3) + T p R(3) , (8.1.20) 

gde + označava uniju klasa (tj. podskupova koji nemaju preseka). Desna strana od (8.1.20) 

prikazuje dotični direktni proizvod razložen na dve klase: invarijantnu podgrupu R.(3) i (jedini) 
koset T p R(3). 

Grupa transformacija (8.1.20) je izomorfna (preko ” reprezentovanja” , uporediti ”4” na Crtežu 
C5.2) tzv. potpunoj ortogonalnoj grupi (realnoj) u tri dimenzije: 

0(3) = SO(3) +2 p SO(3). (8.1.21) 

Grupa matrica 0(3) sadrži sve realne ortogonalne matrice 3x3 (ortogonalnost znači R T = Rr 1 ) 

a 2 p (to je sad matrica) se svodi na 8-L4 — /. 

Da bismo razlikovali operatore koji pripadaju prvom sabirku u (8.1.20) ili (8.1.21) od onih 
koji pripadaju drugom sabirku, govorimo o pravirn za razliku od nepravih rotacija (sinonim: 

svojstvene ođnosno nesvojstvene rotacije 8-1-5 ). 

8Л ' 4 Ва se podsetimo da R 1 = Д" 1 =Ф- det.R = det R”" 1 , stoga det R 2 = det Rdet R = det RdetlM 1 = 1 =t> 
det R = ±1. Osobina det R = 1 karakteriše elernente R <E SO(3), a det R = — 1 karakteriše elemente R £ X p SO(3), 
jer detlp = — 1. 

s.i.oEngleski: proper and improper rotations. 
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8.1.5 Refleksije kroz ravni 

Pošto T p korautira sa svakoin pravom rotacijom, a involucija je, neprava rotacija Т р R pu će takođe 
biti involucija ako i sarno ako je R pu involucija. A rotacija je involucija tada i sanio tada kada 
je (p = 7г. Znači, pored T p involutivne su još i sve neprave rotacije vida 

R u = f R nu T p . (8.1.22) 

To su tzv. refleksije kroz ravni ili ogledalne refleksije (radi se o ravni koja je normalna na ort u). 

Koliko god da je neosporno matematički T p primitivniji entitet od R u (i pre svega jedinstven za 
đati koordinatni početak) zahvaljujući našoj naviknutosti na ogledalo, R u ima jasnije intuitivno 

značenje. Zato je za neke primene korisno rešiti (8.1.22) po T p : 

Т р = R nu Ru, (8.1.23) 

i to radi lakšeg zamišljanja šta u prostom čini T p . Pri tome je u arbitraran ort; drugim rečima, 
ogledalna гал т ап na proizvoljan način prolazi kroz koordinatni početak. Relacija (8.1.23) kazuje 
da je posle ogledalne refleksije potrebna kompenzatorna rotacija oko ose ortogonalne na dotičnu 
ravan za ugao p = 7г da bismo imali dejstvo od T p . 

Sce se ove relacije izomorfno prenose na operatore u Hilbertovom prostoru: 

U(u) = f К(тги) 2p, (8.1.24) 

i p = U(ttu)U(u). (8.1.25) 

Zadatak 8.1.10 Pokazati da važe sledeće relacije: 

R u r = r — 2u (u * r) , R u p = p — 2u (11 • p) , 

R u I = 1 — 2u (u • 1) . 

Pokazati da važe i analogne kvantne relacije 

U (u) r U -1 (u) = r — 2u(u • r), U (u) p и~~ г (u) = p — 2u(u • p), 

U(u)iu~- l (u) =i-2u(u-i). 

8.1.6 Prostorna inverzija i sferni harmonici 

U pogleđu faktorizacije £ 2 (r, 9, tp) = £ 2 (r) 0 C 2 (9) 0 £ 2 (<p), očigledno \^aži 

Т Р = 1 Г ®Т^ ] (8.1.28) 

tj. i p , kao i 1, deluje netrivijalno sam,o u uglovnom faktor prostoru stanja. 

Takođe je očigleđno da u pogledu faktorizacije £ 2 (0) = С 2 (6)(&С 2 (ц>) uglovni faktor operator 
i[^ se faktoriše 


(8.1.2 6a, b) 

(8.1.26c) 

(8.1.27a, b) 
(8.1.27c) 


(8.1.29a) 



282 


GLAVA 8. DISKRETNE, DINAMICKE I UNUTRASNJE SIMETRIJE 


i to tako cla 


д(в) = д( Ћ - в), jW h{(p) = h(ip ± 7Г), Уд(в) £ С 2 (в), Vh((f) £ £ 2 (j). (8.1.296, c) 

U (8.1.296)-(8.1.29с) irnarno plus ako je 0 < j < 7г, inaee irnamo minus. 

Nećemo uvek pisati uglove kao indekse operatora, rrekad eerrro, po potrebi, rečirrra istaći u 
korrr faktor prostoru Z p cleluje. 

Usled [\,Ž P ] = 0, X p rrrora da se redukuje u uzajarnno ekvivalerrtrre operatore u svih 21 + 1 
”vrsta” (ili ”fioka”) višestrukog ireducibilnog potprostora za 1 (uporediti Teorerrr T 6.3.2 i Crtež 
C6.2). U £‘ 2 (fl) rremarrro višestrukosti, tj. di = 1, l = 0, 1, . . ., prenra torrre, Ž p rnora cla se redu- 
kuje u svakorn kvadratiću pravougaonika od jedne kolone (na jeziku Crteža C6.2) i to ” jednako” . 
Lirreararr operator u pravcu (kvadratiću) je rrrnoženje brojern, u rrašerrr slučaju ekvivalentnost 
zahteva isti broj (kao što je očigledno iz S 6.3.2). Drugirrr rečirna, cela ”kolona” V| C £ 2 (fi) je 
potprostor jednog svojstvenog potprostora od J p . Pitanje je samo koja je odgovarajuća svoj- 
stvena vrednost od Ž p . 


Teorem 8.1.4 Prostorna inverzija Z p deluje na multiplet sfernih harmonika {¥ ( т (в,ср) | rn 

—l, kao ( — 1) г : 


рУ,’”(в,у>) = (-1)ОГ(»,у>). W,m 


(8.1.30) 


Dokaz: Sferni harmonik Y™(0,p>) je s tačnošću do konstante dat funkcijom 


(1 — COS 2 0)l TO l /2 


dcosi m i0 dcos ^ 


(cos 2 в — 1) e 


l JirrUL 


(uporediti (6.6.7) i (6.6.4a)-(6.6.5a)). Iz (8.1.296)-(8.1.29c) vidimo da delovanjem sa T p na ¥ } т ђ cos в prelazi u 

— cos в ђ tako da se е гт(р množi sa (-l) m , a ostatak sa (-l)l m l (- 1 )*. Pošto je m ceo broj, (-l) m = (-l)N i 
ostaje samo (— l) 1 . Q. E. D. 


8.1.7 Inverzija prostora u spinskom i ukupnom prostoru 
stanja 

Što se tiče spinskog faktor prostora % s , pošto je š iste fizičke prirode kao 1, mora cla se jed- 
nako transformiše pod Ž^ kao i pod Dakle, Ž^ mora da komutira sa š ili ekvivalentno 

(izostavljajući indeks): 

ŽšŽ 1 = š, (8.1.31) 

da bisrno u ukupnom prostoru čestice iniali 

Ž\X~ x = j. (8.1.32) 

Ž treba takođe da komutira sa svim pravim rotacijama u Ži s kako bisrno imali reprezentaciju 

potpune ortogonalne grupe 0(3) i u ži s . 

Pošto je ŽL S analogon jednog jedinog invarijantnog ireducibilnog potprostora V) C £ 2 (fi), 
rezonovanjem kao gore (iznad Teorema T 8.1.4), vidirno da Ž p rnora biti konstarrta, tj. 1 ili — 1. 

Dakle, 

j(D = ±f s = 


(8.1.33) 
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Ova tzv, unutrašnja parnost čestice je jeđna od unutrašnjih karakteristika čestice (videti Tabelu 
Tb 8.1 za hadrone, na primer). 

Pišući ukupan prostor čestice u vidu £ 2 (r)<S)£ 2 (Q)®'H s , operator parnosti ima sledeću formu: 


ip = ±i r o Iq j) <s> i 8 


(8.1.34) 


Zadatak 8.1.11 * Napisati delovanje Ž p na (2s + l)-komponentne vektore stanja u impulsnoj reprezentaciji 
ukupnog prostora čestice spina s. 

Ako iuiamo česticu sa polucelirn spinoui i X p posmatramo u ukupnorn prostom Ћ и kao elernent 
potpune ortog'onalne grupe, onda zbog toga što ga možemo pisati u vidu 

T p = U(pu)l p U(ip(~n)), (8.1.35) 

a U(<pu) je dvoznačan (uporediti kraj od §6.10.4), i sam operator X p je takođe dvoznačan. Ali 
kada je reč o X p izdvojeno (iz potpune ortogonalne grupe), onda je to jednoznačan operator, kao 
što sirio videli. 


8.1.8 Inverzija prostora u višečestičnom prostoru stanja 

Operator prostorne inverzije se na sledeći način definiše u IV-čestičnom ukupnom prostoru stanja 

?4“!iv = M u) ® ® 

(8.1.36) 

gde je z[ p) operator inverzije prostora u 'Н[ и) itd. 

Fizički smisao definicije (8.1.36) sastoji se u tome da na vektore stanja svih N čestica deluje 
isti operator X p (koji u pišerno kao Z- p) , i = 1,2,..., N). 

Operator parnosti spada u tzv. rnultiplikativne operatore, jer za njega važi (8.1.36) (misli 
se na multiplikaciju u srnislu direktnog III tenzorskog proizvođa). Tu spadaju i sve Galilejeve 
transformacije kao i operator vremenske inverzije, koji ćemo proučiti u sleđećem odeljku. 

8.2 * Vremenska inverzija 


U punoj analogiji sa našim postupkom u prethodnom odeljku, na osnovu Wigner-ovog teorema 
o operatorima simetrije izvešćemo kako glasi operator vremenske inverzije u orbitnom prostoru 
stanja. Raspravićemo da li antiunitarni operatori kada su hermitski mogu biti opservable i re- 
liraćemo operator vremenske inverzije sa najvažnijim reprezentacijama i sa sfernim harmonicima. 
Konstruisaćemo operator inverzije vremena u spinskom faktor prostoru čestice, kao i u ukupnom 
prostoru stanja jedne i više čestica. Na kraju, iskoristićerno jedan operator koji je antiunitarna 
involucija za suženje pojrna standardnog bazisa i pornoću njega ćerno dokazati da su svi Clebsch- 
Gordan-ovi koeficijenti realni. 
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8.2.1 Operator vremenske inverzije u orbitnom prostoru 
stanja 

U punoj analogiji sa Z p (8.1.1), poći ćerno od klasičnih relacija 

Z v r = r, Z v p = — p. (8.2.1a, b) 


One, preko skupa svih pravaea Т(14(Ћ 0 ))-, povlače za operator Z v u 'Н 0 sledeće delovanje: 


Ž v | r ) = е гА(г ) | r ), Vr; Ž v | p ) = е гш(р) | — p ), Vp, (8.2.2a, h) 


Primenjujući Ž v па svojstvenu jednakost od r i na svojstvenu jednakost od p, na osnovu (8.2.2) 
imarno 

(Ž v iŽ ~ 1 ) | r ) = r | r ) , (Ij.pI'U 1 ) | -p) = P | -p), (8.2.3a, 6) 

iz čega sleđi da Ž v deluje na sledeći način na osnovni skup opservabli u 'Н 0 : 


v rZ v = r, Z v pZ v = -p 


(8.2.4o, 6) 


Teorem 8.2.1 Operator vremenske inverzije Ž v je antiunitaran, a njegovo delovanje na svoj- 
stveni bazis { | r ) | Vr} od f sastoji se u sledećem: 


(8.2.5) 

Dokaz: Kao i u dokazu Teorema T 8.1.1 pođimo od X v | r = 0 ) = е ч ° 0 | r = 0 ), Onda sledi I v | r ) = 

X v e k r P | г = 0) = e ^ ж( ±г )’Р e t4>0 \ r = 0) = е гч>0 | ±r ) (gornji znak važi ako je l v linearan, a donji ako je 

antilinearan) . Po konvenciji uzećemo ip = 0. Q. E. D. 

Napomena: Neka je | ф) = J dr tć(r) | r) G Ћ. 0 proizvoljan vektor; onda je 

ž v I Ф) = j dr ф*(г) I r) e Ћ 0 , (8.2.6) 

gde zvezđica označava kompleksno konjugovanje (potiče od antilinearnosti). 

Zadatak 8.2.1 Pokazati da je X v involueija u %q. 

Teorem 8.2.2 Operator inverzije vremena Ž v deluje na svojstveni bazis vektorskog operatora 
irnpuisa p preko formule: 

(8,2.7) 


Dokaz: Dokaz je analogan dokazu Teorema T 8.2.1. Q. E. D. 

Zadatak 8.2.2 Dokazati Teorem T 8.2.2. 

Zadatak 8.2.3 Pokazati rezonovanjem kao pod (i), (n) i (ш) u §8.1.2 da je Z v antiunitaran. 


ž v | p) =| -p), Vp 


Ž v \r) =| r), Vr 
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Korolar 8.2,1 Operator vrernenske inverzije T v deluje na orbitni uglovni rnoment 1 analogno 
kao na irnpuls: 

l v \ т ; 1 = -i, (8.2.8) 

a sa svakom rotacijom , u T~i 0 komuiira: 


[ 1 Уђ и(цж) ] = 0, \/(pn G 7г — sfera. (8.2.9) 

Dokaz: Relacija (8.2.8) je neposredna posledica definicije 1 = r х p i deiovanja, X v na r i p (8.2.4). A (8.2.9) sledi 
iz antilinearnosti operatora X v i funkcionalne zavisnosti U(pn) od 1 i iz (8.2.8): 


X v U ((pu) X v 


(X v % X v ) tp n 1 


n = o 


nl 


[u * (X v 1 Х г 


- 1 \ 1 Ti 


UK u). 


Q. E. D. 


8.2.2 Da li je inverzija vremena opservabla ? 

Operator T v je antiunitaran, prema torne T\ = T~ l . S druge strane, on je involucija X” 1 = X- 
To zajedno daje T\ = l v . Dalde, T v je hermitski operator kao i l p , doduše antilinearan. Stoga 
se postavlja pitanje iz naslova ovog paragrafa. 

Iz (8.2.6) se vidi đa za svaku realnu funkciju ф( r) (takvu da J \ф(г)( 2 dr < oo) vektor 

\ Ф) = I dr г ф (r) | r ) je svojstveni vektor od l v i odgovara svojstvenoj vrednosti 1. A čisto 
imaginame analogne fimkeije ф(т), kao što takođe sledi iz (8.2.6), definišu svojstvene vektore 
koji odgovaraju svojstvenoj vrednosti — 1. Pitanio se da li se ove svojstvene vrednosti inogu. u 
principiu ostvariti merenjerri. 

Teorem 8.2.3 Aniilinearan operator , čak i kad je herrniiski , nije opservabla i njegove svojsivene 
vrednosii se ne rnogu rnerenjern realizovati. 

Dokaz: Neka je A a antilinearan operator (na prirner herrnitski) i neka su realan broj b i vektor | гј: ) rešenja 

svojstvene jednakosti A a \ ф) = b\ ф). Zamenimo | ф) sa e lX | ф): 

A a (е гХ | ф )) = е~ гХ А а | ф ) = е~~ гХ b\ ф) = he~~ 2lX (е гХ | ф )). 

Dakle, pravcu u Ћ korne pripada | ф ) odgovara ne jedna svojstvena vrednost, već ceo krug (poluprečnika b ) 
u kornpieksnoj ravni. Podsetirno se da Postulat o sianjima zahteva da svi vektori koji pripadaju istom pravcu 
irriaju isti fizički srnisao (hornogenog kvantnog ansambla). Podsetimo se takođe da svojstveni vektor koji odgovara 
svojstvenoj vrednosti b znači da odgovarajući ansarnbl irna oštru vrednost b ili, prerna Postulatu o pojedinačnim 
kvantnim sistemima, onda svaki sistem u ansamblu ima vrednost b. Kvantna mehanika nema načina da razdvaja 
vektore unutar jednog pravca u ?•?, a vrednost određenog merenja može biti samo jedan broj, nikako krug u 
kompleksnoj ravni. Zato antilinearni operatori ni.su opservable i njihove svojstvene vrednosti se ne rnogu osfvariti 
merenjem 8 - 2 - 1 . 

Dakle, X v je samo diskretna transformacija, a ne i opservabla. Q. E. D. 

8,2Л и stvari, za X v , kao i za svaku antiunitarnu involuciju u kompleksnom prostoru 'Н () postoje podskupovi koji 
su realni svojstveni potprostorr koji odgovaraju svojstvenirn vrednostima 1 i — 1 i oba ova potprostora su istog 
broja dimenzija kao ceo kompleksni prostor stanja H () . Operator X v ”razlaže” 'Н 0 na ”zbir” dva reaina prostora u 
istorn srnislu kao što kompleksna konjugacija razlaže kompleksnu ravan na realnu i na imaginarnu osu. Inverzni 
algoritam, tzv. kompleksifikacija, prelazi sa realnog prostora na nadskup koji je jednakodimenzionalni kompleksni 
prostor, i to (pošto je nejednoznačno) uz fiksiranje jedne od beskonačno rnnogo mogućih antilinearnih involucija. 
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8.2.3 Vremenska inverzija u koordinatnoj i impulsnoj re- 
prezentaciji 

Iz (8.2.6) je očigledno da I v u koordinatnoj reprezentaciji , tj. u £ 2 (r), deluje na sledeći način 



(8.2.10) 


Zadatak 8.2.4 Izvesti (8.2.10) iz Teorema T 2.7.2. 

Zbog (8.2.7), analogon jednakosti (8.2.6) za impulsnu reprezentaciju glasi 


Z, 


v I У , 


dp-/( P) ! p), 


( 8 . 2 . 11 ) 


za svaki | (p) = f dpv?(p) | p) e % 0 - 

Zadatak 8.2.5 Dokazati (8.2.11). 

Iz (8.2.11) se vidi da u £ 2 (p) operator Z v ima sledeće dejstvo: 


= <d*(-p) 


(8.2.12) 


Zadatak 8.2.6 Izračunati (8.2.12) iz opšte transformacione formule (2.7.40c) primenjujuči je na transformisanje 
iz koordinatne u impulsnu reprezentaciju. 


8.2.4 Inverzija vremena u uglovnom prostoru i sferni har- 
monici 


U vezi sa faktorizacijom 


Zi 0 = %r ® %в ® %ip 


(8.2.13) 


(uporediti §6.6.6) možemo se upitati da li i Z v deluje netrivijalno sairio u uglovnom prostoru 

%n == %в ® %р- 


Zadatak 8.2.7 Pokazati da pokušaj da se definiše direktni proizvod linearnog operatora A i antilinearnog ope- 
ratora A a , tj. A ® A a (deluje u nekom 'H = 'Hi ® 'Ho) kao operator na može da uspe jer: 

(i) nije ni linearan ni antilinearan operator, 

(ii) daje više nego jedan lik (nije jednoznačno preslikavanje). 


Kao što sledi iz zadatka Z 8.2.7, što se tiče eventualne direktne faktorizacije operatora Z v , 
dolazi u obzir sarno faktorizacija na isključivo antilinearne faktor operatore. Prema tome, ni u 
jednorn faktor prostoru Z v ne iriože delovati trivijalno (ne postoji jedinični antilinearan operator, 
kao I za linearne operatore). 
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Lema 8.2.1 U pogledu faktorizacije orhitnog prostora % 0 (8.2.13) i operator vremenske inverzije 
X v se faktoriše 

%=% v) ®i^\ (8.2.14) 

pri čemu su faktori definisani kao antilinearni operatori sa sledećim delovanjem na vektore sferno- 
polarnog koordinatnog bazisa {| r) \ 9 ) \ p ) \ Vr, 9, р}: 

X( v - | г ) =| г ), 0 < г < oo; Х^ | 9 ) =| 9 ), 0 < 9 < тг; (8.2.15а.б) 

ifp | ip) =| (р), 0 < <р < 2тг. (8.2.15c) 

Dokaz : Pođimo od (8.2.15) i pornoću njih definiširno antilinearne faktor operatore. Ako desrm stranu od (8.2.14) 

primenimo na vektore bazisa { | r ) | Vr} u Ћ, 0 i uzmemo u obzir jednakost | r ) =| r ) | 0) | </?), onda zbog (8.2.5) 

važi jednakost (8.2.14). Q. E. D. 

Zadatak 8.2.8 Pokazati da su analogoni od (8.2.14) i (8.2.15) što se tiče operatora X p jednakosti 

(8.2.14) 

(f < Ћ 
ср < 2 ћ . 

(8.2.15 d,e,f) 

Kao i u slučaju i p , ni za X v nećemo uvek indeksorn isticati u kom smo faktor prostoru. 

Za nas je od interesa kako deluje i v u uglovnom faktor prostoru 'Hq, gde 1 delnje netrivijalno 
i definiše standardni bazis {| Im ) \ rn = —l, I = 0, 1, . . Ovi vektori prelaze n sferne 
harrnonike u sferno-polarnoj koorđinatnoj reprezentaciji: 

(в | ( (p | Im) = 1 ] rn (6,p), VI, m. (8.2.16) 

Neka je | х) = < sin 9 &в dg>x(@-.x) | в) | p) € %q proizvoljan vektor, onda iz (8.2.15) 
sledi 

ptt p 2тг 

% I х) = / sin в d9 / dipx*(0,<p) I в) \ip). (8.2.17) 

J o ./ o 

Iz (8.2.17) neposredno sledi 

Lema 8.2.2 Kada sa apsiraktnog uglovnog prostora 'Hq pređerno na £ 2 (0), onda se Ž v repre- 
zentuje kornpleksnom konjugacijom, ij. (pišući nepromenjeno) važi 

(8.2.18) 

Sad možeino dokazati 

Teorem 8.2.4 Operator vrernenske inverzije Ž v đeluje na sferne harrnonike na sledeći način: 

(8.2.19) 

Dokaz: Ako pogledamo definidju funkdja 1ј" г ((9,р) ((6.6.7) i ispod toga kao i (6.6.4а)-(6.6.5а)) vidimo da 

kompleksna konjugadja u stvari zamenjuje rn sa —m. Faktor (™l) m u (8.2.19) potiče od razlilte u faznim 
faktorima sfernih harmonika za m > 0 i za m < 0 (ova razlika se sastoji od (— l) m , pa je kompenzujemo istim 
faktorom). Q. E. D. 


i v Yf l (9, <p) = (-l) m Yp m (9, <p), VI, rn 


ivx(0,<p) = x*(0,<p), Vx(6,<p) e 


| r ) — | r ), 0 < r < oo ; 


f(p) 

љ в 


0 ) 


0), 0<в<п; \<p) 


< + 7Г ), za 0 < 
ip — 7Г ), za 7Г < 
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8.2.5 Konstrukcija operatora inverzije vremena u spin- 
skom prostoru 

Neka je % a spinski faktor prostor čestice. Ograničićemo se na s = |, tj. na slučaj elektrona, 

nukleona itd. 

Osnovni skup opservabli u % a je š. Ova vektorska opservabla je po svom fizičkom smislu 
uglovni moment, a to između ostalog zn.ači da se š odnosi preina operatoru vremenske inverzije 
u % a , koji ćemo označiti sa T^ v \ kao što se 1 odnosi prema T^\ operatoru vremenske inverzije u 

%o- 

Ovo zapažanje će nam poslužiti kao prvi deo definicije za т\’\ Drugi deo definicije za 
sastoji se u tome da i ovaj faktor operator iriora biti апШтеагап. 

Dakle, Т\’^ u % a (izostavljajući simbolični indeks) mora biti antilinearan operator za koji važi 


ХХЈ- 1 = — š, (8.2.20) 

kao što vidimo iz (8.2.8). 

Reprezentujmo (8.2.20) u standardnom bazisu za š i pređimo na Pauli-jeve matrice. Onda, 
obeležavajući sa T v = ХК antilinearnu matricu koja reprezentuje T v {X je rnatrica, a K je ope- 
racija kompleksne konjugacije, uporediti Teorem T 2.7.1), (8.2.20) prelazi u ekvivalentnu relaciju 

(. ХК ) а + ст ( ХК ) = 0 . ( 8 . 2 . 21 ) 


Zadatak 8.2.9 Pokazati da 

(i) antilinearna matrica a y K antikomutira sa <т, 

(ii) ako neka antilinearna matrica ХК antikornutira sa cr, onda nužno ima vid Xa y K, gde je A kornpleksan broj. 

Preostaje nam sarno da odaberemo A i prepišemo rezultat u obliku operatora. Obeležimo sa 
K a antilinearaii operator koji se u standardnom bazisu za š reprezentuje sa K , tj. takav da 


K a \ +)=|+), к а |-) 

Operator vremenske inverzije u % s onda pišemo u vidu 


T v = Y s k a = гдука 


( 8 . 2 . 22 ) 


(8.2.23) 


gde je Y s = f [/ 5 (тгуо), kao što se vidi iz (6.10.18)-(6.10.19) (po konvenciji se gornje A bira baš 
tako da se u (8.2.23) pojavi Yj). 

Izvešćemo sad neke osnovne osobine operatora I v u % s . 

Korolar 8.2.2 OperatorT v u % s je kosoinvolutivan, tj. 

f 2 = -f ^ f ; 1 = -f . 


(8.2.24a, 6) 
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Dokaz: Kvadrat od X v ćerno lako izračunati na osnovu (8.2.23) i to u reprezentaciji stanđarđnog bazisa: 

T% ------ гауК ( m y K ) = —оГу = —I s (iskoristili srno činjenicu da K konjuguje sve na desno, da je a y čisto ima- 

ginarna matriea i da važi K 2 ------ I s , a 2 ------ I s ). 

Ako bisrno pomnožili X v faznirn faktororn е гхр reeirno, onda bisrno irnaii (е г<р T v ) (е г(р X v ) = T% = —I s zbog anti- 
linearnosti operatora X v . Dakle kosoinvolutivnost je nužna (ne može se otkloniti koristeči se slobodom u izbom 
fazrmg faktora). Q. E, D, 



8.2.6 Vremenska inverzija u ukupnom prostoru stanja 

U % и = Ћ. 0 ® % s ( s = ђ) operator vremenske inverzije je 


K = K V 


On je antilinearna kosa involucija , jer 1 

K ® (-l e<,) ) = -K. 

Osirn toga, pišući prosto T v u % u . 




Jo y)t ® 


j(et | j(»-’)t 


T v jT v = -j, 

kao što neposredno sledi iz T v IX” 1 = — 1 u % 0 i T v šl” 1 = — š u TL S 


( 8 . 2 . 27 ) 


8.2.7 Inverzija vremena za višečestični sistem 

U ukupnom prostoru stanja višečestičnog sisterna = TL\^ <8> . . . <g> gde je TL^ ukupni 

prostor stanja i-te čestice, i = 1, . . . ,N, operator vremenske inverzije T v je direktni proizvod 
operatora vremenske inverzije za pojedine čestice u sistemu. Operator T v je kosa involucija ili 
involucija, preina toine da li sistern sadrži neparan ili paran broj čestica (sve su, po pretpostavci, 
spina s = ~). Ovaj iskaz niože da se izrazi jednakošću 


п = M) 2J , 


(8.2.28) 
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gde je J kvantni broj ukupnog uglovnog rnornenta sistema, koji je poluceo ili ceo, prerna torne 
da li je broj čestica neparan ili paran (uporediti Teorem T 7.1.3). 

Pošto je 'Н\ и \г = Ф j Vj, a (— 1) 2J je zbog superselekcionog pravila celobrojnosti (§ 7.5) jedan 

(lj) 

te isti broj u svakorn od potprostora Vj, ovaj broj u stvari deluje u celoni prostoru %\ N . 

Lako se vidi da opet važi 

T v J±V l = -J, (8.2.29) 

gde je J = f Y^i = i ј* vektorski operator ukupnog uglovnog rnornenta sisterna. 

Zadatak 8.2.10 Neka je A opservabla u % koja komutira sa I v . Pokazati da se antilinearni operator Z v redukuje 
u svakom svojstvenom potprostoru od A. 

/Ч >4 л A д л д л 

Zadatak 8.2.11 Nekaje B opservabla iTV kojaantikomutirasal,,, tj. zakojuvaži [B,l v ]+ = Bl. v +X v B = 0. 
Pokazati da antilinearni operator l v preslikava svojstveni potprostor V ’5 od B koji odgovara svojstvenoj vrednosti 
b u s\ r ojstveni potprostor VT5 od B koji odgovara svojstvenoj vrednosti —b. Pokazati takođe da iz antiunitarnosti 
operatora l v sledi 

dim = dim V„ 5 , za b ф 0. (8.2.30) 

•Jednakost (8.2.29) povlači [ X,,, J 2 ] = 0, a iz iskaza Zadatka Z 8.2.10 onda sledi da se T v 
redukuje u svakom višestrukom ireducibilnom potprostoru Vj za J . Ako se dodatna opservabla 
A odabere tako da [ T V ,A ] = 0, onda se T v redukuje u svakom potprostoru Уја (tj. u svakoj 
”koloni” na dijagramu ”ormar sa fiokama” za K = J, uporediti Crtež C 6.2). Iz Zađatka Z 8.2.10 i 
(8.2.29) sledi da T v stoga preslikava pravac (tj. kvadratić) koji odgovara M na pravac (kvadratić) 
koji odgovara —M. 

Ovo rezonovanje, naravno, važi i u slučaju jedne čestice. Tu, kao što smo videli (Crtež C 7.7), 
l 2 igra ulogu dodatne opservable u odnosu na j, a on komutira sa T v . 


8.2.8 Operator vremenske inverzije i realnost Clebsch- 
Gordan-ovih koeficijenata 

Videli smo na primerima 1, š, j i J da operator vremenske inverzije T v antikornutira sa vektorskim 
operatororn uglovnog mornenta. (Ovo je sastavni deo fizičkog pojrna uglovrrog momenta.) 

Vratimo se na teoriju opšteg uglovnog momenta, tj. na kvantni podsistem sa uglovnim 

momentom K u %. Na osnovu gornjeg, imamo antikomutiranje: 



т и кт; 1 = 

-K « 

[T v ,K]. + = 

0. 

(8.2.31 o,6) 

Za nas je važan n 

eposredrri korolar 






i v i£ 2 i; 1 

= k 2 

[x u ,k 2 ] = 

0. 

(8.2.32 o,6) 

naravno, nioramo 

biti svesni da je T % 

antiunitaran operator u 

%. 


Neka je 

Y 

^ U (тгуо) = 

е -~Ћ Ђ Пу 


(8.2.33) 


operator rotacije oko у ose za ugao тг. 
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Lema 8.2.3 Unitarni operator Y komutira sa K 2 , a antikornutira sa K z (baš kao i antiunitarni 
operator T v ): 

[ Y, K 2 ] = 0, [ Y, K z ]+ = 0. (8.2,34a, b) 

Dokaz: Znaino da [ K 2 ,K q } = 0, q = x,y,z, =7 [ K 2 ,U(tpu) ] = 0 Vip u G тг — sfera, te je prvi deo (8.2.34) 

dokazan. Uzrnimo 


Г/(7ТУо) K U 1 (тгуо) ■ Z() 


gde je Д(тгуо) matrica 3x3 koja u koordinatnom sistemu {x 0 , уо, z 0 } reprezentuje rotaeiju R ny 0 . Znači, iskoristiii 
smo transformacione osobine vektorskog operatora, prepisali smo skalarni proizvod kao matrični proizvod (vrste 
i kolone) i uzeli u obzir da К Ћуо rotira z 0 u — z 0 . Q. E. D. 

Lema 8*2*4 Opemtori Y i T v komutiraju, a njihov proizvod Y T v je antiunitarna involucija. 

Dokaz: Usled (8.2.31) i antilinearnosti, T v kornutira sa svakim operatorom rotaeije: 

iv UKKK 1 = еМ и -( K) = U{y> u ), 

te je prvi iskaz dokazan. Citalac se može lako uveriti da se unitaran i antiunitaran operator uvek množe u 
antiunitaran operator. 

Najzad, (Y X v ) 2 = Y 2 X 2 = и(2тгу 0 ) (— l) 2jR: (—1) 2K je 1 ili — 1 u celom ■ 'H, prenia tome da И K uzima ceie ili 
poiucele vrednosti u XL (uporediti objašnjenje ispod (8.2.28)). Operator rotacije za 2тг (oko bilo koje ose) je takođe 
1 ili — 1, prema tome da li % sadrži paran broj (može i nula) ili neparan broj spinskih faktor prostora sa polucelim 
spinorn (pogledati (6.10.17) za tp = 2тг). Pošto K uzirria cele vrednosti upravo ako i samo ako je pornenuti broj 
spinskih prostora (tj. broj ferrniona) paran, irnarno [7(2тгуо) (—1) 2K = 1. Q. E. D. 

Leina 8*2*5 Unitarni operator Y komutira sa K y , a antikornutira sa K x . Osirn toga , 

Y K ± Y~~ l = -К т . (8.2.35a, 6) 

Dokaz: Komutiranje operatora Y ( = sa K y je očigledno. Antikornutiranje sa K x sledi analogno kao 

antikomutiranje sa K z . Relacije (8.2.35) odmah slede iz definicije K± ‘= K x ±гК у . Q. Е. D. 

Teorem 8.2.5 Antiunitarna involucija YT V kornutira sa K 2 , K z i K± i redukuje se u svakom 
zajedničkom svojstvenom potprostoru Vkm od K 2 , i K z i to u uzajamno ekvivalentne operatore za 
m = -k, ...,k (ik)- 

Dokaz: Sa K 2 komutiraju l v i Y ponaosob, pa onda i njiliov proizvođ. Pošto i Y i l v antikomutira sa K z , 

operator Yl v komutira sa K z . Iz an.tikomutiran.ja (8.2.31) i definicije K± = K x ± гК у odrnali sledi 

i v k± i v l = -k T , (8.2.зба,б) 

te (8.2.35) i (8.2.36) zajedno iziskuju 

(Y l v ) k± (ftK 1 = k ± . (8.2.37) 

Redukovanje sledi iz iskaza Zadatka Z 8.2.10. Najzad, ekvivalentnost se dobija rieposrednim proširenjem dokaza 
Teorerna T 6.3.2. Q. E. D. 
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Zadatak 8.2.12 Dokazati da se S 6.3.1, zamenjujuei "matricu” ” antilinearnom matricom” i Teorem T 6.3.2, 
zamenjujući (6.3.18) sa 

[ Aa,k z ] = 0, [ A a J<+ ] = 0, (8.2.38a, 6) 

proširuju па antilinearaii operator A a . 

Ako je {I n) | Vw} bazis u Ћ takav da 

A a | n) =| n), Vn, (8.2.39) 

onda se kaže da je đotični bazis invarijantan za antilinearni operator A a . 

Zadatak 8.2.13 Pokazati da je A a koji irna invarijantan bazis nužno unitaran i involutivan antilinearni operator. 

Lema 8.2.6 Postoji standardan hazis za K u 'H koji je invarijantan za Y I v . 

Dokaz: U Vk, m =k biramo dodatnu opservablu A, koja definiše dodatni kvantni broj A, a komutira sa K, tako 

da komutira i sa Y I v (lako je uveriti se da to u principu uvek možemo). Onda se Y I v redukuje i u svakom Vk\ 
potprostoru, znači i u svakom preseku Vk, m =k П Vk\, tj. pravcu (kvadratiću na dijagramu ”ormar sa fiokama”, 
Crtež C 6.2). Ako se ispostavi cla važi YI V | km\) = e l ’' p \ km\) (ne može opštije zbog redukovanja u kvadratiću), 
uzimajući po definiciji | ктХ )' f = e itp < /2 | ктХ ), VA, kao novi podbazis standardnog bazisa u Vk, m =k, dolazimo 
do Yl v | ктХУ =| ктХУ , VA (zbog aritilinearnosti) . Postigavši u Vk, m =k invarijantan standardan podbazis za 
K, to se orrda održava i u ostalim potprostorima Vkm zbog ekvivalerrtnosti redukovanih Y I, v . Q. E. D. 

Zahvaljujući tome što raspolažemo antiunitarnom involucijom Y T v , možemo klasu standard- 
nih bazisa za K u % suziti na klasu invarijantnih standardnih bazisa. 

Teorem 8.2.6 Matrica razvijanja hilo kog invarijantnog standardnog bazisa po bilo kom drugom 

invarijantnom standardnom bazisu je nužno realna. 

Dokaz: Neka su {| m ) | Vm} i {| m' ) | Vm'} dva invarijantna bazisa u nekom potprostoru V i neka | m ) = 

(Cm' Mmiri | m')- Primenom operatora Y I v sledi | m) = Yh m ’ M mm , I т ' )■ Zbog jednoznačnosti razvijanja ove 
dve jednakosti iziskuju M mm > = M* nm , , Vm, m' . Q. E. D. 

Priđimo sad zadatku slaganja dva uglovna rnoinenta (Hi 0 %2 = Ћ, Ki + K 2 = K) 
ograničavajući se na invarijantne standardne bazise (7.2.1) i (7.2.2). Iz Teorema T 8.2.6 onda 
neposredno sledi neobično važan zaključak da su svi Clebsch- Gordan-ovi koeficijenti realni. (Na- 
ravno, uslov (7.2.3) nas ne izbacuje iz kla.se invarijantnih standardnih bazisa u kompozitnom 
prostoru, jer zahteva pozitivan, znači realan matrični element.) 

Zadatak 8.2.14 Pokazati da u uglovnom prostoru £ 2 (П) čestice, ako se sfernim harmonicima promeni fazni 
faktor po preskripciji 

У1 п (в, <p) d = 1 % т (в, <p), Vf, m, (8.2.40) 

onda У™(6,(р) čine invarijantan standardni bazis. 

Zadatak 8.2.15 Pokazati da u £ 2 (Q) važi 

Х,УГ(в,Ф) = (-1) 1+т Ур т (е,ф), VI, m. (8.2.41) 

Zadatak 8.2.16 Pokazati da u proizvoljnom prostoru TL sa K važi 

T v | krnl) - (-l) k+m | k,-m, A), Vfc, m, (8.2.42) 

ako se pri izgradnji standardnog bazisa u (eventualno) kompozitnom prostoru TL u uglovnim faktor prostorirna 
čestica uvek ograrričimo na invarijantan standardni bazis (8.2.40). (Indikacija: Poći od spinskog faktor prostora 
jedne čestice — uporediti (8.2.25c) — a zatirri pokazati održanje (8.2.42) pri sabiranju dva uglovna momenta.) 
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8.3 Grupa simetrije zakona kretanja i hamiltonijana 

U celokupnom našem dosađašnjern proučavanju simetrija ograničili smo se na kinernatička raz- 
matranja, tj. nisrno relirali sirnetrije sa zakonorn kretanja i hamiltonijanom. Ovome, bez surnnje 
najvažnijern, zadatku teorije kvantno-mehaničkih sirnetrija posvećen je ovaj odeljak. 

Prodiskutovaćemo Galilejev princip invarijantnosti i ulogu diskretnih simetrija u kvantnoj 
fizici. Simetriju zakona kretanja uvešćemo u striktnijoj i opštijoj ”opservabilnoj” formi, pa ćemo 
je suziti na njen "formalni” vid, koji je u najužoj vezi sa simetrijom hamiltonijana. Objasnićemo 
u primenama mnogo korišćene pojmove dobrih kvantnih brojeva i selekcionih pravila (u tačnom 
i približnom važenju). Na kraju, detaljno ćemo proanalizirati primenu geometrije (višestrukih 
ireducibilnih invarijantnih potprostora) grupe simetrije hamiltonijana na klasifikaciju energetskih 
nivoa. 


8.3.1 Opservabilna invarijantnost zakona kretanja pod gru- 
pom simetrije 

Pri proučavanju uloge operatora simetrije u dinamici kvantnog sistema, poći ćemo od verovatnoće 
prelaza u kasnijem trenutku: 


= |(v Of | U(t - t 0 , to) I Фг )\ 2 (8.3.1) 

(i i / od reči početni i krajnji na engleskom 8-3-1 .) Imali srrio objašnjenje ovog pojrna u § 3.3.4. 

Izraz (8.3.1) je neophodarr za određivanje operatora simetrije zakona kretanja kao što je 
verovatnoća prelaza u istom trenutku (pojarn koji srrro uveli u § 2.4.7) bio u § 5.2.1 deo defmicije 
operatora simetrije u kinematičkom smislu. 

Zadatak 8.3.1 * Neka je selektivno merenje 11 trenutku t nekompletno, znači umesto da definiše određeno 
stanje (kao | tpf ) 11 kornpletnom merenju u (8.3.1)), definiše jedan svojstveni potprostor na koji projektuje, 
recirno, projektor Pf. Pokazati da se onda urnesto (8.3.1) piše: 

Vi^f(t) = \(ipi I Ut(t - t 0 , t 0 )PfU(t - t 0 , t 0 ) I Фг)\ 2 , (8.3.2) 


i da je to uopštenje od (8.3.1). 

Zadatak 8.3.2 * Neka je početna preparaeija nekompletna, tj. umesto čistog stanja | фј ) пека daje određeno 
mešarm stanje р г . Pokazati da se (8.3.1) onda zamenjuje sa 

Vi—>f (t) = \{<Pf I u(t - t 0 ,t 0 )piU(t - to,t 0 J | <Pf )f, (8.3.3) 


i da je to uopštenje (8.3.1). 

Zadatak 8.3.3 * Neka su i početna preparacija i krajnje rnerenje nekompletno, tj. umesto | г ф г ) i | ip-f ) iuiarno 
pi i Pf. Pokazati da u tom slučaju verovatnoća prelaza glasi 

Vi=>f(t) = Тг PfU(t - t 0 , t 0 )piU (t - t 0 , t 0 p, (8.3.4) 

i da je to uopštenje u odnosu na sve tri prethodne formule za Vj^f, 


8 ’ зл тШаЈ, čitati inišl, početni, odnosno feai, čitati fajnal, krajnji. 
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Neka je {U(g) | g G G} određena grupa (kinematička) simetrije, tj, grupa unitarnih i antiu- 
nitarnih operatora koja u prostoru stanja % reprezentuje neku grupu G (defmisanu u klasičnom 
faznom prostoru ili u kvantnom unutrašnjem faktor prostom). Smatra se da je zakon kretanja 
opservahilno invarijantan pod pomenutoiri grupom, ako se verovatnoća prelaza (8.3.1) ne menja 

pri primeni pojedinih operatora iz G istovremeno na početno i krajnje stanje, tj. ako važi: 


(8,3.5) 


<■’»,« = ! (fPi I m 1 *>l = 1 (fPi I Ul(g)U{t)V(g) I *>| 


gde je U(t) = f U(t — to, to), i to treba da važi za Уд G G i V | tg,: ), | <ff ) G 'H, t > to- 

Zadatak 8.3. 4 * Definisati opservabilnu invarijantnost zakona kretanja pod G pomoću (8.3.4) i pokazati da je 

to ekvivalentna definicija. 

Da bisrno bolje razumeli fizički smisao definicije (8.3.5), pretpostavirrm da se radi o podgrupi 
proširene Galilejeve grupe, tj. o operatorirna sirnetrije koji reprezentuju klasične transformacije. 
Ovima možemo delovati (fizički ili bar u mislima) na sve uređaje u laboratoriji. Delujući tako 
sa g na uređaj za početnu preparaciju proizvešćemo umesto | ф,) stanje U(g) | јд), a delujući 
(u trenutku t) istom transformacij om na merni aparat, detektovaćemo umesto | p>f) stanje 
U(g) | (pf). Relacija, (8.3.5) onđa zahteva da ne bude razlike u relativrioj frekvenci prirnenili rni 
na taj način g ili ne. 

8.3.2 Galilejev princip invarijantnosti 

Као što se rrmogi osnovni principi klasične mehanike prenose u kvantrru mehaniku, prenosi se 
i princip u naslovu ovog paragrafa (uporediti § 5.1.7). Po njemu svaki unitarni operator koji 
reprezentuje transformaeiju iz Galilejeve grupe а priori zadovoljava i (8.3.5), tj. predstavlja 
transformaciju simetrije pod čijim je dejstvom zakon kretanja opservabilno invarijantan. 

Pažljivi čitalac je zapazio da dok u klasičnoj mehanici važi opšti Galilejev princip invari- 
jantnosti (koji se odnosi na proširemr Galilejevu grupu Q), u kvaritrroj rneharrici irnarno sarno 
Galilejev princip. Nairne, ispostavilo se da diskretne transformacije simetrije nisu univerzalne a 
priori sirnetrije u kvantnoj fizici. U sledećern paragrafu proučićemo podrobnije narušavanje sirne- 
trije inverzije prostora u slaboj interakciji. U paragrafu § 8.3.4 ćemo nešto više reći o narušavanju 
simetrije inverzije vremena. 

Galilejeva grupa Q nije najšira grupa iz čije se reprezentacije u pmstoru stanja regrutuju 
operatori koji ostavljaju zakon kretanja invarijantnim. U odeljcirna § 8.3.5 i § 8.3.6 upoznaćemo 
se sa unutrašnjim simetrijama, hadrona (teških elementarnih čestica). One nemaju klasičnog 
analogona. 


8.3.3 Y Eksperiment Wu i saradnika o narušavanju sime- 
trije prostorne inverzije u slaboj interakciji 

Do 1956. godine jednodušno se verovalo da se Galilejev princip invarijantnosti rnože proširiti 
na operatore inverzije prostora I p i inverzije vremena T v , tj. da važi opšti Galilejev princip 

invarijantnosti. Objasnićerrro sada čuveni eksperiment gospođe Wu i saradnika, (izvršen krajerrr 
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pornenute godine) 8-3-2 , koji je kao experimentum crucis (odlučujući eksperiment) dokazao teorij- 
sku hipotezu Lee-a i Yang-a 8 * 3,3 iz iste godine da prostoma inverzija nije a priori sirnetrija za 
sve interakcije u prirodi. Konkretno, za tzv. slabu interakciju, koja, između ostalog, dovodi do 
pretvaranja neutrona u proton, elektron (u vidu /5-zraka) i u elektronov antineutrino, Lee i Yang 
su očekivali da narušava simetriju I p (videti §8.4.3 niže). 

Eksperiment Wu i saradnika sastojao se u sledećem. Jezgra 60 Co ohlađena su na oko 0.01 K i 
podvrgnuta magnetnom polju koje je proizvedeno propuštanjem struje kroz solenoid oko jezgara. 


A) 


B) inv ttfgnft «К1са TBftlnngrfrflp flrhnftritA 





Slika 8.1: Eksperiment Wu i saradnika. 


Jezgro 60 Co irna J = 5 i magnetno polje služi za usmeravanje orijentacije jezgara preko 
interakcije njihovih magnetnih dipola sa spoljašnjim magnetnim poljem. A hlađenje služi mini- 
maliziranju toplotnog kretanja atoma, kako se postignuta paralelna orijentacija ne bi poništila u 
haotičnom toplotnom kretanju atoma. 

Jezgra 60 Co emituju d-zrake (elektrone) na račun gore pomenutog pretvaranja neutrona u 
protone. Merenje njihove tzv. uglovne distribucije, tj. rasporeda po prostornom uglu računatom 
iz centra jezgra, je neposredni cilj eksperimenta (videti Crtež C8.1). 

Izražavaćemo se na jeziku na kom smo formulisali invarijantnost zakona kretanja. Pre svega, 
šta je početni uslov? To je ansambl 60 Co jezgara ohlađenih i orijentisanih. (Ovde se radi 
o prostomom ili Boltzmann-ovom ansamblu, jer uzajamni uticaj jezgara unutar zajedničkog 
makroskopskog volumena je irelevantan.) Vremenska evolucija sastoji se u prepuštanju jezgara 
njirna. sarnima kako bi nestabilnost nuklearne strukture došla do izražaja puteiri b-zračenja 8 ' 3 ’ 4 . 

Merenje u krajnjem trenutku t utvrđuje odnos broja elektrona koji izleću duž pozitivne z 
ose (tj. paralelno sa spinom jezgara) i u suprotnom pravcu (antiparalelno). Ispitivana grupa 

simetrije je u stvari {X p , /} = f G. 

8.3. 2 0riginalna referenca: C. S. Wu et al., Phpsical Review 105, 1413 (1957). 

8-3 ' 3 Čitati Li i Jang. Originalna referenca: T. D. Lee, C. N. Yang, Physical Review 104, 254 (1956). 
8-3 ‘ 4 Hlađenje i magnetno polje se stalno održavaju, jer to ionako ne rnože da utiče na pomenuti nuklearni proces, 
a neophodrro je da su jezgra stalrio orijentisana jer bisrno inače irnali izotropnu uglovnu distribuciju zbog random 
(čitati rendrn, na engleskorn znači slučajan, bez reda) orijentacije jezgara. 
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Ako izvršimo prostornu inverziju celog eksperimenta (početne preparacije i krajnjeg rnerenja), 
tj. pređemo sa Crteža C8.1 (a) па Crtež C8.1 (b) pseudovektori B i J se ne menjaju, ne rnenja 
se ni osnovno stanje neraspadnutog 60 Co, jer je u svojstverrom stanju prostorne inverzije. Dakle, 
ni početrri uslov, ni završrri merrri postupak se ne merrjaju pod T p . Međutim, položaji r i impulsi 
p /5-zraka prelaze u suprotne. 

Kao što je očigledno sa Crteža C8.1, pomenuti mereni odnos broja elektrona koji izleću duž 
B i suprotno od B (što je pandan verovatnoće prelaza, samo što merenje nije maksimalno) je isti 
pre i posle refieksije samo ako je taj odnos 1. Međutim, kao što se vidi na Crtežu C8.1 (a), gde 
je prikazan realni proces, taj odnos nije jednak 1, antiparalelno sa B izleće više /5-zraka. Znači, 
Crtež C8.1 ( b ) je fiktivan i lažan, prikazuje proces koji ne postoji u prirodi. Prostorna inverzija 
Tp nije sirnetrija procesa koji potiče od slabe interakcije, iako za to nerna razloga u rasporedu i 
kretanju uiaterije. Nairrie, rnagnetno polje i orijentisanost celog jezgra nernaju uticaja na proces 
n — * p + еГ + F e , koji se odvija unutar jezgra. 

8.3.4 A Eksperimentalni dokaz narušavanja simetrije vre- 
menske inverzije u slaboj interakciji 

U ovorn paragrafu ćerno rnalo izaći van okvira standardne kvantne mehanike (u stvari u fiziku 
elernentarnih čestica) i biće pogođno da privrerneno izrnenimo našu notaciju: da T v obeležirno sa 
P, a T v sa T. 

Uvešćemo i tzv. konjugaciju naboja C, koja pretvara česticu u njenu antičesticu 8-3-0 . Operatori 
P i C su unitarni, a T je antiunitaran. 

U tzv. lokalnoj kvantnoj teoriji polja dokazuje se kao teorern da iz relativističke invarijantnosti 
i lokalnosti teorije (lokalnost je u suštini u negiranju đelovanja na đaljirru) nužno sledi da su svi 
zakoni kretanja invarijantni pod operatorom sirnetrije CPT (tzv. CPT-teorem). Neposredna je 

posledica ovog teorema da sarri operator vremenske inverzije T ostavlja Invarijantnim sve zakone 
kretanja ako i samo ako isto važi za CP. 

Posle obaranja samog operatora P kao univerzalne simetrije interakcije, neko vreme se vero- 
valo cla CP s jedne strane, a T s druge jesu takve simetrije. Međutim, 1964. godine eksperimen- 
talno je utvrđeno 8 ' 3,6 da se u slaboj interakciji narušava CP, a prema tome i T invarijantnost. 

Radi se o raspadu neutralnih K- mezona (ili kaona). Ima ih dva: K° I K . Ove čestice 
iniaju čudnu osobinu da se raspadaju preko druge dve čestice, K L i K$, od kojih su one sledeće 
superpozicije ako pretpostavimo CP invarijantnost svih irrterakcija: 

/V) = + (| K L ) + i\ Ks)), 

K°) = T(\K L )-t\K s )). (8.3.6 b) 

K L se naziva dugoživećim kaonoin (L od engleske reči long — dugačak), njegov srednji život 
je reda 6 10" 8 s; K s je kratkoživeći kaon (S od. engieske reči short — kratak), čiji je srednji život 

8 ' 3 '°Operator konjugacije naboja (engleski: clmrge conjugation) koji je potpuno stran nerelativističkoj kvantnoj 
mehanici, izgleda kao ekstra postulat teorije elernentarnih čestica. Međutim, u relativističkoj kvantnoj rnehanici 
ovaj operator sasvirn prirodno proizilazi iz teoiije. 

8 ' 3 ‘ 6 0riginalna referenca: J. H. Christenson et aL, Physical Revieiv Letters 13, 138 (1964). 


(8.3.6a) 
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reda 10 -10 s. Uz pogodni izbor faznih faktora (tako da CP | K° ) = — | K°)), \ Kl ) i | Kg) 
su svojstvena stanja CP operatora (koji je unitaran i involutivan, prerna torne i hermitski, tj. 
opservabla) : 

CP \K L ) = -\ K L ), CP | K s ) =| K s ). (8.3.7a, b) 

Easpad koji je eksperimentalno detektovan pomenute 1964. godine bio je 


K L -+ 7Г + + 7Г 


I d\ T o-pionski sistem ima određenu CP parnost, ali ona je 1: 

CP | tUtt" ) =| 7Г + 7Г“ ) 


(8.3.9) 


(koordirratni početak je po konvenciji u cerrtru masa; orbitni faktor od P deluje trivijalrro; spinski 
faktor deluje kao — 1 i rra тг + i na 7Г“, zrrači sve skupa kao 1; C prevodi тг^ i 7Г“ jedrro u drugo) . 

Dakle, u procesu (8.3.8) C'P-parnost se promenila ocl —1 na 1. Videćemo niže (u §8.3.8) 
da se time narušava tzv. selekciono pravilo CP- a, a to ćemo videti da je potreban uslov za 
invarijantnost interakcije u (8.3.8) pod delovanjem CP. 


8.3.5 Formalna invarijantnost zakona kretanja pod gru- 
pom simetrije 

U ovom paragrafu ćerno rrašu definiciju (8.3.5) iz §8.3.1 transformisati u pojam iz naslova, koji 

je doduše rrešto uži, ali daleko pogodniji za kvantrro-meharrički formalizam. 


Zadatak 8. 3. 5 Ako suAiŠ dva linearrra operatora u Ћ definisana na celom H i to takva da za rrjih važi 

|{o | A | 6)| = \{a | B | 6)|, V | a),| &) e H, (8.3.10) 

pokazati da onda nužno sledi A = e ilp B. 

Primerrorrr iskaza Zadatka Z 8.3.5 rra (8.3.5) sledi 

U4(j) V(t) U(g) = U(t), Vr? G G', -oo<t<oo. 

Pošto je иЦд) = U~~ l (g) = II(g~~ l ), prelazeći sa g na д~~ г kao tekući element u G (i pišući opet 

g) i koristeći A (g,t) *= ip(g~ l ,t), imarrro 

U{g) U(t) иЦд) = U(t), Vc/ G G, -oo <t< oo. (8.3.11) 

Zadatak 8.3,6 * Pokazati da iz relacije (8.3.11) sledi: 

(a) Za arbitreran fiksiran trenutak t, funkcija е гХ ^ 9 ^ predstavlja kontinualni homomorfizam gmpe G u multi- 

plikativnu grupu faznih faktora. 

(b) Za arbitrernu fiksiranu transformaciju g G C+ ista funkcija je neprekidni homomorfizam aditivne grupe 

realnih brojeva (tj. grupa vremenskih translacija) u pomenutu grupu faznih faktora. 
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Lema 8.3.1 Ako je G grupa rotacija R(3). onda je fazni faktor u ( 8.3.11 ) jednak jedinici 
identički po g G G i t. 


Dokaz: Dokaz neposredno sledi iz činjenice da homomorfizam iz Zadatka Z 8.3.6 (o) očigledno daje iređudbilnu 
reprezentaciju rotacione grupe i to jednodimenzionalnu. Međutim, znamo iz teorije rotacija u kvantnoj mehanici 
da postoji sarno jedna takva reprezentacija, ona odgovara k = 0 i ona je data sa R !ipu — > I. Q. E. D. 

Lema 8.3.2 Ako je G konačna grupa, onda takođe fazni faktor u (8.3.11) mora biti jednak 
jedinici identicki po g G G i t. 

Dokaz: Početni uslov evolucionog operatora glasi U(t = 0) = /, te ako u (8.3.11) stavimo t = 0, dobićemo 

e *A(s,t=o) = 1; G (8.3.12) 


i to za bilo koju grupu G. Kada je G konačna grupa, onda je svaka transformacija g konačnog reda, na primer 
gi> _ t a j t0 da z b 0 g homomorfizma (Zadatak Z 8.3.6 (a)) e *A(s,t=o) mora ppi р-Ц koren iz jedinice. Zbog 
neprekidnosti po t (Zadatak Z 8.3.6 (b)) ovaj faktor se sme samo neprekidno menjati. A pošto je promena sa 
jednog p-tog korena od 1 na drugi skokovita, е гЛ (з>*=°) mora biti isti za sve t. Relacija (8.3.12) onda đovodi do 
iskaza Lerne L 8.3.2. Q. E. D. 

Napomena: Primer za konačnu grupu simetrije G je, pored ciklusa prostorne inverzije { I,I P }, 
i permutaciona grupa N čestica (reda N\), za svako N. Ovom grupom ćemo se koristiti pri 
proučavanju sistema identičnih fermiona (kao što je elektronski omotač atoma) u §9.3- §9.5. 

Fazni faktor (8.3.11) ne otpada za sve grupe simetrije. Na primer, ako je G translaciona grupa 
T 3 , onda su iskazi (a) i (b) Zadatka Z 8.3.6 zadovoljeni sa X(g , t) = (a x + a y + a z ) t na primer, kao 
što se lako vidi. Zato je u opštein slučaju potrebno razlikovati opservabilnu i formalnu definiciju 
invarijantnosti. 

Po definiciji, o forrnalnoj invarijantnosti zakona kretanja govorimo ako važi (8.3.11) sa A (g, t) = 

0, Уд G G, t > to, tj. ako 


U(g)U(t)U(g)' = U(t) 




U(g),U(t)]= 0 


Vp,t. 


(8.3. 13a, b) 


Evidentno je da je opservabilna invarijantnost opštija od formalne, tj. iz formalne sledi opšta 
ali ne nužno i obratno. Za sam formalizam kvantne mehanike formalna definicija je od velikog 
značaja. 


8.3.6 Grupa simetrije hamiltonijana 

Sad ćemo proučiti definiciju (8.3.13) sa gleđišta harniltonijana konzervativnog kvantnog sisterna. 

Teorem 8.3.1 Evolucioni operator U(t) konzervativnog kvaninog sistema je invarijantan pod 
grupom simetrije G, tj. relacije (8.3.13) važe, ako i samo ako važe jednakosti 


U(g)HU(gf = H 




П(д),Н}=() 


Уд G G. 


(8.3.14a ; fe) 


Dokaz: Dokaz je specijalni slučaj dokaza poznatog teorema u teoriji Lie-jevih grupa po kome operator komutira 
sa Lie-vom gmpom ako i sarno ako komutira sa svim generatorima te grape (uporediti konkretni primer rotacione 
grupe u Korolaru K 6.4.3). Za konzervativan sistern H ne zavisi od vrernerra (uporediti Teorern T 3.1.1), a orr je 
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jedini generator (jednoparametarske Lie-jeve) grupe vremenskih evolucija \U{i) = e U H | — oo < t < +c«}. 
Q. E. D. 

Dakle, ako je kvantni sistem konzervativan, formalna definieija invarijantnosti zakona kreta- 
nja pod delovanjem grupe simetrije G je ekvivalentna tome da je dotična grupa u stvari grupa 
simetrije hamiltonijana ili, kako se još kaže da je hamiltonijan invarijantan pod delovanjem 

dotične grupe {U (д) \ g 6 G}. 

Teorem 8.3.2 Hamiltonijan kvantnog sistema je invarijantan pod, Lie-jevom grupom simetrije 

{U(g) | g e G} ako i samo ako komutira sa svakirn generatororn reprezentacije od G u TL. Drugim 
rečima, (8.3.14) važi ako i samo ako 


A P ,H} = 0, 


p = 1,2,..., P, 


(8.3.15) 


gde su A p (hermitski) generatori P -parametarske Lie-jeve grupe simetrije 


{(j{g) = e fi ^p=i a p(g)N | g e g } 5 

(a p su realni brojevi, Lie-jevi parametri). 

Dokaz: Dokaz je analogan kao za pretliodni teorem. Q. E. D. 

Zakon kretanja u diferencijalnom vidu glasi 

гћ^ | фЏ) ) = H | ф(Ј) ), ( 8 . 3 . 16 ) 

sa | фЏо) ) као početnim uslovom. Ograničimo se na konzervativan sistem. Invarijantnost 
zakona kretanja pod G u diferencijalnom vidu sastoji se u tonie da iz važenja (8.3.16) sledi 
važenje jednakosti 

гћ ^ (U(g) | Ф(1) )) = H ( U(g ) | ф( t) )) ( 8 . 3 . 17 ) 

sa početnim uslovom U(g) \ Ф(Ф) ), za Уд G G. Drugim rečima, da svaki operator simetrije U(g) 
preslikava jednu rnoguću trajektoriju u prostoru stanja na drugu rnoguću trajektoriju. 

Rečeno važi za grupu unitarnih operatora U (g). Kako se to modifikuje u slučaju antiunitarnih 
operatora, konkretno operatora T v , videćemo u § 8 . 4 . 6 . 

Zadatak 8.3.7 Pokazati neposredno (tj. bez korišćenja rezultata ovog odeljka) da se upravo izloženi pojam 
invarijantnosti diferencijalnog vida zakona kretanja podudara sa invarijantnošću evolucionog operatora pod G 

(tj. sa (8.3.13)). 

Zadatak 8.3.8 Pokazati (bez korišćenja rezultata ovog odeljka) da je invarijantnost zakona kretanja u diferen- 
cijalnom vidu ekvivalentna invarijantnosti H pod G. 


8.3.7 Dobri kvantni brojevi i klasifikacija energetskih ni- 
voa 

U ovorn paragrafu ćemo proanalizirati najvažnije posledice relacije (8.3.14). 
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Korolar 8.3,1 Invarijantnost harniltonijana konzervativnog sisterna pod Lie-jevom grupom 
{U (g) | g G G } ima posledicu da se očekivana vrednost svake opservable A koja je polinom od 
herrnitskih operatora A p , p = 1,2 , ,P, dotične grupe, ne rnenja u vremenu, tj. 

( A ) = (yj(t) | A | Ф(к) ) = (ф(Ј o) | A | tp(t o) ). (8.3.18) 


Dokaz: Pošto svaki A p komutira sa H (Teorein T 8.3.2), lako je videti da isto važi i za A, koji je polinom od 

Ap- ova. Oriđa A koinutira i sa U(t), koji je funkcija od H, a to povlači W(t)AU(t) = .4. Najzad, (ф(1ј | 
i I ФА) ) = (ффо) | UHt) i u(t) I ФЏ o) ) = m o) | i | фф o) )■ Q- E. D. 

Naravno, sarni hermitski operatori A p su specijalni slučaj pomenute opservable A, te i za njih 
\ 7 aži (8.3.18): 

( A p ) = (ifj(t) | A p | ifj(t) ) = (ifj(t 0 ) | A p | rfj(t 0 ) ), p = 1, 2, . . . , P. (8.3.19) 

Kao ilustraciju značenja (8.3.18) i (8.3.19), uzmimo slučaj rotaciono simetričnog hamiltoni- 
jana, tj. grupu simetrije {U(<pu) | Rp U G R(3)} u sadašnjoj notaciji. Relacija (8.3.19) onda 

znači da je očekivana vrednost svake komponente K q , q = х, у, z nepromenjena u toku vremena. 
Relacija (8.3.18) irna za posledicu da isto važi i za K 2 . 

Koroiar 8.3.2 Ako se neki hermitski operator A može napisati kao polinorn od operatora grupe 
sirnetrije hamiltonijana konzervativnog sistema, onda je opservabla A kompatihilna sa H: 

[A,H} = 0, (8.3.20a) 

i njena očekivana vrednost ne zavisi od vremena 

( A ) = (A(t) | A | ф{1 j ) = (ФЏо) | A | фЏо) )• (8.3.206) 

Dokaz: Pošto je [ U(g ),H ] = 0 , E ff, komutiranje sa H odmah siedi za svaki proizvod operatora U(g) i 

za svaki polinom od njih. Ako je A takav polinom, imamo (8.3.20a) i iz toga odmah sledi [ A, U(t) ] = 0. A to 
iziskuje (8.3.20б) (kao u dokazu Korolara K 8.3.1). Q. E. D. 

Treba uočiti da se Korolar K 8.3.1 odnosi samo na Lie-jeve gmpe simetrije hamiltonijana, a 
Korolar K 8.3.2 je primenljiv kako na Lie-jeve, tako i na konačne grupe G. 

Korolar 8*3*3 Neka je A opservabla koja je polinorn т od sarnih operaiora grupe sirneirije 
hamiltonijana konzervativnog sisterna ili od herrniiskih generatora A p ie grupe (ako je Lie-jeva). 
Ako je početno stanje | ) sisierna svojstveno stanje od A i odgovara nekoj svojstvenoj 

vrednosti a, onda je i stanje | ф(к) ) u svakom kasnijem trenutku svojstveno stanje od A i 
odgovara isioj svojstvenoj vrednosti a. 

Dokaz: A | yj(to ) ) = a | U(io) ) (yj(to) \ A\ tjj(io)) = ( A ) to = а ђ 

A to A = f ((Vj(to) | (A — ( A )) 2 | tjj(t o) ))s =0 (uporediti Teorern T 1.4.2 i Korolare K 2.2.1, K 2.2.1). Na osnovu 

Korolara K 8.3.1 i K 8.3.2 onda sledi (p(t) | A | ijj(t) ) ------ a, A t A = 0, => A | ijj(t) ) = a | xjj(t ) ). Q. E. D. 

Zadatak 8.3.9 Dokazati Korolar K 8.3.3 geornetrijski, tj. pornoću pojmova kao što su potprostori, redukovanje 
operatora itd. 
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Kada je jedna opservabla A kompatibilna sa hamiltonijanom konzervativnog sistema, onda 
se kaže da daje dohre kvantne brojeve (misli se na svojstvene vrednosti od A ili na neke pro- 
stije brojeve koji prebrojavaju svojstvene vrednosti). Iz prethodnih Korolara vidimo da grupa 
sirnetrije harniltoriijana služi kao izvor za nalažerrje ili konstrukciju opservabli koje daju dobre 
kvantne brojeve. Osim toga, iz istih Korolara možemo zaključiti da je puni kvantno-mehanički 
sadržaj dobrih kvantnih brojeva u sledećem: 

(i) Opservabla kompatibilna sa H može da dopuni hamiltonijan (sa eventualno još nekim takvim 

opservablama) do potpunog skupa kompatibilnih opservabli, koji će dati potpunu klasifika- 
ciju stanja, tj. svojstveni bazis od H. Na jeziku kvantnih brojeva možemo reći da dobri 
kvantni brojevi dopunjuju energetske nivoe sistema (ili njihov kvantni broj) do potpunog 
skupa kvantnih brojeva koji karakterišu svojstvena stanja hamiltonijana. 

(ii) Dobri kvantni brojevi ostaju ”dobri” u toku vremenske evolucije sistema, tj. stanja ne mogu 
da izgube dotične svojstvene vrednosti. To su analogoni integrala kretanja u klasičnoj 
mehanici. 

Najčešće grupa simetrije hamiltonijana sa kojorn raspolažemo nije dovoljno bogata i ne rrrože 
se postići sarno pomoću nje potpuna klasifikacija stanja. Postiže se samo delimična klasifikacija 
(koja rezultuje u svojstvenim potprostorima, a ne u stanjima). Onda se govori o klasifikaciji 

energetskih nivoa. 

Za kvantne sisteme u kojima je materija koncentrisana oko centra mase (tako da izdaleka 
izgledaju kao čestice), kao što su jezgra, atomi i mnogi molekuli, prirodno je koordinatni početak 
staviti u centar mase i koristiti se a priomim osobinama prostora: izotropnošću (oko centra mase) 
i nerazlikovanjem levog i desnog koordinatnog sistema. Tako J 2 i T p su najosnovnije opservable 
koje daju dobre kvantne brojeve: Ј п (J je kvantni broj sveukupnog uglovnog momenta, a П = ±1 
je ukupna parnost 8-3-7 ). 

Zadatak 8 . 3 . 1 0 Izvesti rezultate ovog paragrafa u Heisenberg-ovoj slici i prodiskutovati pogodnost Schrodinger- 
ove i Heisenberg-ove slike u tu svrhu. 

8.3.8 Selekciona pravila 

Dobri kvantni brojevi imaju veoma važnu primenu u izučavanju gađanja rnete snopom čestica 
kada i u rneti i u izlaznom snopu nastaje promena u samoj vrsti čestica. To su tzv. reakcije u 
nuklearnoj fizici, a tzv. procesi u fizici elementarnih čestica. Pornoću dobrih kvantnih brojeva 
moguće je čitavu klasu ovakvih procesa isključiti kao teorijski nemoguće i pri torne se govori o 
selekcionim pravilima. Sad ćerrio to pođrobno objasniti. 

Korolar 8.3.4 Ako početno stanje \ ф(Јо) ) kvantnog sistema ima određenu vrednost dohrog 
kvantnog broja, onda je verovatnoća prelaza u drugo stanje | ip) sa drugom vrednošću istog 
kvantnog broja u bilo kom kasnijem trenutku jednaka nuli, tj. 

п(ф -xp,t) = \((p\ ФФА) I 2 = o. (8.3.21) 

8 * 3 * 7 MisIi se na ukupnu orbitnu parnost. Nukleon irna spinsku parnosf 1, a fakođe i elektron, tako da se rriogu 

izostaviti. 
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Dokaz: Dokaz sledi neposredno iz (ii) u prethodnom paragrafu, jer | ф(1) ) = U(t) \ ф(1 o) } zadržava istu vrednost 
dobrog kvantnog broja, te se | <p ) i | ф{Ф) ) nalaze u ortogonalnim svojstvenim potprostorima (opservable koja 
daje dotični dobar kvantni broj) i sledi (8.3.21). Q. E. D. 

Neka je dat (simbolično napisan) proces 


a , + b — >• c + d (8.3.22) 

i pretpostavimo da kvantni sistem | ab ) u ima određenu vrednost nekog dobrog kvantnog 
broja. a da sistem | cd) ima drugu vrednost istog kvantnog broja. Proces (8.3.22) znači da irnanio 
određeni rnerni uređaj u korne rnože da se detektuje, recinio čestica d (i, po pravilu, zaključi da 
je u rneti ostala čestica c). Tu se, u stvari, radi o rnerenju prelaza | ab ) \ cd ) u trenutku t. 

Međutim, kao što sledi iz Korolara K 8.3.4, naše pretpostavke iziskuju v{ \ ab) ->| cd),t) = 0, tj. 
ovaj proces ne rnože da se desi 8-3 8 . To se naziva selekcionirn pravilom dotičnog dobrog kvantnog 
broja (ili opservable čiji je to kvarrtni broj). 

8.3.9 * Približno dobri kvantni brojevi i približna selek- 

ciona pravila 

Nekad rreka opservabla A niože biti od koristi i ako je sarno približno kornpatibilna sa hamiltorri- 
jarrorn, tj. ako je [ A, H ] rnali operator (tj. u bilo kojoj reprezeritaciji bilo koji matrični element 
matrice koja ga reprezentuje je po modulu rnali broj). Orrda će početno stanje | ф(Јо) ), koje je 
svojstveno starije hamiltonijana, po pravilu, biti samo približno svojstveno stanje opservable A, 
tj. (фЏо) | A | ф(Ј o) ) ~ а, gde je a svojstvena vrednost od A i A t A ~ 0. Pošto po pretpostavci 
imamo svojstveno stanje hamiltonijana, vremenska evolucija samo menja fazni faktor vektora 
stanja (a ne i samo stanje) i tako to stanje celo vreme ima približno oštru vrednost a od A. 

Kod nekih atomskih sisterna, na priiner, dorninantni deo harniltonijana korrrutira posebno 
sa operatorirna ukupnih orbitrrih rotacija i posebno sa operatorima ukupnih spinskih rotacija, a 
sanro jedan rnali sabirak u hamiltorrijanu ne korrrutira, tj. narušava pomenute simetrije. Zato 
su L, M L , S i Ms približno dobri kvantni brojevi koji su korisni za (približno) karakterisanje 
osnovnog stanja takvog sistema. 

Opisali smo slučaj kada smo u početnom (i u svakom kasnijem) stanju imali oštru vrednost 
energije i približno oštru vrednost približno kompatibilne opservable A. Moguć je i suprotan 
slučaj: da sistern u početnom stanju | ф(ф 0 ) ) ima sanio približno oštru vrednost energije, tj. da 
se pojavljuje tzv. širirra energetskog nivoa (pobuđeno stanje), a da sisterrr irria oštru vredriost, 
recirno a, približno kompatibilne opservable A. Takav sistem se u toku vrernena ”raspada”, 
tj. postoji pozitivna verovatnoća prelaza u savirn drugačije stanje, čak i u stanje sa drugom 
svojstvenom vrednošću, recimo b, opservable A. 

Pomenuta mogućnost 0 < u(| a) — >| b), t) = f |(6 | U (t) \ a, t 0 )| potiče od toga što usled 
nekomutiranja H sa A, ne komutira ni U(t) sa A, i stanje | a,t ) = U(t) | a, t 0 ) može da 
sadrži ”primesu” (koherentnu) svojstvenog stanja od A koja odgovara svojstvenoj vrednosti b, 
tj. projekcija od | a, t ) na odgovarajući svojstveni potprostor više nije nula. Ali pošto H približno 
komutira sa A (sarno mali terrn u H ne komutira), isto važi i za U(t) i pornenuta "prirnesa” je 

s.3.8 p 0 đg e fi m0 se Postulata o pojedinačnim kvantnim sistemima, zahvaljujtrći korne stvarno možerno tvrditi da 
se ni jedan proces opisanog tipa ne rnože desiti u prirodi (ili ako se desi, morarrro rnenjati teoriju). 
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iriala (po riorini), tako da je onda i verovatnoća prelaza г?(| a) — >j b), t) mala. U ovom slučaju se 
govori o aproksirnativnom selekcionom pravilu. 

Zadatak 8.3.11 Neka je u trenutku t' > to norrna projekcije od U(t) | o, to ) u svojstveni potprostor ХЈ od A 
koji odgovara svojstvenoj vrednosti b jednaka 10 -3 . Pokazati cla г>(| a) — >| b),t') & 1()“ 6 . 


Kao ilustraciju za približno selekciono pravilo uzmimo slobodni neutron. On je nestabilna 
čestica koja se raspada po formuli n —t p + e ^ + V e (proton, elektron i elektronov antineu- 
trino). Raspadanje potiče od slabe interakcije koja predstavlja pomenuti mali sabirak pored 
jake i elektro-magnetne interakcije. Neutron ima treću komponentu izospina t$ = a proton. 
t% = |, dok elektron i V e imaju t$ = 0. Sa ovim kvantnim brojem ćemo se bliže upoznati u 
odeljku §8.5. 

Sada ćeino ukazati na to da su jaka i elektro-rnagnetna interakcija kornpatibilne, a slaba 
interakcija je nekornpatibilna sa i 3 (čiji je kvantni broj f 3 ). Znači ukupni hamiltonijan je približno 
kornpatibilan sa t 3 . Početrm stanje iiria oštru vrednost t 3 , a sarrio približno oštru vrednost 
energije (zbog E = mc 2 , u stvari rnasa slobodrrog neutrona nerrra oštru vrednost, iznosi 939, 550+ 
0, 005 MeV). U pomentom procesu sistem prelazi iz t 3 = — | stanja u f 3 = - stanje, ali sarir proces 
je prilično malo verovatan (slobodan neutron živi dosta dugo, reda veličine 10 3 s). 

8.3.10 * Energetski nivoi i višestruki iređucibilni invari- 

jantni potprostori grupe simetrije hamiltonijana 

Pođimo ocl veorna čestog slučaja kvarrtrrog sistema koji irna rotacionu simetriju, tj. hamiltonijan 

пш je invarijantarr pod gruporn {U(if-u) \ R ip u E R(3)}. 

Videli smo u § 6.3.4 da pri dekompoziciji prostora stanja na višestruke invarijantne ireduci- 
bilne potprostore Vk za K, dobijamo ne samo same iredueibilne potprostore Vk\, A = 1, . . . , <4, 
nego, ”unakrsno” sa njima i potprostore Vkm, m = ~k, . . . ,k (Crtež Сб.2). Videli smo da opser- 
vabla, na primer hamiltonijan, koja komutira sa K redukuje se u svakom Vk m i to u uzajamno 
ekvivalentne operatore (Teoremi T 6.3.2 i T 6.4.2). 

Sta to praktično znači? Osnovni zađatak kvantno-mehaničkog opisivanja sisterna je da se reši 
svojstveni problern hamiltonijana sistema. Korišćenje rotacione sirnetrije (preko ”fioka” Vk 7n ) 
zriatno p o j ednost avlj uj e ovaj zadatak. 

Treba uzeti proizvoljan standardni bazis za K (uopšte rie rnora biti prilagođen hamiltonijanu). 
Sarrrim tirn što je standardni, bazis je inržno adaptiran na dekompoziciju % = ®kVk = ® k ®^ = _ fc 
Vkm, a svaki potprostor Vkm je riužiro invarijantna za hamiltonijan. Kada se H reprezentuje 
ir pomenutom bazisu, matrica H koja ga predstavlja iiužrio je kvazidijagonalna, tj. direktni je 
zbir podmatrica: H = фд, ®^ = _ fc Hk m , gde je svaka podmatrica Hk m reda dk х d fc , nalazi se na 
dijagonali od H i imamo podudaranje matrica: Hk, m =k = Hk,m=k-i = . . . = Hk, m =-k, Vfc, na šta 
se svodi pomenuta ekvivalentnost. 

Treba uočiti da smo podmatrice Hk m dobili bez ikakve dijagonalizacije, sarno na osnovu 
simetrije. Tek sada postaje aktuelna dijagonalizacija i to dijagonalizujemo samo jednu od svake 
klase od po 2 k + 1 jednakih podmatrica Hk m , m = k, . . . , —k (rezultat se neposredno prenosi na 
ostale podmatrice u toj klasi). 

Citaoca već verovatno rnuči pitanje da li je postojanje po 2 k + 1 ”fioka” Vkm 11 koje se 

hamiltonijan ”jednako smešta” specifična odlika unitarne reprezentacije rotacione grupe ili važi 
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i za druge grupe simetrije hamiltonijana. Veliki značaj našeg metoda (”ormar sa fiokama”) 

potiče upravo od činjenice što je odgovor na ovo pitanje potvrdan. Bilo koja druga Lie-jeva 
grupa simetrije hamiltonijana ima analogan ” orrnar sa fiokama” sarno broj ” fioka” ‘2к + 1 Ima 
drugu vrednost; tzv. Casimir-ov 8 - 3-9 operator rotacione grupe K 2 se mora zameniti Casimir-ovim 
operatorom ili operatorima dotične grupe; mora se naći analogon ili analogoni od K z itd. 

Sta više, dekompozicija prostora stanja na višestruke invarijantne ireducibilne potprostore (sa 
”unakrsnim” ”fiokama” kao ”bonusom”) važi i za konačne grupe, zajedno sa važnim teoremom 
redukovanj a i ek vivalentnostl 8 ' 3 ' 10 . 

Na kraju ovog paragrafa i odeljka da ukažemo na jednu zanimljivu mogućnost inverzije uloge 
energetskih nivoa i ”fioka” Vkm- Nairne, u gornjem prilazu suio prvo dekornponovali Ћ. do pot- 
prostora Vkm i onda u svakom od njih redukovali harniltonijan. Moguć je i obratan postupak: da 
prvo razložimo prostor stanja 'H na svojstvene potprostore od H: H = (pretpostavirno 

da % irna čisto diskretan spektar). Zbog [ W,K ] = 0, K se redukuje u svakorn potprostoru 
V(E n ), te rnožemo nakon ove redukcije izvršiti dekompoziciju potprostora V(E n ) rra višestmke 
ireducibilne invarijantne potprostore za K, tj. ”razbiti” V(E n ) do ”fioka”. 

Pri opisanom postupku često se ispostavlja da u V(E n ) imamo jednu jedinu ”kolonu” , tj. jedan 
jedini invarijantni ireducibilan potprostor za grupu simetrije hamiltonijana. Onda je degeneracija 
dotičnog nivoa jednaka 2 k + 1 i inože se konstatovati da je degeneracija potpuno objašnjena 
poinoću dotične grupe simetrije. 

Ako u V(E n ) irnanio jedan Vk (tj. V(E n ) = Vfc), ali dve ili više kolona, orrda je degeneracija 
nivoa (2 k + 1) <4 (a > 2), tj., kao što se kaže, irrrarno ekstradegeneraciju (rrrisli se: van one 
koja je prouzrokovana gruporn sirnetrije). U ovakvom slučaju treba pokušati proširenje grupe 
sirnetrije i to treba dodavati operatore koji komutiraju sa operatorima već nađerre grrrpe simetrije, 
takvi se operatori redukuju rr "fiokama” Vfc m i od njih potiče pornenuta ekstradegeneracija. 

Najzad, može da se desi da V(E n ) sadrži dva III više Vk potprostora. U ovom slučaju grupa 
simetrije kojom raspolažemo opet nije dovoljna, treba je proširiti operatorima koji ne komuti- 
raju sa operatorima u grupi simetrije, jer ti operatori preslikavaju iz jednog V* u drugi (ili u 
superpozicije iz više V\. potprostora), te su oni, pored eventualno gorepomenutih komutirajućih, 
uzrok ekstradegeneracije, koja sad Iznosi (2 k + 1) dk (sabiramo po onim vrednostima k koji 

se nalaze u V(i+,,)), 

Zadatak 8.3.12 Stanja | E n JMj Л), Mj = sa rotaciono simetričnim hamiltonijanom su svojstvena 

staiija od H koja nužno odgovaraju istom energetskom nivou E n . Pokazati kako ovo sledi primenjujući obe gornje 
varijante ” ormara sa fiokama”. 


8.4 * Primeri dobrih kvantnih brojeva 

Pre nego što zaokružirrro problernatiku prethodnog odeljka sa razmatranjem invarijantnosti za- 
korra kretanja pod arrtiunitarnorrr vremenskorrr inverzijorrr (torrre ćerno posvetiti posledrrja četiri 
paragrafa ovog ođeljka), iipotpunićerno stečerro opšte pozrravanje uloge unitarnih sirrretrija u 
dinamičkonr problemu sa detaljrrom diskusijorrr rrekoliko korikretriih fizičkih prlmera (paragrafi 
§ 8.4. l-§ 8.4.5). 

8 -3- 9 Čitati: Kazimir. 

8.3.10 na primer: Г. Л. Лгобарскии, Теорин Групп и ее ТЈримепение в Физике, (Москва, Физматгиз, 

1958). , glava IV, paragraf 26. 
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8.4.1 Izvođenje uglovne raspodele iz održanja uglovnog 
momenta 

Као primer invarijantnosti zakona kretnja pod rotacionom grupom (koja važi za svaki konzer- 
vativan i izolovan sistem zbog izotropnosti prostora), izvešćemo uglovni raspored raspadanja 
polarizovanog sigma minus hiperona E ^ (”minus” se odnosi na električni naboj). Radi se o 

procesu 

E~ -> n + П”, (8.4.1) 

koji predstavlja jedini riačin raspadanja ove teške elementarne čestice ( rn « 1197 MeV, srednji 
život o ~ 10“ 10 s) i to se odigrava preko slabe interakcije. Nairne, pomenuti relativno dugi 
srednji život znači da je dotični raspad relativno malo verovatan, a to sa svoje strane indicira 
da jaka i elektromagnetna interakcija (koje su rrinogo jače od slabe interakcije) ne učestvuju u 
prouzrokovanju ovog procesa. 

Pretpostavimo da je potpuno polarizovan duž z ose, tj. da je u svojstvenom stanju | +) 
projekcije spina š z (hiperoni imaju spin s = |), uporediti Crtež C8.2 (а). Osim toga, pretpo- 
stavićemo da je E“ u koordinatnom početku, tako da produkti raspadanja izleču iz koordinatnog 
početka radijalno. Stoga su njihovi r i p paralelni, što iziskuje l = rxp = 0izaniza П -8 * 4,1 . 
Irnarno L = 0 i J = S i pre i posle raspada. Iako irrterakcija nije irrvarijarrtna posebno pod 
orbitrrim i posebno pod spiriskim rotacijama, u ovorrr slučaju se konzervacija ukupnog J svodi na 
korrzervaciju S. To praktično znači da je projekcija spina rreutrona (П” irna spirr rrula) rra bilo 
koju osu jedrraka projekciji spina E“ na istu osu. 

Pošto je E”~ po pretpostavci polarisan i neutron mora biti u | + ) spinskom stanju bez obzira 
koliki je ugao 9 (videti Crtež C8.2 (5)). Problem je očigledno aksijalno simetričan oko zq (orta 
z-ose), zato se azimutalnim ugloin <p nećerno ni koristiti. 


Zadatak 8-4-1 Pokazati da lokalizacija čestice u koordinatnom početku, tj. ( r } w 0 uz dovoljno male neo- 
dređenosti Дг -C 1, povlači l = 0. (Indilcacija: Dokazati 


( i 2 )l < 


Q,q',Q"=* 


e qq -q"( q'p q " l q )| < \ e qq ! q" I ( )H (Рч"Е? )* « 

q,q' ,q" =x,y,z 

» E M((p q Ei q f)K 

q,q' ,q"=x,y,z 


gde je t qq 'q" simbol Levi Civita. Pri tome se koristimo Schwartz-ovim teoremom i teoremom o disperziji.) 


Ako neutron izleće pod uglom 9, pion se emituje u suprotnom smeru, jer E - je bio u stanju 
mirovanja (impuls nula) u sistemu centra mase. Stoga je stanje | n, П - ) u stvari određeno 
starrjem neutrorra (i u daljnjern rie pišerno stanje piona, rnisleći ipak rra | n, П - )). 

Pitamo se kolika je verovatnoća v(9) da se rreutron emituje pod uglom 9, tj. kolika je vero- 

vatnoća prelaska u to starije (u riekorn trerratku koji za ovu điskusiju rrije važan). 

Na prvi pogled mi sarno znarno da n ima | +,z 0 ) (tj. | +)) spinsko stanje za svako 9. 

8 ' 41 Fragmenti raspadanja se detektuju u mernorn aparatu, na prirner u Wilson-ovoj korrmri. Na prirner po ”tragu” 
koji čestica ostavlja, zaključujemo i gde je i karno se kreće, skoro kao da, istovremeno merimo r i p. U stvari ne 
dobijamo oštre vrednosti ovih opservabli, a relacije neodređenosti AqAp q > |, q = x,y,z, su zadovoljene. Ipak, 
to rrerna uticaja na điskretrri kvantni broj l. To neće primešati p-stanje (l = 1) i druge vređnosti za l uz s-stanje 
(1 = 0). 
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A 

pre raspađa: 


B 

posle raspada: 


C 



Slika 8.2: Shema procesa (8.4.1). 


Pretpostavimo da zajedno sa prostornim stanjem neutrona (”pod kojim ugloni 8 ' 4 ' 2 9 izleće”) 

merimo i (kompatibilnu) opservablu š 7 j = f š-z'o kako bismo složeni događaj ”izleće pod в" razložili 
na elementarne kvantne događaje ”pod в, spin +, z'o” i ”pod в, spirr — , z'o” . Verovatnoća 
složenog događaja, v(9), je zbir verovatnoća prelazaka stanja | miruje u r = 0, spin +, z 0 ) u 

pomenuta stanja n, II _ -sistema (uporediti (2.2.5)). 

Zadatak 8-4-2 Pokazati da z 0 = R$ x ' z' 0 (Crtež C8.2 (c)) irna za posledicu 


š z = C*(6»X 0 ) š-z' U s 4 (<9x 0 ), I +,z 0 ) = и 8 (вх' 0 ) I +, Zq ). (8.4.2a, 5) 

(Irrdikacija: Koristiti se deimicijorn vektorskog operatora za š i svojstverrom jednakošću za š z > .) Pokazati takođe 
da iz (8.4.2) i (6.10.17) (forrnula za U s (+u) , koristimo je u {x 0 , y' 0 , z' 0 j) sledi 


+ ,z 0 ] 


cos ■ 


+ ,z 0 ) 


г sm ■ 


(8.4.3) 


Primenjujući (8.4.3) na početno stanje (čestice E ^ ) za gore pomenute verovatnoće prelaza 
možeino pisati 8-4 ' 3 : 


(npodd; spin+, z 0 


U(t) | E , spin+, zq ’ 


cos 


(npodfk spin+, z' 0 


(opet srrio iskoristili gore objašnjeno održanje projekcije spina pod U(t,)). 
Analogno kao (8.4.4a), sledi 


U(t) | E ,spin+, Zq )| 2 

(8.4,4a) 


|(«pod$; spin—, Zq | U(t) \ E ,spin+, z 0 )| 


• 9 

sin 


|(npod0; spin— , z 0 | U(t) | S , spin- 


*'о>1 


(8.4.46) 


8-4 ' 2 Radi se o rnalorn prostornom uglu oko 0 ili još preciznije, o tankorn konusu (zbog 0 < cp < 2тг) oko в. I, 

naravno, u stvari se radi o gustini verovatnoće, jer je raspodela po в kontinualna. 

8 - 4 ' 3 1 E ) i | п,П - ,...) naravno, ne pripadaju istorn prostom stanja. Ispravnije bi bilo opisivati proces 

11 prostoru druge kvantizaeije (uvešćemo je tek u glavi 11) gde je sadržana rnogućnost od riule do neograničeno 
rnnogo čestica bilo koje vrste. Ipak, i u prostoru ”prve kvantizacije” , kao u tekstu, može se ukazati na suštinu 
problema. 
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Drugi faktor na desnoj strani od (8.4.4a) je verovatnoća emisije neutrona u pravcu polariza- 
cije čestice E~ i ova verovatnoća očigledno ne zavisi od в (9 u ovom slučaju pokazuje iz kojeg 
koordinatnog sistema giedamo događaj, tj. z 0 nije definisan fizičkim osobinama samog procesa, 
za razliku od 9 ugla u našem početnom problemu). Obeležimo ovaj f'aktor sa a (u stvari a(t)). 

Analogno možemo zaključiti da drugi faktor na desnoj strani od (8.4.46) takođe ne zavisi od 9; 
obeležimo ga sa 15. 

Znači, zbog gore pomenutog sabiranja verovatnoća elementarnih događaja u verovatnoću 
složenog događaja, na osnovu (8.4.4) tražena verovatnoća glasi v(9) = a cos 2 1 + (5 sin 2 1, što se 

usleđ cos 2 | = - (1 + cos 9), sin 2 | = ~ (1 — cos 9), rnože napisati u viđu 

(8.4.5) 


v(9) = 7 + б cos 9 


sa 7 = f °±ž, б = 

Dakle, naš konačni rezultat glasi: ugiovna distribucija emitovanja neutrona (pri polarizova- 
nom E": spin +, z 0 ) je linearna funkcija od kosinusa ugla 9. 

Zadatak 8. 4.3 Pokazati da bi održanje parnosti u (8.4.1) (koje u stvari ne važi pošto proces potiče od slabe 
interakcije!) irnalo za posledicu б = 0 u (8.4.5). 

8.4.2 Određivanje unutrašnje parnosti hiperona u nukle- 
arnoj reakciji 

Eksperimentalno može da se đobije sledeća nuklearna reakcija: 

K~ + 4 He -+ дНе + П“ . (8.4.6) 

Teški inezon K ^ (m ~ 494 MeV) prelazi u laki mezon П ^ (m « 140 MeV), a jedan laki barion n 
(m « 940 MeV) u sastavu 4 He prelazi u teški barion (tzv. lambda-hiperon) Л (m ss 1116 MeV), 
koji ostaje na mestu neutrona (usled sličnih osobina) u sastavu sličnog jezgra koje obeležavamo 
sa |He (sadrži 2 protona, neutron i Л). Ovakvo jezgro se naziva hiperfragment 8 * 4-4 . 

Pošto je proces (8.4.6) posledica jake interakcije, parnost se održava u njemu. Pretpostavirno 
da početno stanje | K~ , 4 He) irria određenu parnost, onda krajnje starrje | П“,д He) rnora da irria 
istu parnost (uporediti i prethodnu fusnotu) . Radi se o petočestičnom sistemu, a svaka čestica 
iiria orbitrio i spinsko faktor stanje i, prerna tome, i orbitnu i uriutrašnju parnost. Dakle, parnost 
i početnog i krajnjeg stanja je proizvod od po 10 parnosti i ta dva proizvoda su jednaka. Na prvi 
pogled, imamo previše složen slučaj da bi bio od koristi. Međutim, u stvari nije tako. 

Nije pogodno (8.4.6) posmatrati kao 5-čestični proces; pogodnije je u (8.4.6) videti jedan 
dvo-čestični proces. Onda imanio u igri po dve unutrašnje i po dve orbitne pamosti. Unutrašnja 
parnost od 4 He (ili дНе) je parnost te složene čestice i ona zavisi od celokupne strukture dotičnog 
sistema (ali baš to i jeste jednako u 4 He i u дНе). Ove čestice se uzimaju u stanju inirovanja, 
iako to ne zrrači oštre vrednosti za r i p, to ipak jeste oštra vrednost l = 0 i П; = (— 1) г = 1. 

Svrsishodno je izvršiti transformaciju sa dve čestice na dve efektivne čestice: centar masa 
(CM) i relativnu česticu (RČ), što smo proučavali u §4.5. 

8 ‘ 4 4 Tabelarni pregled hadrona (tj. teških elementarnih čestica rneđu koje spađaju mezoni i barioni) dat je u 
Tabeli Tb8.1 u kontekstu izospina. 
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Zadatak 8 . 4.4 Pokazati da je НуЈ = %см ® ^rč (4-5-19) propraćeno faktorizacijom operatora prostorne 
inverzije 

(8-4.7) 

gde su Icm 1 ^rjč ‘lefinisani u Лсм odnosno u potpuno analogno kao T p u % 0 - 

Nakon pomenute transformacije na efektivne čestice imanio umesto orbitnih parnosti čestica 
(pre i posle procesa) parnost centra uiase CM pre i posle i pamost relativne čestice RC pre i 
posle. Pošto nam je centar inase smešten u koordinatnom početku (i nalazi se u stanju mirovanja), 
parnost centra mase je (— 1) ŽCM=0 = 1 pre i posle i ovaj faktor inožemo zaboraviti. Preostaje 
parnost (— 1 )(rć pre i posle. 

Poznato je da sistemi 4 He i дНе u osnovnom stanju (11 kome su 11 proeesu (8.4.6)) imaju 
J = 0, a mezoni K ^ i П ^ takođe imaju unutrašnji uglovni moment 8-4,5 s = 0. Pošto je fizički 
sistein u kome se dešava prelaz (8.4.6) izolovan i konzervativan, imaino konzervaciju ukupnog 
uglovnog moinenta. To se 11 ovom slučaju svodi na konzervaciju ukupnog orbitnog uglovnog 
mornenta (u kontrastu sa slučajem iz prethodnog paragrafa). Pošto je centar inase u s stanju 
pre i posle, u stvari irnarno konzervaciju orbitnog uglovnog momenta relativne čestice, tj. 1 R q je 
isti pre i posle. Ovo povlači da i (— 1) г де ostaje nepromenjeno 8 * 4,6 . Znači, i ovaj faktor možemo 
đa. zaboravimo. 

Dakle, sledi zaključak da. je proizvod unutrašnje parnosti od K~~ i od 4 He jednak proizvodu 
unutrašnje pamosti od дНе i П". Pioni K~ i П“ imaju jednaku unutrašnju parnost (i to 

negativnu, to su tzv. pseudoskalarne čestice rečca ”pseudo” znači da je unutrašnja parnost 

— 1, a termin ”skalarna čestica” označava s = 0). Preostaje da unutrašnja pamost 4 He rnora 
biti jednaka unutrašnjoj parnosti od |He. Pošto 4 He i дНе imaju u osnovnom stanju takoreći 
jednaku strukturu, to niože biti sarno ako je unutrašnja parnost hiperona Л jednaka unutrašnjoj 
parnosti neutrona. To je naš konačan zaključak. 

Zadatak 8.4-5 U realnom procesu (8.4.6) ne rnoramo imati oštru vrednost ukupne parnosti s leve i desne strane. 
Pokazati da ipak iz održanja parnosti pri vremenskoj evoluciji sistema sledi 


o < |(/ I u{t) | ?:)| 2 = | (/ | P + u(t)P+ I OT + К/ I P-U(t)P- | ?:}| 2 (8.4.8) 

(| i) K~ , 4 He), | f ) d = | дНе,П" ): P± su svojstveni projektori ukupnog f, p ); što znači da je bar jeđna od 

verovatnoća sa oštrom parnošću pozitivna i tako imamo pravo na gornje rezonovanje. 


8.4.3 Tau-teta zagonetka i teorijska predikcija neodržanja 
parnosti u slaboj interakciji 

Kao sto smo istakli u § 8.3.3, u otkriću neodržanja parnosti u slaboj interakciji teorija je išla 
ispred eksperimenta. Pošto je kvantna mehanika teorijska grana fizike, proučićemo ovaj slučaj 
podrobnije radi uzora uspešne teorijske analize. 

8,4,5 Treba zapaziti da dok se za elementarnu česticu pod ”spinom” podrazumeva unutrašnji uglovni moment, za 
složenu česticu to je ukupni ugiovni moment. Pri tome u J je uključen ukupni orbitni uglovni moment L i to 
oko centra rnase složenog sistema, ali ne i orbitni ugiovni mornent centra mase oko neke spoljašnje tačke (kao na 
primer, orbitni rnoment centra rnase od 4 He oko centra nrase od K~ i 4 He na levoj strani od (8.4.6)). 

8 * 4 * 6 Cak rnožemo i dozvoliti da početno stanje | K ~ , 4 He) nerna oštru vrednost l R( j, dovoljno je da su koherentno 
pornešani l R g vrednosti sarno određene parnosti. 
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U gore pomenutom radu Lee-a i Yang-~a autori su dali ideju razrešenja tzv. T — 0 zagonetke 
koju ćemo sad objasniti. Cestice T + i 0 + , kako su se tada zvale, raspadaju se na sledeći način: 

T + У П + + П + + П _ , 0 + > П + + П° (8.4.9+ b) 

(to sii bile eksperimentalne činjenice). 

Zadatak 8J f *6 Pretpostavirno da se u (8.4.9) održava uglovni rnorrient i parnost. Pokazati da iz činjenica: 

(%) da je 6 + približno u stanju rnirovanja i 
(%%) da su pioni pseudoskalarne čestiee 

sledi da je relativni uglovni mornent l za П' + ' i П° u (8.4.9) jednak spinu s od 0" 1 '", a parnost od 0" 1 '" da iznosi 8,4,7 

П©+ = (-l)L (8.4.10) 

Zadatak 8J f *7 Pređimo sa tročestičnog sisterna na desnoj strani (8.4.9) na relativnu česticu od П + i П + , na 

relativnu česticu od П“ i centar inase od П + i П + i, najzad, na centar mase od sva tri piona. Pokazati da 

pretpostavljajući održanje istih simetrija i iz činjenica analognih sa (i) i (%%) iz prethodnog Zađatka sledi 

П г+ - -(-lT + T (8.4.11a) 

gde se indeksi 1 i 2 odnose na pomenute dve relativne čestice (uporediti (4.5.28), analogno se uopštava rnnoženje 
parnosti П = (— 1) L (— 1) г centra niase i relativne čestice na više efektivnih čestica). 


Zadatak 8*4°$ Pretpostavimo da П " u (8.4.9) izleće sa neznatnom kinetičkom energijom, tj. da je praktički 
u stanju mirovanja (kao i T' ! "). Pokazati da je onda i centar rnase od П" + " i П + približno u stanju mirovanja i 
da sledi h = 0. (Indikacija: U analogiji sa Zadatkom Z 8.4.1 gore, pokazati da za ( p ) « 0 i Др <C 1 preko 

К l 2 )l < E \tqq'q" I \J ( (J') 2 ) sledi 1 = 0-) 

Posmatrajmo sad upravo proces (8.4.9) u slučaju kad je kinetička energija od П ^ neznatna 

(takav proces je opserviran). Kao što je rečeno u Zadatku Z 8.4.8, onda h = 0. Ukupni uglovni 
moment pre raspadanja jednak je spinu s' od T + , a posle raspadanja, na osnovu rečenog, jednak 
je l\. Iz održanja uglovnog momenta onda sledi da je spin s' od T + jednak l\, a unutrašnja 
parnost od T + da je 

П г+ = — (— l) s/ , (8.4.2) 

što sledi iz (8.4.11a). 

Citalac se već sigurno nestrpljivo pita gde je ovde zagonetka. Zagonetka je bila u torne što 
su T + i 0 4 ' u stvari izgledale kao da su jedna te ista čestica, jer su imale istu masu (493, 82 ± 
0,11 MeV) i isti srednji život ((1, 235 ± 0, 004) х 10 ^ 8 s). Bilo bi neverovatno da su se ova dva 

kontinualna parametra mogla podudariti za dve različite čestice! Međutim, ako se radi o jednoj 
čestici, onda bismo morali imati s' = s, a iz (8.4.2) i (8.4.10) onda sledi 

(8.4.12) 

U svetu elementarnih čestica dovoljno je da u jednoj inherentnoj osobini (kao na primer u 
unutrašnjoj parnosti) nastupi razlika, pa da u stvari imamo dve različite čestice. I tako, izgledalo 
je veoma zagonetno da li su T + i 0 + ista čestica ili ne. 

su.Tpamost se obeležava sa П, isto kao pion. Citalac iriora po kontekstu da razlikuje ta dva značenja simbola. 


Пе+ Ф П г+ 
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Lee i Yang su pretpostavili da T + i 0 + jesu iste čestice i izvukli zaključak (predikciju) da se 
parnost ne održava u slaboj interakciji (da procesi (8.4.9) potiču od slabe interakcije vidi se po 
relativno dugom srednjem životu). Ako se u gornjem rezonovanju odustane od održanja parnosti, 

onda se ne dolazi do zaključka (8.4.12). 

Pokazalo se da su Lee i Yang bili u pravu. Danas se T + = 0 + naziva pozitivnim kaonom 
i piše K + (spin mu je nula, a unutrašnja parnost — 1). Procesi (8.4.9) su dva tzv. kanala (tj. 

načina) raspadanja od K + . Na prvi kanal otpada samo 5, 57 dfc 0.04% a na drugi kanal otpada 
20, 93 ± 0, 30 %. Postoji još tri manje verovatna kanala raspadanja za K + , a dominantni kanal 

(63, 77 ± 0, 29 %) giasi ' 

K + ->• fj + + р џ , (8.4.13) 

gde je и џ mionov neutrino (spada u tzv. leptone i veruje se da je potpuno bez ma.se mirovanja). 

8.4.4 Nultost statičkog električnog dipolnog momenta kvant- 
nog sistema sa određenom parnošću 

Dokaz teorema iz naslova paragrafa dobija se na sledeći način. 

Neka je D = Yli=i D Чг (vektorskl) operator električnog dipolnog momenta V-čestičnog 

sistema (ср je električni naboj i-te čestice), a | ф ) neka je stanje određene parnosti (svojstveno 

stanje od T p ) dotičnog sistema. Onda 

(ф i d i 'Ф ) = ®(ф i ^ i ф ) = qi ^ } i ZpZpu \ф) = 

i i 

I ipTiip I Ф ) = -(ф | D | ф ) = 0. 

Iskoristili sirio i p r, = — г,Х р (8.1.3) i i p \ ф) = ± | ф). 

8.4.5 Selekciono pravilo za jednoelektronski električki di- 
polni prelaz u atomu 

Selekciono pravilo iz naslova paragrafa glasi 

Al = ± 1 , (8.4.14) 

gde je l orbitni uglovni moment (zapravo njegov kvantni broj) elektrona o čijem je E 1 prelazu 
reč. (Sa E 1 se skraćeno izražava električni dipolni, tj. ^’-polni prelaz.) 

Električki dipolni operator D je vektorski operator, tj. on kao operator nosi kvantni broj 
k = 1 u odnosu na rotacionu grupu (uporediti pasus ispod Zadatka Z 7.4.8). Pored toga, nosi i 
kvantni broj П = — 1 parnosti: 

i p Di~ l = ^D. (8.4.15) 

Znači, Wigner-Eckart-ov teorem za rotacionu grupu onda povlači selekciono pravilo Al = ±1 ili 

0 (pod pretpostavkom da je l > 1), a Wigner-Eckart-ov teorem za parnost (8.1.17) iziskuje da 
se parnost niora promeniti, što usled veze II = (— l) ž iznieđu parnosti i l, znači da se l rnora 

promeniti za neparan broj. Dakle, nula otpada i preostaje (8.4.15). 
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8.4.6 Simetrija zakona kretanja pod inverzijom vremena 

Pošto je vremenska inverzija neobična transformacija i po svorn fizičkom smislu i po svojim 
matematičkim osobinama, sad ćemo posebno proučiti implikacije pretpostavke da je hamiltonijan 
H konzervativnog kvantnog sistema invarijantan pod ovim operatorom: 

l v Hl; l =H. (8.4,16) 

Pitamo se šta ovo znači za zakon kretanja i za verovatnoće prelaza. 

Zakon kretanja u diferencijalnom obliku glasi гћ^ \ ф(£) ) = H \ ip(t) ). Primena l v usled 
antilinearnosti i (8.4.16) daje 

-гћ^(1, I »(»)) = H(1 V I P(t)», (8.4.17) 

što znači da l v | ip(t) ) nije rešenje zakona kretanja (iako | ip(t ) ) jeste). Ako zamenimo t sa —t 
u (8.4.17) (zgodno je staviti t 0 = 0), orida ćerno dobiti 

л J t (ir |i/>(-t)» = И{Х, | V(-0 >), (8.4.18) 


Dakle, l v | Ф(~~ћ) ) jeste nužno rešenje zakona kretanja ako je | ip(t ) ) rešenje. Ovo je način kako 

vremenska inverzija deluje na trajektorije u prostoru stanja (kako se još nazivaju rešenja zakona 
kretanja). 


Zadatak 8.4.9 Izvesti isti zakljueak iz formule U(t) 


rP' !t za. konzervativni kvantni sistem, tj. pokazati cla 


vazi 

\± v uit)'m = u(~t)\ 

kao posledica od (8.4.16). Pokazati da i obratno, (8.4.19) iziskuje (8.4.16). 


( 8 . 4 . 19 ) 


Za nekonzervativne sisteme se obično ne proučava uticaj vremenske inverzije rra zakon kreta- 
nja, jer se zbog uticaja okoline i ne očekuje simetrija u pogledu izmene smera tečenja vremena. 

Sto se tiče uloge koju operator % igra u verovatnoći prelaza, za to postoji teorem pod speci- 
jalnim nazivom i njegovom izlaganju posvetićemo sledeći paragraf. 

8.4.7 Princip mikroreverzibilnosti 

Sad ćemo dokazati sledeći teorem, koji je poznat pod nazivom u naslovu paragrafa. 

Teorem 8.4.1 Neka je hamiltonijan H konzervativnog kvantnog sistema invarijantan pod, vre- 
menskom inverzijom, tj. neka važi (8. 4.16). Ako se u početnom trenutku t 0 = 0 sistem preparira 

u čisto stanje \ i) i u kasnijem trenutku t > t 0 izmeri da li je u stanju \ f ) Ui ne, onda je 

verovatnoća prelaza v(i — > f) = |(/ | U(t) | г)| jednaka verovatnoći v(f —> i') da se sistem u 

trenutku t( з preparira u stanje | /' ) = f l v | /), a da u istom kasnijem trenutku t > t 0 u rnerenju 
pre.de u stanje \ i' ) == T v \ i ), v(f — > i') == |(Г | Tf l U(t)l v \ f)\ : 

v(i —> /) = v(f —> i') . 


(8.4.20) 
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Dokaz: Iz (8.4.19) sledi v(i — > f) = \{f | I v | -i)| . Pošto je U(—t ) = U(t)K y možemo pisati LS = 

» » „ 2 

|{г | T\(U(~t)T v | i ) | . U stvari, pod modulorn je nestala kompleksna konjugacija kojorn srno ” platili” što srno 
prešli na skalarni proizvod vektoraij, | /) i U(tŽ Ž v \ i) u obrnutom redu. Q. E. D. 

Zadatak S.f.lO Pokazati da sama mikroreverzibilnost (8.4.20) sa svoje strane povlači invarijantnost hamilto- 
nijana pod vremenskom inverzijorn, tj. (8.4.16). (Indikacija: Iskoristiti Lemu L 8.3.2.) 

Primer neizolovanog konzervativnog kvantnog sistema čiji je hamiltonijan invarijantan pod 
vremenskom inverzijom je sistein u spoljašnjem konstantnom električnoin polju. Pošto električno 
polje zavisi sarno od rasporeda električnosti (u ovorn slučaju u okolini sisterrm) , primena T v ne 
irienja ovaj raspored i stoga okolnost što T v prirrienjujerrio sarno na posmatrani sistem (a ne i 
na okolinu gde su izvori polja) nema značaja, isto je kao da smo T v primenili na ceo nadsistem: 
sistem + okolina, a ovaj je konzervativan i izolovan i stoga sigurno invarijantan pod vremenskom 
inverzijom. 

Kontraprimer neizolovanog konzervativnog kvantnog sistema čiji hamiltonijan nije invarijan- 
tan pod vremenskom inverzijom imamo u slučaju kada je sistem u konstantnom spoljašnjem 
magnetnom polju. Izvor magnetnog polja je u kretanju električnosti i tu T v invertuje smer kre- 
tanja i stoga i smer magnetnog polja. Znači, kad se T v primeni sarno na neizolovani sistem u 
spoljašnjem polju, to nije isto kao da smo T v primenili na nadsistem sistem + okolina i stoga 
hamiltonijan nije invarijantan pod T v . 

8.4.8 Kramers-ova degeneracija energetskih nivoa 

Invarijantnost hamiltonijana pod vremenskom inverzijom može biti uzrok degeneracije energet- 
skih nivoa, kao što proizilazi iz narednog teorema. Ova degeneracija je poznata pod nazivom u 

naslovu paragrafa, a ponekad se i sarn teorern naziva Krarners-ovim teorernorn. 

Teorem 8.4.2 Ako je broj fermiona koji kvantni sistem sadrži neparan, a hamiltonijan sistema 
je invarijantan pod vremenskom inverzijom, onda je svaki energetski nivo degenerisan i, ako je 
multiplicitet nivoa konačan, onda je nužno paran. 

Radi dokaza Teorema T 8.4.2, formulišimo i dokažimo prvo sledeću leniu. 

Lema 8.4.1 Ako je A a antiunitarna kosa involucija (tj. A\ = A~ x = —A a ) u Hilbert-ovom 

prostoru H, a \ ip) E Ћ. je proizvoljan vektor, onda je A a \ + ) oriogonalan na \ џ>). 

Dokaz: Po definiciji adjungovanog antilinearnog operatora imamo (<P I (A a I <P)) = (<P i (4 | <p)) (bez 

konjugacije!). U našem slučaju DS = —(tp | (A a | p)); dakle, LS = — LS = 0. Q. E. D. 

Dokaz Teorema T 8.1$.. '2. Ukupni operator vremenske inverzije T v je direktni proizvod ovih operatora za 
pojedine čestice u višečestičnom sistemu. Ako je broj fermiona u sistemu neparan, onda je ukupni T v antiunitarna 
kosa involucija (uporediti 8.2.28). Neka je | tp) G V(E), gde je У(Е) svojstveni potprostor hamiltonijana H koji 
odgovara nekom energetskom nivou (svojstvenoj vrednosti) E. Iz (8.4.16) onda sledi da se T v redukuje u V(E). 
Iz Lerna L 8.4.1 sledi da je T v | tp) ortogonalan na | <£?), što znači da V(E) ne može biti jednodimenzionalan (tj. 
nedegenerisan) . Ako u V(E) postoji | ф) ortogonalan i na | p) i na T v | tp). onda je i T v | ф) ortogonalan na oba 
ova vektora. Naime, | г ф)АЈТ у | ip ) T v | tp )i_ | tp ): (tp | (T v | ф)) = (ф | (Zj | р)) = —(ф | (T v | р)) =0 (T v је 
antilinearan, uporediti (5.2.37) i (5.2.30); ((чр | T r v )(T v | ф)) = ( (р | ф)* = 0. Osim toga, T v | ф) је prema Lerni 
L 8.4.1 ortogonalan i na | ф) ђ te V(E) rnora biti bar četverodimenzionalan, itd. 

Zadatak 8*4°%% Pokazati da iz (8.4.16) sledi invarijantnost potprostora V(E) pod T v . 
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8.4.9 Vremenska inverzija i realna matrica hamiltonijana 

U mnogirri problenrima kvantne mehanike (rra prirner u približrrom račurnr u glavi 10) uzirna 

se jedan konačno-dimenzionalni potprostor prostora stanja kvantnog sistema i to takav da na 
neki način sadrži dominantni deo dinamike sistema i u njemu se odgovarajuea podmatrica ha- 

miltonijana sistema dijagonalizuje kako bi se našla potpuna (ili delimična) klasifikacija stanja (u 
potprostoru). Pošto je matrični reprezentant H hamiltonijana H entitet na koji se primenjuje 
algoritam pomenute dijagonalizacije, važno je da matrica H bude što prostija. Dijagonalizacija 
je mnogo jednostavnija, na primer, kada je H realna matrica. 

U ovorn paragrafu proučićerno dva najvažnija slučaja u kojirna je rnoguće naći bazis takav da 
H bude realna rnatrica. 

(i) Pretpostavimo da je broj fermiona koje sistem sadrži paran. Onda je ukupni operator 
vremenske inverzije T v antiunitarna involucija. Pretpostavimo, takođe, da je hamiltonijan 
invarijantan pod vremenskom inverzijom 

[%,Н] = 0. (8.4.21) 


Lema 8.4.2 U konačno-dimenzionalnom unitarnom prostoru V za proizvoljan antiunita- 

ran operator A a , koji je involucija postoji bazis koji je invarijantan pod A a : 

A a \k)=\k), Ук. (8,4.22) 

Dokaz: Pođimo od proizvoljnog normiranog nenultog vektora | џ> ) G V i definišimo 

| l> d = |^», (8.4.23a) 

C je (pozitivna) konstanta normiranja. Desna strana od (8.4.23a) je očigledno invarijantna pod А ађ ali 

rnože biti nuia ako slučajno A a \ tp) = — \ tp). U ovorn slučaju iimesto (8.4.23a) definišemo 

| 1) d = г | р). (8,4.236) 

Pretpostavimo da smo već konstruisali n — 1 ortonorrniranih invarijantnih vektora | 1 ), \ 2), . . . , | n — 1 ) 
za A a i da je V više nego (n — l)-dimenzionalan. Onda uzmemo proizvoljno | ф ) ф 0 koji je ortogonalan 
na pomenutih n — 1 vektora i konstmišemo iz njega | n ) formulom (8.4.23a) ili (8.4.236). Lako je videti 
da je | n ) ortogonalan na n — 1 prethodnih vektora. Tako smo metodom totalne indukcije dokazali Lemu 
L 8.4.2. Q. E. D. 

Lema 8.4.3 Ako je A a antiunitarna involucija, a B linearan operator koji s njorn komu- 
tira, onda je B u svakom invarijantnom bazisu za A a reprezentovan realnom matricorn. 

Dokaz: Neka je {| k) \ Vfc) bazis invarijantan za A a , onda su matrični elementi od B: 

B w ={к\в\к') = (к\ B(A a \k')) = {k\ (А а в I k')) = ((k I A a )B I k')*= B* kk ,. 


Q. E. D. 

Dakle, u slučaju koji smo izdvojili pod (i) treba sarno uzeti invarijantan bazis za l v , repre- 

zentujući H u njemu dobićemo sigurno realnu matricu H. 
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(ii) Pretpostavimo da je broj fermiona u našein kvantnom sistemu neparan i da važi (8.4.21), 
Onda je ukupni operator vremenske inverzije T v antiunitarna kosa involueija. Pretposta- 
virno da postoji ort u takav da je hamiltorrijarr sistema invarijantan pod U(nu), rotacijom 
za 7г oko u u prostoru stanja. Upravo zbog neparnog ukupnog broja fermiona, i С/(тги) 
je kosa involucija (jer je kosa involucija u spinskom f'aktor prostoru svakog pojedinačnog 
fermiona, uporediti (6.10.18) ili (6.10.19)). Osim toga važi [ С/(тги),1 у ] = 0, jer T v komu- 
tira sa svakim operatorom rotacije. Stoga, U (жи) T v je antiunitarna involucija i u svakom 
njenom invarijantnom bazisu H se reprezentuje realnom matricom. 

Zadatak 8.4-12 Dokazati da se komutiranje (8.2.9) proširuje i na spinski faktor prostor čestice spina s = 

Zadatak 8.4-13 Ukazati na korak u kome smo iskoristili [ U( nu),X v ] = 0 u gornjem rezonovanju. 

Dovoljan uslov da irnarno slučaj (ii) je rotaciono invarijarrtan hamiltonijan (ili, kako se još 
kaže, sferno simetričan hamiltorrijan) koji je irrvarijantan i pod T v . Orrda svaki ort u rrrože da 
posluži za konstrukciju antiunitarne involucije U(nu)T v kao što sino opisali. 

Zadatak 8-4-14 Neka irnamo cilindrično sirrretričan ili, lcako se još kaže aksijalno simetričan harrriltonijan, tj. 
neka [ H,U (<pzo) ] = 0, V<p (usmerili srrio z osu duž ose sirnetrije sistema). Osirn toga, neka [ H, X v ] = 0. 
Konstruisati gornju antiunitarnu involuciju. 

Zadatak 8-4-15 * Prodiskutovati šta, je zajedničko a šta je različito u postizanju realne matrice hamiltonijana 
pod (ii) gore s jedne strane i u postizanju realnih Clebsch-Gordan-ovih koeficijenata § 8.2.8 s druge. 


8.5 * Izospin u fizici jezgara i elementarnih čestica 

Ovaj odeljak je posvećen najbolje poznatoj potpuno unutrašnjoj grupi simetrije (za razliku od, 
na primer, grupe spinskih rotacija, koja je delimično unutrašnja), to je SU(2) grupa izospina. 
Pojam izospina je ponikao u nuklearnoj fizici u vezi sa protonom i neutronom i proširio se na 
složena jezgra i na nuklearne reakcije. Ispostavilo se da je izospin veoma vazan i za hadrone i 
rezonance (pobujdjeria stanja hadrona), kao i za njihove procese. 


8.5.1 Proton i neutron kao dva stanja nukleona 

Као što je čitalac imao prilike da se uveri, uobičajeno je da se kvantna čestica definiše izvesnim 
unutrašnjim osobinama kao što su masa (m), električni naboj (q), spin (s), giromagnetski faktor 
spina (g s ) itd., a tek onda joj se pripisuje prostor stanja. Dve osnovne čestiee nuklearne fizike, 
neutron (n) i proton (p) na prvi pogled imaju veoma različite unutrašnje osobine: 

n : m n ~ 939.526MeV, q = 0, s = -, g s = —3.826, (8.5.1a) 

p : m p « 938.232MeV, q = e, s = -, g s = 5.586. (8.5.16) 

Mejdjutim, pokazalo se da se ove razlike mogu i rnoraju prenebreći. Za to postoji više razloga. 
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i) Pre svega, neutron nije stabilna čestica, on se raspada: 

n -+ p 4- e + V e (T « 10 3 sec), (8.5.2) 

gde je V e tzv. elektronov antirrentrino. Naime, zbir rnasa mirovanja protona i elektrona je rnanji 
od rnase rnirovanja neutrona, a srnatra se da sva neutrina i antinentrina irnajn rnasn mirovarrja 
nula. Zato je ova reakcija na osriovu održanja energije rnoguća. Proces (8.5.2) se ponekad odvija 
i kada je n rr vezarrom starrju rr jezgru (tzv. /3~-radioaktivnost). 

Proton jeste stabilna čestica, ali rr vezanom stanju urrutar jezgra, kada protorr rnože da irna 
potrebnrr energiju na račun energije okolnih čestica, ponekad dolazi do procesa 

p -+ n + e + + V e (8.5.3a) 

(e + je pozitron antičetica elektrona, a v e je tzv. elektronov rreutrino) . To je tzv. јЗ + - 

radioaktivrrost jezgara. Postoji i treća rnogućnost, tzv. zahvat elektrona, iz tzv. K Ijuske 
elektronskog omotača u atomu (tj. iz orbite najbliže jezgru): 

p + e — > n + v e . (8.5.36) 

Zadatak 8.5.1 Procesi elementarnih čestica, kao što su (8.5.2) i (8.5.3), nazivaju se egzoergičnim ako se u njima 
masa mirovanja pretvara u kinetičku energiju čestica, a endoergičnim ako je zbir masa mirovanja na DS-i manji 
ocl odgovarajućeg zbira na LS-i. Koji su od pomenutih procesa egzoergični a koji endoergični i kolika se energija 
u njima pretvara iz mase mirovanja u energiju kretanja ili obratno (ako zanemarimo kinetičku energiju neutrina 
odnosno antineutrina i ako znamo da je masa elektrona (i pozitrona) m e & 0, 5109MeV). 

ii) Hadroni, tj. teške elementarne čestice (videti Tabelu u Tb8.1 niže), interaguju putem 
sve četiri inoguće interakcije u prirodi: jakoni (ili, kao što se kaže u nuklearnoj fizici, čistom 
nuklearnorn) interakcijom, EM interakcijorn, slaborn interakcijom i gravitacionom interakcijom. 
Jedna bezdimenziona veličina koja nieri jačinu ovih interakcija iznosi: 10 za jaku, N. za EM, 
10~ 23 za slabu i 10“ 4t) za gravitaciorru interakciju 8 ' 5 ' 1 . 

Razlike u inherentnim osobinama n i p u (la)-(lb) se mogu kvantitativno objasniti EM 
interakeijom (i to se uspešno čini u Dirac-ovoj relativističkoj kvantnoj mehanici i u kvantnoj 
elektrodinamici) . To znači da u pogledu najjače, tj. čisto nuklearne interakcije, moguće je p i n 
tretirati kao identične čestice. Naime, ako teorijski zamislimo da smo ”isključili” EM interakciju 
(što u stvarnosti nije moguće izvesti), ondap i n poprimaju jednake unutrašnje osobine. A razlike 
(8.5.1) potiču od toga što se p i n ”nalaze” u EM polju, kao što se, na primer, elektron može 
nalaziti u spoljašnjem magnetskom polju (i onda je energija sprezanja sa tim poljem nejednaka 
na prirrrer za stanje | + ) G H s i | — ) G R s ). 

iii) U tzv. rrraserroj forrrruli nuklearne fizike, tj. u serniempirijskom obrascu za ukupnu ener- 
giju vezivarrja svih nukleona u jezgru dominaritni člari je srazmeran ukupnom broju nukleona 
(tj. irkuprrom broju protona I neutrona zajedno) . To irrdicira da čisto rraklearna irrterakcija ne 
razlikuje p i n. 

iv) U nukleon-nukleon rasejanju se ispostavilo da p — p, n — n i p — n rasejanje daju u dobroj 
aproksimaciji iste rezultate (ako je u sva tri slučaja prostomo-spinsko dvo-nukleonsko stanje 

8-5Л U teoriji elernentarnih čestica gravitaciona interakcija se potpuno zanemaruje, jer, s obzirom na ograničenja 
na preciznost laboratorijskih rnerenja, očekuje se da se još dugo rieće rnoći rneriti efekti koji bi poticali od ove 
interakcije. 
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isto). Tu se isploljava tzv. nezavisnost eisto nukleame interakcije ocl naboja (engleski: charge 
independence, čitati: čardž indipendens), o kojoj će biti više reči niže. 

1932 . god. W. Heisenberg je predložio cla se p i n tretiraju kao dva stanja jedne te iste čestice: 
nukleona, a da se ta stanja izraze formalizmom koji je potpuno analogan spinskom i naziva se 
izospinski formalizam. 


8.5.2 Postulati o izospinu 

U duhu našeg deduktivnog izlaganja, formulisaćemo sad dva postulata o izospinu. To nisu 
postulati kvantne mehanike, već fizike elementarnih čestica. 

I POSTULAT O VEKTORSKOJ OPSERVABLI IZOSPINA 

Svaki hadron ima pored orbitalnog i spinskog još jedan (kinematički neza- 

visan) unutrašnji, tzv. izospinski, stepen slobode. Drugim rečima, prostor 

stanja iriu glasi 

п = п 0 ® n s 0 H t . ( 8 . 5 . 4 ) 

Osnovni skup opservabli koji odrejdjuje izospinski faktor prostor H t je t = f 
{ti,t2,t 3} definisan komutacioriim relacijama 

[Н,0] = А з i ciklične permutacije. (8.5.5) 

Svaki hadron ima odrejdjenu vrednost kvantnog broja t izospina, koji spada 

u unutrašnje karakteristike čestice. 

Dakle, izospin je formalno potpuno analogan spinu (sarno, za razliku od spina, rrije u jedi- 
nicama ћ) i sve što znamo iz opšte teorije uglovnog momenta i iz teorije spina možemo odmah 
preneti na izospin 8-0-2 . Dmgim rečima, t možemo smatrati za (formalni) specijalni slučaj ocl k, 
kvantnog broja opšteg uglovnog momenta. Umesto magnetnog kvantnog broja m pisaćemo 

Vrednost t se hadronu pripisuje semiempirijski. Sledeća Tabela claje pregled osnovnih inhe- 
rentnih osobina hadrona uključujući izospin t (antihadroni uglavnom nisu obuhvaćeni Tabelom, 
niti su obuhvaćene rezonance). Sto se tiče parnosti na Tabeli, racli se o unutrašnjoj pamosti 
(u spinskom faktor prostoru H s ), koja je, kao što vidimo, jedna od unutrašnjih karakteristika 
hadrona. O (unutrašnjem) kvantnom broju stranosti S biće reči u sledećem odeljku. 

Barionski kvantni broj B je ustvari preciziranje pojma ”broja čestica” za hadrone. Naime, 
u procesima elementamih čestica ne održava se broj čestica u protivurečnosti sa činjenicom da 
je opservabla broja čestica superselekciona opservabla u kvantnoj mehanici (rrporediti § 7.5.6). 
Razrešenje ovog paradoksa je u tome što su pomenuti proeesi relativističke prirode, samo relati- 
vistička kvantna mehanika (sinonim: kvantna teorija polja) ih pravilno opisuje. Zato mi u ovom 
kursu i nećemo mnogo detaljno ulaziti u ova pitanja. 

Barionski broj B, koji uzima vrednosti relativnih brojeva (tj. B = 0, ±1, ±2, ...; negativna 
vrednost karakteriše antibarion, antičesticu bariona) je superselekciona opservabla u relativi- 
stičkoj kvantnoj mehanici. Kao što smo videli u § 7.5.3, to znači da svaki hadron ima odrejdjeno 


8 ‘°- 2 U novijoj literaturi se izospin često označava sa I. Pošto rni tako obeležavamo jediničnu matricu, držaćemo 
se notacije t i T (za jedan hadron odrrosno za sistern nukleona) , koja je više odornaćena u rruklearnoj literaturi. 
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B i nikad ga ne rnože prorneniti (osirn ako postaje druga čestica), Ali rnoguće su kreacije ili 
anihilacije para barlon, antibarion (B = 1 odnosno B = — 1 , ukupno B = 0). 


Tabela 8.1: Osnovni hadroni. Za mezone (П i K), nukleone (N) i hiperone (Н) su dati: 

masa rn = (и MeV, uz c = 1), spin (s), unutrašnja pamost (UP), izospin (t) i njegova 
treća komponenta (C), stranost (S) i barionski broj (B). Nazivi hadrona su redorn: pozitivni 

i negativni pion (ili pi-mezon ), neutralni pion (ili pi-rnezon ); pozitivni i negativni kaon (ili ka- 
rnezon), neutralni kaon (ili ka-mezon) i njegova antičestica; proton, neutron; lambda-hiperon; 

pozitivni, neutralni i negativni sigma-hiperon; neutralni i negativni ksi-hiperon; negativni omega- 

hiperon. 

Među mezonima se nalaze i čestice i a ntičestice (uzajamno suprotnog naboja; тг 0 je sam sebi 

antičestica). Svaki barion ima antičesticu (supmtnog naboja i barionskog broja) van Tabele. 
Antibarionska tabela je potpuno analogna barionskoj, te nije prikazana. 


Hadron 

т 

5 

UP 

t t 3 

s 


M 


П+ 

139.58 

0 

-1 

1 

1 

0 

0 

e 

п 

rr 

139.58 

0 

-1 

1 


0 

0 

z 


п о 

134.99 

0 

-1 

1 

0 

0 

0 

0 


к + 

493.8 

0 

-1 

1/2 

1/2 

1 

0 

11 

к 

к~ 

493.8 

0 

-1 

1/2 

1/2 

-1 

0 

i 


к° 

497.8 

0 

-1 

1/2 

1/2 

1 

0 




497.8 

0 

-1 

1/2 

1/2 

-1 

0 


N 

Р 

938.21 

1/2 

1 

1/2 

1/2 

0 

1 

в 


п 

939.50 

1/2 

1 

1/2 

— 1/2 

0 

1 

cl 


л 

1115.4 

1/2 

1 

0 


-1 

1 

r 


s+ 

1189.2 

1/2 

1 

1 

1 

-1 

1 

i 


Е° 

1192.4 

1/2 

1 

1 

0 

-1 

1 

0 

н 

Е- 

1197.2 

1/2 

1 

1 

— 1. 

-1 

1 

n 


s u 

1316 

1/2 

1 

1/2 

1/2 

-2 

1 

i 



1321 

1/2 

1 

1/2 

-1/2 

-2 

1 



0“ 

1675 

3 

1 

0 

0 

-3 

1 


Kao kad srno uvodili spin i sad nije dovoljno uvesti izospin u forrnalizarn kvantne mehanike, 
moramo postulirati i njegove opservabilne posleđice i njegovu dinamičku relevantnost. 
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II POSTULAT O ODNOSU IZOSPINA PREMA INTERAKCIJAMA 


A) U odnosu na jaku i EM interakciju opservabla električnog naboja Q, 

treće komponente izospina T 3 i stranosti S ponašaju se kao aditivue 

superselekcione opservable i relirane su formulom 

Q=iB+js + r 3 , (8.5.6) 

gde su 4 Д Š I f 3 ukupiie opservable sistema. 

B) Dvohadronski operator jake interakcije Vu kompatibilan je sa vektor- 

skirn operatorom dvohadronskog izospina T (ili ekvivalentno sa iz- 
orotacijama). To je tzv. nezavisnost čisto nuklearne interakcije od 
naboja . 

Napomena 8*5 Л i) Pored B i Q je prava (tj. univerzalna) superselekciona opservabla (to je ustvari 
postulat kvantne elektrodinamike). Sa r I\ i sa S slaba interakcija nije kompatibilna, u ovoj 
interakciji kvantni brojevi T 3 i S se ne održavaju i tako se (8.5.6) narušava. 

ii) ”Vektorski” operator t (za jednu česticu) ili T (za višečestični sistem) je vektorski operator samo u 

odnosu na izorotacije : 

Uticjn) = ђ фп iz 7 г— lopte, (8.5.7) 

a ne i ii odnosu na prave, fizičke rotacije sa kojima operatori u (8.5.7) nemaju nikakve veze. 
Tr-lopta u (8.5.7) je čisto forrnalne prirode, to je skup Lie-jevih pararnetara grupe izorotacija 8,5 ' 3 , 

iii) Srnisao II Postulata B) je 11 toine da je jaka interakcija zavisna sanro od kvantnog broja T od T 2 , 

a ne i od T 3 . U analogiji sa skalarnom spinski zavisnom interakcijom (7.3.13), nezavisnost jake 
interakcije V 12 od naboja (preciznije: od izorotacija) ustvari znači siedeće; 

[ Ui 2 ,T] = 0 o [ U 12 , и[ 1) (фи)и^(фи) = 0 ], Уфи, (8.5.8 a,b) 

gde je T = f ti + i> 2 > (Što se tiče ekvivalentnosti, videti korolar K 6,4.3.) Ali ova izorotaciona 
simetrija ne važi ni za EM ni za slabu interakciju. 

Zadatak 8,5.2 Proveriti važenje formule (8.5.6) za sve hadrone iz gornje Tahele. 

8.5.3 Izodublet nukleona i SU(2) grupa 

Као što vidimo iz gornje Tabale, nukleon ima t = 4. To znači da je H t (kao i % s ) za nukleon 
dvodimenzionalan. Standardni bazis (analogon od (j +), | — )} u % s ) je izodublet 8-0 * 4 : 

\p),\n), (8.5.9) 

8,0,3 U eksponentu od (8.5.7) uzima se --H (urnesto —г kao kod spinskih rotacija), jer ovde nerna homomorfizma sa 
grupom R(3), a ovako je prostije. IJ literaturi (naročito u starijoj) će se ponekacl naći da se uvodi jedan ekstra 
3-dimenzionalni realni prostor (potpuno fiktivan) u kome deluje jedna R(3) grupa i da se njoj pridružuje grupa 
iz (8.5.7). Ali sve to je nepotrebna fikcija bez fizičke relevantaosti. Sarna gmpa operatora izorotaeija (8.5.7) je 

dovoljna. 
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stanje protona odnosno neutrona, kao što se vidi iz podataka na Tabeli, a i sledi iz formule 

(8.5.6). Ova formula za nukleon irna sledeći prostiji vid 


Q 


1 

2 


h- 


(8.5.10) 


Kao što smo već istakli, vektorskom operatoru t u % t odgovara Lie-jeva grupa izorotacija 
{U t (<j>u) | фи iz 7г — lopte}, a ona se nakon reprezentovanja u (8.5.9) svodi na grupu matrica, 
koja se naziva SU(2), rečima: specijalua unitarna grupa u dve dimenzije. To je skup svih 
2x2 kornpleksrrih uriitarnih rrratrica jedirrične determirrante. Zato se nezavisnost čisto nuklearne 
interakcije od naboja rraziva i SU(2)-simetrijom 8-5 ' 0 . 

Pauli-jeve matrice, kada se koriste za izospin, pišu se sa т urnesto sa a. Nairne, t se u (8.5.9) 
reprezentuje vektorskom rnatricorn 


t 



(8.5.11) 


0 1 \ _ /0 

1 0 / ’ Г2 _ l г 0 


(8.5.12o,6) 


П 


1 0 

0 ~1 


(8.5.12c) 


Prema tome, matrični reprezentanti izorotacija glase 


(Јффи) = е^ и ’ т = cos — + гт и sin Уфи iz 7Г— lopte, 


.. <p 


(8.5.13) 


т„ 


Из U\ — Ш 2 

U\ + №2 — 'О3 


(8.5.14) 


(uporediti (6.10.17) i (6.10.15)). 

Od posebnog je značaja izorotacija oko (fiktivnog) orta prve ose (11 prostoru forrnalne 
тг -lopte) za (fiktivni) ugao тг: 

U t (7ГХ1) = e l 2 Tl = гт\. (8.5.15) 

Ona preslikava protonsko stanje na neutronsko i obratno: 


U t (nx 1) 


Ot( 7TXi 


(8.5.16) 


kao što se iz (8.5.15) i (8.5.12a) odrnah vidi. 

Sa znacajem ove transformacije upoznaćemo se u dvonukleonskom, § 8.5.4, i višenukleonskom , 
§ 8.5.5, slučaju. 

8,5 - 4 U čisto nuklearnoj literaturi uobičajena je obratna konvencija: | ts = | ) =| n), | t 3 = —| ) =| p), što nije u 
skladu sa formulama (8.5.6) i (8.5.10) kako smo ih mi napisali. Mi ćemo se držati konvencije (8.5.9), koja potiče 
iz fizike elementarnih čestiea, i u primeni na jezgra. Pomenuta nuklearna konvencija nastala je u periodu kada 
proširenje i dublje zasnivanje izospina u elementarnim česticama još nije bilo poznato i zato je možerno smatrati 
zastarelorn kao i termin Mzotopski spin” za izospin, rnada verovatno od njega potiče inspiracija za oznaku t i T. 
s.o.bForrnalno govoreći, i u slučaju spinski nezavisne i skalarne spinski zavisne nuklearne interakcije (u § 7.3.3) 
irriamo SU (2) sirnetriju. Ali, iako se tu radi o istoj grupi matrica, one reprezentuju spinske rotacije ЈЈ 8 (фи) u H s 
(u standardnom bazisu (| +), | — )}); dakle, irnarno sasvirn drugi fizički srnisao sirnetrije nego u slučaju izospina. 
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8.5.4 Izotriplet i izosinglet dvonukleonskog sistema 

Као što znarno iz proučavanja spina dve čestice sa s = §7.3.1, za dvonukleonski izospin 

T = ti + 1 2 važi dijagram ”ormar sa fiokama” (uporediti C 7.6) kao na Crtežu C 8.3. Standardni 
bazis u izospinskom prostoru (skup tačaka na Crtežu C 8.3) za dva nukleona и( u notaciji 

| TT 3 ) glasi: 


1 


T 3 = 0 


1 


T 3 = 0 


I 11) = I P ) 

ћ!( } ® u( 

il 

V(T = 1) 


V(T = 0) 


p), I 10) = у i(| p) I n)+ I n) I P )), (8.5.17a, h) 

| 1, —1 ) =| n) | n), (8.5.17c) 

I 00 ) = y'^(|p) I n)~ i n ) | P)); (8.5.18) 

znači, imamo izotriplet i izosinglet. (Definicija standard- 
nog bazisa za T i C-G koeficijenti su u potpunosti preuzeti 

iz U s .) 

Najopštiji vid čisto nuklearne interakcije Vj- 2 , koja je 
nezavisna od naboja (II Postulat B), irria bilo koji od 
sledeća tri vida 8,0 - 6 


V \2 = d: + dfi • f 2 (8.5.19a) 

Slika 8.3: Standarđni bazis izo- = 7 + ^T 2 (8.0.196) 

spina dva nukleona. = ХР^ + шР^ (8.5.19c) 


(videti (7.3.13)-(7.3.14б)), gde su d, 6, 7, б, X i uj operatori u ukupnom dvonuklaenskom prostoru 
stanja koji deluju trivijalno u u( ® U^; т\ je operator koji je u standardnom bazisu u u( 
reprezentovan vektorskom matricom т\ itd.; a P^ i P^ su tripletni odnosno singletni svojstveni 
projektor od T 2 (projektuju na У(Т = 1) odnosno na У(Т = 0) sa Crteža C8.3). 

Zadatak 8.5.3 Objasniti kako (8. 5.19. c) sledi iz opšte teorije ”ormara sa fiokama” kada se svaki kvadratić na 
Crtežu C 8.3 zameni sa direktnim proizvodcm od 'Н[ о} ® ® %}( ® i pravca koji je tim kvadratićem pred- 

stavljen (tj. kada se ukupni dvonukleonski prostor ortogonalno dekomponuje u višestruke ireducibilne invarijantne 
potprostore za T). 


Vidimo iz (8.5.17a) i (8.5.17c) i iz (8.5.19c) da p — p sistem i n — n sistem ”osećaju” samo 
tripletnu interakciju ХР^ dok na p — n sistem, koji je 

00 )), 

deluje i tripletna ХР^ i singletna шР^ interakcija. Tako je moguće da postoji deuteron — 
vezano s tim je p — n sistema, a ne postoji vezani p — p ili n — n sistem. (U § 7.3.7 istu činjenicu 

8 -°- 6 0bratiti pažnju da u slučaju spina termin ’Mnterakcija nezavisna od spina” znači da đotični operator deluje 
trivijalno 11 %( ®%(, a analogon od (8.5.19a) se naziva skalarnom spinski zavisnom interakcijom (uporediti 
§ 7.3.3). U slučaju izospina, ineđutirn, interakcija (8.5.19) se naziva ”nezavisnom od naboja” (jer naboj razlikuje 
proton od neutrona, a izorotacija (8.5.15) — sa kojom operator interakcije komutira — prevodi | p) u | n) i 
obratno) . 


p) \n) 



(8.5.20) 
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sveli srno na Pauli-jev princip, anticipirajući. Tu nerna protivurečnosti, za jezgra važi prošireni 
Pauli-jev princip, a u okviru njega važe zaključci ovog paragrafa.) 

Izorotacija koja pretvara p u n i obratno u dvonukleonskom prostoru je Uy} (7ГХ1). Iz postu- 
lirane ”nezavisnosti” čisto nuklearne interakcije Vj 2 od ”naboja” sledi (kao specijalni slučaj od 


( 8 . 5 . 86 )) 


^12 (^i), Vj 2 ] = 0. 


( 8 . 5 . 21 ) 


To je tzv. simetričnost čisto rtuklearne intemkcije u odnosu na naboj ( đmrge symmetry na 
engleskom) . 

Dvonukleonski hamiltonijan inože da se napiše na jeziku identičnih čestica (pri tonie se gra- 
vitaciona i slaba interakcija izostavljaju). Ideja vodilja je da se na primer iskaz ”proton je niase 
m p ” zarneni iskazom "nukleon koji se nalazi u protonskom stanju” , u korne irna masu rn p . 

Projekior na protonsko i na neutronsko stanje u 'H t glase: 


P P =\p){p 


(i t + h), Pn=\n)(n 


2 


y 2 (h + %). 


(8.5.22) 


Zadatak 8.5.4 Dokazati ovaj iskaz. 


Pornoću (8.5.22) rnožerno pornenuti hamiltorrijan Ни dva nukleona da pišerno u vidu 

+ + + ( 8 . 5 . 23 ) 

(naravno, prostor stanja je £ 2 (гј ) 0£ 2 (r 2 ) 0 0 a , na primer, znači P p 11 Трр itcL). 

Treba zapaziti da prvi i treći sabirak nisu kompatibilni sa T, samo dmgi jeste. 

Zadatak 8.5.5 Objasniti kako se prvi i treći sabirak u (8.5.23) rnogu (preko (8.5.22)) svesti na ireducibilne 
tenzorske operatore u odnosu na gmpu izorotacija. Onda se pornoću Wigner-Eckart-ovog teorema (za izorotaeije) 
niogu lako računati matrični elementi od pomenutih sabiraka u (8.5.23). 


8.5.5 Analogna stanja jezgara i izobare 

U nuklearnoj fizici je uobičajano da se ukupan broj nukleona obeležava sa A, broj protona sa Z, 
a broj neutrona sa N. Lako se vidi da usled aditivnosti opservable T 3 , za svako jezgro imarno 

%= l -(Z-N) = Z- l -A, ( 8 . 5 . 24 ) 

а izospinsko stanje jezgra odredjeno sa T 3 (i drugim izospinskim kvantnim brojevima) je element 
u direktnom proizvodu od A prostora Hf 

Imajući u vidu aditivnost vektorske opservable izospina T ( i = P za jezgro, pitamo se da 
li bi pojedina stanja jezgara mogla imati pored odredjenog T 3 i odredjenu vrednost T. 

Strogo uzev, odgovor je negativan, jer i Coulomb-ova interakcija i kinetička energija nisu 
nezavisne od naboja. Medjutirn, pošto dominantni deo Vj 2 u interakciji ifi 2 ((8.5.23) gore) korn- 
patibilan sa 

hbT 2 , ispostavlja se da su odredjene vrednosti od T prisutne u nekim nuklearnim stanjima kao 
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Mev 11 - 

10 - 

9 - 


( 4 . 51 ) 

( 3 . 62 ) 

( 3 . 58 ) 

( 3 . 37 ) 


1 


4+ 


8 + 


( 1 . 89 ) 


П 

( 


6 + 


( 5 . 65 ) 

( 4 . 96 ) 

( 4 . 73 ) 

( 4 . 63 ) 


D 

4 


3 


( 4 . 45 ) 

~~( 3 , 92 ) 

( 3 , 63 ) 

( 3 , 55 ) 


2 


4 ( 1 . 98 ) 


( 3 . 06 ) 


( 1 . 04 ) 

2+ 


1 

8t 

4+ 

2+ 

0+ 


2+ 


0+ 


1 i 


0 1 — 0 + 

г = 1, T 3 = -1 T = 1, T 3 = (Г = 1, Тз = +1 
fO w l 8 F 9 18 iVe 8 


Slika 8.4: Analogna stanja. 


približno dobri kvantni brojevi (uporediti §8.3.9). Tu se radi o superpozicijama svojstvenih 
vektora od T 2 u kojima jedan sabirak dominira po kvadratu modula svog razvojnog koefici- 
jenta. Drugim rečiina, kada bisrno rnerili opservablu T 2 u takvorn stanju, dobili bisrno odredjenu 
vrednost kvantnog broja T sa verovatnoćorn koja je gotovo jednaka jedirrici. 

Tako nuklearna stanja možemo svrstati u izomultiplete koij se nazivaju analognim stanjirna. 
Tu spadaju i osnovna i pobudjena stanja. Clanove izomultipleta ili analogna stanja karakteriše 
isti ukupni uglovni moment jezgra J i ista parnost 8 " 5 '' тг (piše se kratko J n ). 

Analogna stanja su stanja jezgara sa istim A, tj. jezgara koja se nazivaju izobarama (analogna 
stanja pripadaju istorn M-nukleonskom prostoru stanja). Pošto je kvantni broj približno dobar, 
očekujemo približno jednake vrednosti energetskih nivoa za analogna stanja; razlika može da 
potiče sarno od Coulomb-ove interakcije i od kirretičke energije. 

Primer analognih stanja dat je na Crtežu C 8.4. Oznake jezgara se pišu, na primer, kao 
zOn- Na Crtežu C 8.4 su za g 8 F 9 prikazani sarrm izotripletni nivoi, a izosingietni su izostavljeni 
(medju njih spada i osnovno stanje). Kao što je rečeno, analogni nivoi imaju pored istog T, isto 
Ј Ћ . Brojke u zagradarna su energije pobudjerrja (tj. razlike energije dotičnog nivoa i energije 
osnovnog stanja) i to u MeV. 

Upadljiva analogija izotripletnih nivoa kod 18 0, 18 F i 18 He jasno pokazuje koliko relevantno 
pribžni kvarrtni broj T karakteriše strukruru u pojedinim stanjima jezgara. 

Potrebno je istaći da činjenica što je osnovno stanje jezgra 9 8 F 9 izosingletno nije slučajnost. 
Videli srno da. i deuteron irna. osrrovno (i jedino) stanje izosingletrio. Tu se radi o tzv. sarno- 
konjugovanim (engleski: self-conjugate, čitati: selfkondžuget) jezgrima, tj. o jezgrima sa Z = N. 
Takozvanom ogledalnom konjugacijom jezgru sa (Z, N) pridružujemo jezgro sa (Z' = N, N' = Z) 

8 ‘°‘ 7 тг je ovde ukupna prostorna parnost jezgra. Unutrašnje parnosti (u spinskom prostoru) su uvek +1 za p i za 
n (uporediti Tabelu više). 
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(tj. uzajamno zarnenirno Z i N). Pomenuta dva jezgra su, kao što se kaže, uzajarnno ogledalna 
jezgra (engleski: mirror nuclei, čitati: mire njukliaj). Samo-konjugovana su jezgra koja su sarna 
sebi ogledalna. 

Samo-konjugovana jezgra irnaju T 3 = 0, te osnovno stanje može da irna izospin T = 0, 1, 2, .... 
Ispostavlja se da izosingletni deo interakcije daje najviše vezivanja, tj. da je T = 0 energetski po- 
voljnije i stoga nužno karakteristično za osnovno stanje (koje je, po definiciji, energetski najniže, 
tj. najjače vezano). 

Zadatak 8.5.6 Pokazati da se ogledalna konjugacija /kniikleoiiskog sisterna rrmže izvršiti izorotacijom: 

U^ A (тгхх ) ‘= ®t =1 (7ГХ! ) . (8.5.25) 

Zadatak 8.5.7 Kakvo se empirijsko pravilo može izvući iz einjenica da samo-konjugovana jezgra (kao l s Fg i 
\ H\) imaju osnovno stanje izosingletno, a /Ош i l 8 Ne s imaju osnovno stanje izotripletno? 

Pošto je izospin u jezgrima blisko povezan sa izobarama, ponekad se izospin naziva i izabarnim 
spinorn (uglavrrom u rruklearrroj fizici). Postoji i jedan stariji naziv, koji, po svoj prilici, potiče 
od brkanja izobara i izotopa, po korne se izospin naziva izotopski spinom 8 * 5,8 . 

8.5.6 Selekciona pravila i odnosi preseka nuklearnih re- 
akcija 

Као ilustraciju za selekciono pravilo izospina proučimo nuklearnu reakciju 

\H X + ^ 6 0 8 -+ gA r *(2.32) + 4 2 He 2 (8.5.26) 

(prelaz 18-nukleonskog sistema s LS-e u 18-nukleonski sistem na DS-i). Sva četiri jezgra u 
(8.5.26) su samo-konjugonana, te u osnovnom stanju imaju izosingletno stanje. Medjutim, kao 
što zvezdica indicira, 14 N je u pobudjenom stanju (energija pobudjenja je 2.32Mev) i utvrdjeno 
je da je to izotripletno stanje. Dakle, LS ima ukupni izospin T = 0, a DS ukupni izospina T = 1 . 
Radi se, kao što se kaže, о,ДТ = +1 prelazu. Na prvi pogled, trebalo bi da je verovatnoća ovog 
prelaza nula, jer { T = 0 | T = 1 ) = 0. 

Ipak, zabrana reakcije (8.5.26) je sarno približno selekciono pravilo. Ova reakcija se dešava 
u prirodi, ali retko. Stvara se tzv. intermedijerno visoko-pobudjeno stanje od g 8 F 9 * u kome se 
pojavljuje oko 4% izospinske ”nečistoće”, tj. koherentne primese stanja sa kvantnim brojem 
T = 1 uz dominantno stanje sa T = 0. Tako se pojavljuje mogućnost ili, kao što se kaže, otvara 
se kanal T = 1 , koji omogućuje raspad i8 T* na DS-u od (8.5.26). 

Zadatak 8.5.8 Pokazati da za parno A izorotacija f/gg (?rxi ) je involucija, prema torne i opservabla. Šta je sa 
neparnirn A ? 

Svojstvene vrednosti ±1 od L'p 4 ( 7 rxi) nazivaju se parnošću naboja (engleski: charge paritjj . 

Ispostavlja se da samo-konjugovana jezgra u osnovnom stanju uvek imaju parnost naboja + 1 , a 
pobudjeno jezgro 14 iV*(2.32), na primer, irna parnost naboja — 1. 

8.5.8”1 2 ођаге” su, u prevodu sa grčkog, ”jednako teška jezgra, dok su izotopi jezgra ”na istorn mestu” (periodnog 
sistema) . Pošto u izomultiplet spadaju izobare, а ne izotopi, terrnin ”izotopski spin” je neispravan i treba ga 
izbegavati. 
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Zadatak 8.5.9 Pokazati da je nuklearna reakcija (8.5.26) zabranjena (približno) i u pogledu parnosti naboja, a to 
znači korišćenje samo izorotacije иЏ 4 (?rxi) uinesto cele izorotacione grupe kao približne simatrije hamiltonijana. 

Zadatak 8.5.10 Kakvo selekciono pravilo važi za nuklearnu reakciju 

Џн + -4 Џл* 3 (ЗМ) + |Не 2 (8.5.27) 

ako se zna da je 6 Li*(3.56) izotriplet.no stanje? 

Zadatak 8.5.11 Zašto u nuklearnim reakcijama (8.5.26) i (8.5.27) ne vodimo računa pored T i o T 3 ? 


Verovatnoća odredjene reakcije izražava se preciznije kao tzv. (poprečni) presek a. Iz simetrija 
nije moguće izračunati presek u potpunosti, ali mogu se dobiti relathmi odnosi nekih preseka.(tzv. 
odnosi grananja, engleski: branching ratios, čitati: brančing rejšios). 

Objasnićemo to na primeru sledeća dva kanala do kojih dovodi sudar deuterona sa 9 Be. 


\Н\ + \Ве$ —> 5°В(1.74) + n, (8.5.28a) 

\H\ + 4°.Вее -+ 4°Вев + p, (8.5.28 b) 

Jezgra 9 Bei L0 Be nisu samo-konjugovana, ali i njihovo osnovno stanje ima najmanju moguću 
vrednost od T (uporediti Zadatak Z8.5.7). Pošto je T 3 = — | odnosno T 3 = — 1, to je T = | 
odnosno T = 1 . Stanje 10 В*(1.74) jezgra. bora. ima T = 1 . Prerna tonie. LS-a u (8.5.28) ima 
t = a DS-a od (8.5.28) ima koherentnu smešu od T = | i T = U aproksimaciji izospina 

obe reakcije su moguće sanio kroz kanal T = A. Pitanje je kakav je njihov relativni udeo 11 tom 

kanalu. 

Pošto LS-a ima kvantne brojeve T = |, T A = — pretpostavimo da su to i kvantni brojevi 
interrnedijernog stanja pisaćemo ga kao T = Т А = — A. Onda u pogledu izospinskih 

kvantnih brojeva DS-e u (8.5.28a) i (8.5.28б) su sabirci sledeće formule (i to na njenoj DS-i): 


T 


2 ’ 


,Г 3 


■) = 


11 

2 2 ’ 


*(з) 


0,7 


(з) 


gde je u prvoni sabirku treća komponenta. izospina za 10 B*, ТЏ je isto za n ; u drugom 




11 
2 2 ’ 

Дз) 




( 3 ) 


~1A 


(з) 


= 5>- 

(8.5.29) 


sabirku, je А ist.o za 10 Be, t L ž v je isto za p. Razvojni koeficijenti su C-G koeficijenti. 

Verovatnoća da se u mereriju dobije prvi ili drugi sabirak u (8.5.29) (tj. karial (8.5.28a) ili 
kanal (8.5.286)) jednaka je (što se izospina tiče) kvadratu moclula razvojnog koeficijenta. Prema 
tome, pretpostavljajući da su prostorno-spinski ova dva kanala jednako verovatna, odnos njihovih 

verovatnoća jednak je oclnosu kvadrata odgovarajućih razvojnih, tj. C-G koeficijenata. Pošto su 

11 — ^ <л 1 1 , k\h ~D = -\/|, imamo 


ДЗ) 


( 1 , |, 0 


1 

2 ’ 


1 (1 1 


3’ 


2 ’ 


a 


( W B* + n) 1 


a( lQ Be + p) 2 


(8.5.30) 


8.5.7 Izospin rezonanci i izospin u hadronskim procesima 

U vreme pisarrja ovog udžbenika najnovija istraživanja sve više ukazuju rra to da postoji prilična 
sličnost izmedju unutrašnje strukture hadrona i jezgara. Eksperimentalno još nisu otkrivene 
materijalrie čestice, koje bi sačinjavale hadrorre, ali teorija ih predvidja i naziva kvarkovima, 
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partonima itd. Teorijski se proučava ideja da se rnodel Ijuski (videti §7.3.6) realizuje i u ha- 
dronskoj, strukturi. Mi nećemo ulaziti u ovu rnateriju osirn što ćerrm ukazati na postojanje 

kratkoživućih pobudjenih stanja hadrona, tzv. rezonanci. Nastaju pod određjenirn uslovima pri 
odredjenim energijama sudara u izvesnoj sličnosti sa specifičnim frekvencama klasičnih objekata 
i sa oscilatornim rezonancama koje u vezi s tim mogu da nastupe (otud naziv). 

Nas, naravno, prvenstveno zanima uloga izospina u klasifikaciji stanja ili u klasifikaciji ener- 
getskih nivoa hadrona. Kao što prikazuje Crtež C8.5, prilikom bombardovanja vezanih protona 
sa pozitivnim pionima, pri odredjenoj energiji (oko 1236 MeV) nastaje izraziti реак (čitati: piik; 
na engleskom znači vrh) u veličini ukupnog poprečnog preseka 8 ' 5-9 . 



1236 

Slika 8.5: Rezonanca Д ++ (1236). Eksperimentalni rezultati za ukupni efikasni presek bombar- 

dovanja vezanih protona pionima. 


Rezonanca sa Crteža C8.5 označava se sa Д++(1236). Pored energije, ostali kvantni brojevi 

SU joj: S = r), 7T S = -j-1, t = t .3 = ~\~2' 

Zadatak 8.5.12 A)Kako je rnoglo doći do spina | ? B) Pokazati da su kvantni brojevi t = t 3 = - nužni za 
7г+ + p-~> Д++(1236). 

Rezonanca Д++(1236) je član 8,5,10 izomultipleta Д(1236). 

Zadatak 8.5.13 U kojim sudarima nastaju ostala tri člana pomenutog izokvadrupleta? U kojima od tih sudara 
postoji samo jedan, a u kojima postoje dva izospinska kanala? Koji su električni naboji pojedinih rezonanci u 

izokvadrupletu? 

s.0.9” ukupni” ili ”totalni” poprečni presek odnosi se na verovatnoju dotičnog dogadjaja (тг+р sudara) i to tako 

da se uključuje kako tzv. elastično rasejanje (kada nakon sudara ostaju iste čestice sa istim energijama, sarno 
eventualno pod promenjenim uglorn) , neelastično rasejanje (kad čestice ostaju iste ali se energije prornene) i 
hadronski proces (kada se čestice rnenjaju) i to uključujući sve rnoguće uglove izlazne čestice. Jedinica, za presek 
je rnilibarn: rnb. 

s.a.iODetaljnije o elernentarnim česticarna sa gledišta nerelativističke kvantne melianike u odlično pisarioj knjizi: 
S. Gasiorowicz, Quantum Phtjsics, J. Wiley, New York, 1974. 
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Zadatak 8.5.14 Na osnovu gornje tabele pokazati koje od sledeća četiri hadronska procesa zabranjuje selekciono 
pravilo izospina: 

7г _ + п “> Q~~ + тг°, 7г“ + n -> А° + тг° , (8.5.31a, 6) 

К~ + п -+ + 7Г°, -+ Л° + 7г~” . (8.5.31c, (0 


Zadatak 8.5.15 II analogiji sa (8.5.29) objasniti jednakost 

| Д+ } = | 7Г°р) + I 7Г + п). 

i na osnovu nje izvesti da je 2:1 relativni odnos preseka sledeće dve reakcije: 

Д+ — > p + 7Г°, Д+ — У n + 7Г+. 


(8.5.32) 

(8.5.33a, 6) 


8.6 * SU(3) simetrija hadrona 

Postulat o unutrašnjim stepenima slobode § 6.9.6 nam je otvorio put za konstrukciju spinskog i 
izospinskog faktor prostora najvažnijeg hadrona, nukleona. Međutim, ispostavlja se da čak ni 
%о ®% s ®%t nije dovoljno obuhvatan i na inože se smatrati ukupnim prostorom za hadron. Do 
ovog saznanja dovelo je otkriće teških bariona, tzv. hiperona, kao i teških mezona (tj. kaona). 
Osobine ovih čestica bile su strane tadašnjim shvatanjima fizičara i izazvale su veliko iznenađenje. 

Kada su strane čestice, kako su nazvani pomenuti novi hadroni, dopunili listu rnezona i bari- 
ona, pokazalo se da kako sairia egzistencija baš ovih čestica (upravo sa osobinarna kakve imaju) 
tako i njihove transmutacije u uzajamnim sudarima ili u pojedinačnim raspadima odaju posto- 
janje jedne dublje i sveobuhvatnije unutrašnje simetrije koja se označava sa SU(3). Nametnula 
se ideja modela kvarkova, ali kvarkovi do danas nisu eksperimentalno otkriveni. 

8.6.1 Otkriće čudnih novih čestica, stranost i hipernaboj 

U Tabeli Tb 8.1 u prethodnorn odeljku videli srno tabelu osnovnih hadrona sa kornpletnirn sku- 
pom njihovih unutrašnjih kvantnih brojeva. To je u skladu sa našim deđuktivnim metodom 
ekspozicije, ali to lišava čitaoca da iriakar i delirnično učestvuje u uzbuđenjima koja su fizičari 
proživljavali na induktivnom putu otkrića novih hadrona i njihovih osobina. Zato ćemo u ovom 
odeljku posvetiti nešto pažnje i istorijsko-idejnom razvoju događaja. 

U 1947. godini od hadrona su bili poznati samo pioni i nukleoni. Ali do tada su i najjači 
akceleratori (tj . ubrzivači čestica) ubrzavali na primer protone najviše do 200 MeV kinetičke 
energije. U narednih osarn godina je akcelerator u Berkeley-u 8 ' 6 ' ] , u SAD dostigao 6000 MeV 

(ili, kako se kraće kaže 6 BeV ili biliona elektron volti, ili 6 GeV, giga elektron volti dotični 

akcelerator se naziva bevatronorn). Nastao je buran period otkiića novih čestiea: kaona, lambda-, 
sigrna- i ksi-hiperona. 

Jedan tipičan niz procesa u kojima nastaju i nestaju neutralne čestice K° i A° prikazan je 
na Crtežu C 8.6 na način kako se vidi po tragovima u Wilson-ovoj korrmri. U prezasićenoj pari 
komore svaka naelektrisana čestica izaziva kondenzovanje kapljica duž svoje trajektroije, koja se, 
usled ugrađenog magnetnog polja, zakrivljuje više ili manje prema tome da li je impuls čestice 


8 ' 61 Čitati: Berkli. 
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Slika 8.6: Tragovi čestica u Wilson-ovoj komori. 


rrianji ili veći. (Ovde imamo istovremeno merenje položaja i irnpulsa u srnislu objašrrjenja u 
§ 4.1.8.) Isprekidane crte (za K° i Л°) se ne vide u komori, jer neutralne čestice ne izazivaju 
kondenzaciju. Zakrivljenost nagore odaje negativan električni naboj itd. Sta se u stvari dešava u 
tačkma račvanja prikaza.no je u (8.6.1a)-(8.6.1e) (Л° je isto što i Л iz Tabele Tb8.1; čitati crtež 
s desna u levo) . 

1Г + p -+ K° + Л° (r ~ Ifr 23 s), (8.6.1a) 

K° -+ П + + П" (r ~ ltr 10 s) , (8.6.16) 

A°^p + П“ (r ~ НГ 10 s) . (8.6.1c) 


Zadatak 8.6.1 Ako znamo da su barionski brojevi B za nukleone i pione dati podacima iz Tabele Tb 8.1, kakav 
se B pripisuje česticama K° i Л° na osnovu održanja ukupnog barionskog broja u procesirna (8.6.1а)-(8.6.1с)? 

Verovatnoća nekog procesa je srazmema jačini interakcije koja do njega dovodi. Stoga iz reda 
veličine srednjeg života (veličine obrnuto srazmerne verovatnoći) u procesima (8.6.1a)-(8.6.1c) vi- 
dimo da čestice K° i Л° nastaju jakom, a raspadaju se slabom interakcijom. Fizičarima je neko 
vreme izgledalo čudno što se nove čestice (kao K° i Л°), iako inogu da interaguju jakoni inter- 
akcijom. raspadaju samo usled slabe interakcije. Šta li ih to sprečava da se raspadnu jakom 
interakcijom — pitali su se — koji li se to unutrašnji kvantni broj održava u jakoj i elektromag- 
netnoj interakciji, tako da za neke procese (kao (8.6.16) i (8.6.1c)) preostaje sarno rnogućnost 
slabe interakcije za raspadanje (koja, po svoj prilici narušava dotični kvantni broj). A i stvaranje 
novih čestica u parovirna kao u (8.6.1a), tzv. asocirana produkcija, se redovno opažalo u takvirn 
procesima i tražilo je objašnjenje. 

Nove čestice su nazvane stranim (ili čudnim) česticarna 8 ' b ' 2 . Gođine 1953. Gell-Mann 8 * 6,3 iz 
SAD i nezavisno od njega Nishijima 8-6 * 4 iz Japana predložili su da se pojarn izospina i nezavisnost 
jake interakcije od naboja proširi i na strane čestice. Tako je nastala kolona izospina (t, t%) u 
Tabeli Tb 8.1 i forma Postulata II. B (paragraf §8.5.2). 

8 - 6 - 2 Engleski: strange particles; čitati streindž partikls. 

8-6 ‘ 3 Čitati lcao što piše. 

8,6 ' 4 Čitati: Nišidžima. 
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Zadatak 8. 6.2 Prodiskutovati procese (8.6.1o)-(8.6.1c) sa gledišta održanja T u jakoj i neodržanja ni T 2 ni Тз 
u slaboj interakciji. 

Kao što sino već postulirali u (8.5.6), ispostavilo se da je 

Š = 2 ( Q - Тз) - B (8.6.2) 

aditivna superselekciona opservabla, čije se (celobrojne) svojstvene vrednosti (tj. kvantni brojevi) 
S nazivaju stranost. Kao što izriče Postulat II. B (paragraf §8.5.2), jaka i elektromagnetna 

interakcija održavaju T 3 , a prema tome (pošto se Q i B univerzalno održavaju) održavaju i S. 

Slaba interakcija narušava T 3 i S. 

Zadatak 8.6.3 Potvrditi važenje poslednjeg iskaza u procesima (8.6.16) i (8.6.1c). 

Cesto se umesto stranosti koristi jedan dmgi, stranosti ekvivalentan kvantni broj, tzv. hi- 
pernaboj, koji se označava sa Y. I to su (eelobrojne) svojstvene vrednosti (tzv. kvantni brojevi) 
jedne opservable Y, koja je po definiciji 

Y = B + 5. (8.6.3) 

Očigledno je i Y aditivna opservabla, koja je i superselekciona što se tiče jake i elektromagnentne 

interakcije. 

Zadatak 8 , 6.4 (V Dopuniti Tahelu Tb8.1 kolonom vrednosti od Y. 

(ii) Koja vrednost S i Y odgovara jezgru deuterijuma i helijuma 4 He ? 

(iii) Da И u pobuđenorn stanju od 4 He rnože Y da irna drugu vrednost nego u osnovnorn stanju? 


8.6.2 Supermultipleti hadrona 

Na Crtežu C8.7 poređani su svi osnovni hadroni (osim 0") po uglovima i (dva) 11 centru 

šestougaonika tako da su iin koordinate х = f č 3 , у = f Oni čine jedan tzv. supermulti- 

plei , tj. širi skup koji se sastoji od nekoliko (u stvari od 4) izomultipleta. 


Zadatak 8,6.5 Utvrditi pomoću Tabele TbB.l koje su zajedničke unutrašnje osobine svih hadrona u pomenu- 
tom supermultipietu, a koje su dodatne zajednieke osobine hadrona 11 pojedinim izomultipletima unutar istog 

supermultipleta. Po černu se п""\ koji ne pripada torn supermultipletu, razlikuje od svih hadrona iz supermulti- 

pleta? 
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Hadroni koji pripadaju istom izom,ultipletu na Crtežu C 8.7 
razlikuju se po masi za oko 1% (svoje mase). Očigledno tu 
se racli o jednom približno degenerisanom energetskom nivou 

hadrona, a razlike potiču od elektromagnetne interakcije. Ona 
doduše održava T 3 , ali ne održava T± (analogone od K±); stoga 
energetski nivoi imaju određeno č 3 . ali funkcionalno zavise od 
njegove vređnosti. 

Sličnu pojavu irnali sino u Zeernan-ovom efektu. Tu se a pri- 
ori sfema simetrija strukture elektronskog omotača (tj. njegovog 


Slika 8.7: Supermultiplet 

osnovnih hadrona. 
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hamiltonijana) suzila na aksijalnu (ili cilindričnu) sirnetriju rnag- 
netnog polja B. Ukupni hamiltonijan je i dalje bio kompatibilan 
sa J z , ali nije komutirao sa J± i zbog toga smo dobili cepanje 

energetskog nivoa (koji ođgovara B = 0) i to na 2 J + 1 različitih 
nivoa, koji odgovaraju stanjima u rotacionom multipletu (| J, M = — J | J, M = J ) } . 

Ako pogledamo rnase hadrona koji se rralaze u razlieitirn 
izomultipletima, a pripadaju istorn supermultipletu na Crtežu 
C 8.7, vidirno da maserie razlike iznređu izomultipleta iznose oko 
10 %. < 

Primamljivo je zamišljati sve hadrone supermultipleta kao 
približno degenerisana hadronska stanja kojirna u (zamišljenom) 
odsustvu članova u hamiltonijanu koji narušavaju sirnetriju od- 
govara jeclarr jedinstven degenerisan errergetski nivo 8 - 6 ’ 5 . 

Supermultiplete su prvi uočili Ne’eman 8,6 6 i Gell-Mann 1961. 
odnosno 1962. godine. Nazvali su svoje svrstavanje osmostru- 
kirn putern ( the eightfold way 8 ' 6 ' 7 ). 

Iako sirio u prethodnom ođeljku SU(2) grupi izospina dali ne- 
posredni smisao samo u izospinskom faktor prostoru stanja % t 
nukleona, stoji matematička činjenica da svaka vrednost t de- 
finiše jednu ireducibilnu reprezentaciju za SU(2), analogno kao 
što svaka vrednost od J je određen kvantni broj za R(3). Stoga. 
isto kao što se za sve inoguće vrednosti J sistema kaže da je 
posredi jedna te ista rotaciona simetrija R(3), za sve izomulti- 
plete, tj. za sve vrdnosti od t kod različitih hadrona, kaže se 
da se racli o SU(2) simetriji izospina. Drugirn rečirna, izoinul- 
tipleti su pripisani SIJ(2) simetriji hadrona kao što se rotacioni 


Slika 8.8: Hadronski 

supermultiplet. 
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Slika 8.9: Hadronski п~ su- multipleti pridružuju rotacionoj simetriji elementarne čestice ili 
permultiplet. višečestičnog sistema. 

Fizičari su tražili jednu nadgrupu od SU(2) grupe izospina 
(kao što je R(3) nadgrupa od grupe vrtnji oko 2 ose), čiji bi 
kvantni brojevi definisali pojedine supermultiplete (videti Crtež C 8.8, na kojern je prikazan još 
jedan superrnultiplet) . 

U početku se zamišljalo da bi pomenuta nadgrupa bila grupa simetrije jake interakcije, te bi od 
jake interakcije poticala vrednost pomenutog degenerisanog nivoa. Interakcija koja bi narušavala 
dotičnu simetriju bi morala biti uzrok pomenutih razlika masa od 10 %; znači morala bi po jačini 

da bude izrneđu jake i elektrornagnetne interakcije (koja daje 1 % razlike u inasi). Pretpostavilo 
se da postoji tzv. srednje jaka interakcija, koja bi dinamički zasnivala ulogu pornerrute nadgrupe 
sirnetrije u klasifikaciji hadrona. Međutim, postojanje srednje jake interakcije do danas nije 
dokazano i darias se više naginje pretpostavci da je pomenuta nadgrupa u stvari samo približrra 
grupa simetrije jake interakcije. 


8.6.0H član koji narušava simetriju” se engleski kaže .symmetry breaking term, čitati: simetri brejking term, znači: 
član koji lomi simetriju. 

8 - 6 - 6 Čitati: Niinmn. 

8,6 ' 7 Čitati: di ejtfould vej. 
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8.6.3 Otkriće omega hiperona 

Pre nego što se nešto bliže upoznamo sa pomenutorn rrađgrupom približne simetrije jake irrter- 
akcije, pogleđajrno još jedan superrnultiplet, koji je prikazan na Crtežu C 8.9. 

U ovorn supermultipletu se zajedno sa raznirn rezonancama (pobuđeriirn stanjima hadrona) 

rralazi i fi - čestica (dakle, osrrovno starrje). Ovde irnarno sličnost sa nuklearrrim izornultipletirrra 
čiji su članovi analogrra stanja (uporediti Crtež C 8.4). Orri takođe često sadrže i po jedno osrrovrro 

stanje. 

Otkriće Q~ hiperona je predstavljalo veliki trijumf teorijske analize. Kao što je nekada Mende- 
ljejev rra osnovu praznih rrresta u svorrr perlodnorn sistemu predskazivao nove hemijske elemente, 
vodeći fizičari oko sredine našeg stoleća su na osnovu praznog rnesta na dnu supermultipleta sa 
Crteža C8.9 predskazali postojanje čestice sa S n = | ! , B = 1, S = — 3, t = t :i = 0 i masom oko 
1, 5 BeV. Ova čestica (0 ^ ) je i eksperimentalno otkrivena 1964. godine i imala je sve predskazane 
osobine (eksperimentalna masa je odstupala od teorijske ne više od 10%). 

8.6.4 SU(3) simetrija 

Као što srno istakli u paragrafu §8.6.2, fizičari su bili u potrazi za grupom koja bi dala super- 

multiplete. Ispostavilo se da u materrratici odavrro poznata grupa SU(3), tj. specijalna urritarrra 
grupa u 3 dirrrenzije (tj. skup svih 3x3 korrrpleksrrih unitarrrih rnatrica jedirrične deternrirrarrte) 
je grupa koja rra prirodarr rračin daje supermultiplete, analogrro kao što rotaciona grupa R(3) 
daje rotacione multiplete {| ктХ ) \ rn = —k, . . . , k}. 

U grupi SU(3) se rnože prorraći podgrupa SIJ(2) <g> U(l) (tzv. direktrri proizvod grupa SU(2) 
i U(l), u korrre se svaki elerrrent iz prve rnnoži sa svakinr iz druge i ovi elerrrerrti kornutiraju) . 
Grupa U(l) je jedinični krug (u kompleksnoj ravni) . U kvantnomehaničkoj primeni nju repre- 
zentuje grupa {е* ЛУ | е гХ £ U(l)} (u analogiji sa {U(ip u) = e ^ ^ и ' к | R vu £ R(3)}), čiji je 
herrrritski generator operator hiperrraboja Y . U grupno-teorij skinr rrretodarna kvantne rrreharrike 
se analogno pojavljuje U(l) u vezi sa opservablama Q i B (i opservablom broja čestica u striktno 
nerelativističkoj kvantnoj mehanici). U ovakvoj ulozi U(l) se naziva gauge 8-6 * 8 grupom, tj. gru- 
pom baždarenja. U našem slučaju radi se o gauge grupi hipernaboja. Grupa SU(2) se, naravno, 
ođnosi na izospin. 

Odrros 

SU(3) > SU(2) <8> U(l) (8.6.4a) 

(kad se radi o grupama orrda se relacija inkluzije D iz teorije skupova piše kao >) je analogan 
odnosu 

R(3) > R 2 (l), (8.6.46) 

gde smo sa R.(l) obeležlli grupu svih rotacija oko fiksirane г ose. Ako se čitalac pođseti ”ormara 
sa fiokama” sa Crteža C 6.2, biće mu jasno da su sami ormari, tj. V* višestruki ireducibilni 

potprostori za R(3) karakterisani pojedinim vrednostima kvantnog broja k. ”Fijoke”, tj. V*, m 
potprostori, su višestruki ireducibilni potprostori (jednodimenzionalni) za R z (l). Dakle, Vfc TO , 
karakterisani sa m, su u stvari ”ormari” za IL(1), sanio tu nernanio više od jeđne ”fioke”, jer 
je R, 2 (l) Abel-ova grupa. Pri tome je veoma važno da je ”ormar” za R%1) unutar ”ormara” za 

8 - 6 - 8 Čitati: gejdž. 
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R(3). Ovo je uvek moguće za tzv. lance grupa, kao što su (8.6.4a) i (8.6.46) (nekad takav lanac 
irna i više od dva člana). 

Sa gledišta lanca grupa (8.6.46), sam vektor | кгпХ ) je multiplet (u stvari singlet) za R z (l), 
a {| кгпХ ) | rn = —k,...,k} je supermultiplet. Drugirn rečirna, terminologija ”multiplet, 
supermultiplet” je \ r ezana za posmatranje lanca grupa polazeći od podgrupe idući ka nadgrupi, 
đakle obratno nego što srrio činili u § 6.3 i § 6.4. 

Vratirno se na SU(3) grupu. Zamislimo superrnultiplet SU(3) grupe kao analogon kolone 
tačaka na Crtežu C 6.2, a izomultiplete kao analogone pojedinih tačaka u takvoj koloni. Mate- 
matički aparat SU(3) grupe raspolaže operatorima koji su analogoni od K 2 , operatorima koji 
su analogoni od K z , kao i operatorima koji su pandani od K±. Takođe slede jaki iskazi ekvi- 
valentnosti kao za R(3). Naročito je važna ekvivalentnost po ” fiokarrra” , iako ona u primeni na 
hamiltonijan važi samo približno. 

Sto se tiče analogona višestrukosti dt, ako se ograničimo na čisto unutrašnji prosotor hadrona, 
znači ako apstrahujemo % 0 ® %s, onda je dk = 1. Ali u sveukupnom prostoru stanja, naravno, 
dk = No, Vfc. To je analogno sa slučajem C 2 (r, в, ф) = ф г Т 0 £ 2 (г) ф Vi za R(3) (uporediti 6.6.25). 

8.6.5 Model kvarkova 

Postavlja se pitanje šta u stvari fizički znači SU(3) simetrija i kako je uklopiti u kvantno-mehanički 
formalizam. Jedna je mogućnost da se racli o unutrašnjem stepenu slobode i cla se, u smislu 
Postulata o unutrašnjim stepenima slobođe § 6.9.6, pokuša da se za svaki supermultiplet ponaosob 
konstruiše odgovarajući unutrašnji faktor prostor. On bi morao biti obuhvatniji od izospinskog 
prostora 'Ht, tj. morao bi da bude ortogonalna sunia više ireducibilnih potprostora za SU(2), baš 
kao što se sarn supermultiplet sastoji od više izornultipleta. 

Skicirani put razmišljanja bi ostavio različite supermultiplete potpuno nepovezanim. Fizičari, 
povučeni matematičkim osobinama SU(3) grupe, stekli su uverenje da bi trebalo da ova grupa 
igra jeđinstvenu i sveobuhvatnu ulogu u fizici hadrona i rezonanci. 

U želji da se stvori jedinstveni model na osnovu SU(3) klasifikacije, pošlo se od pretpostavke 
da su svi hadroni u stvari siožene čestice, a da postoji šest (još neotkrivenih) fundamentalnih 
čestica; tii od njih su nazvane kvarkovima 8 ' 6 ' 9 , a tri antikvarkovima. 

Da bi matematičke osobine SU(3) grupe postale jasnije, vratimo se na slaganje dva uglovna 
momenta. Viđeli smo u (7.1.11a) da važi 

vf lsAl) ® vf 2 ’ Až) = 0 fcl tf , , V-g’^4 (8.6.5a) 

1 z k= I k\ — k‘2\ 

Izostavimo dodatne kvantne brojeve Ai i Л 2 i uniesto kvantnog broja k\, na primer, piširno 2k\ + l 

(broj stanja u rotacionom multipletu). Pošto je veza k\ -H- 2k\ + 1 biunivoka, (8.6.5a) postaje 

(2k\ + 1) ® (2k 2 + 1) = [2\k] — k 2 1 + 1] Ф . . . 0 [2(к\ — k 2 ) + 1]. (8.6.56) 

U analogiji sa (8.6.56), 11 teoriji razlaganja ireducibilnih reprezentacija SU(3) grupe imamo 
sledeće dve važne formule: 

3 ® 3* = 1 0 8 , (8.6.6) 

8 - 6 - 9 EngIeski se piše quark i obeležava sa q. 
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303(8)3 = 108080 10. (8.6.7) 

Simbol 3 označava samu SU(3) grupu (njen standardni bazis ima tri člana. tj. imarno triplet), 
3* označava tzv. konjugovanu ireducibilnu reprezentaciju od SU(3), koja je neekvivalentna sa 3. 
Ovaj pojam se kod realne grupe R(3) na pojavljuje (R(3) je samokonjugovana) . 

Pornenuti triplet kvarkova se zarnišlja kao standardni bazis za 3 (bolje reći, na njih se i odnosi 
sirnbol 3), a triplet antikvarkova se uziina kao standardni bazis za 3*. Direktno množenje 0 se 
pripisuje vezivanju fundamentalnih čestica u složeni sistem. Leva strana od (8.6.6) odgovara 
vezivanju po jednog kvarka sa po jednim antikvarkom, a desna strana kazuje da tako rnože da 
nastane jedan singlet složenog sistema (koji se tumači kao jedari manje poznati rnezon) i jedan 
oktuplet (kaže se i oktet) takvih čestica. Tu se misli na oktuplet sa Crteža C 8.8. 

Leva strana od (8.6.7) predstavlja vezivanje tri kvarka, a desna strana pokazuje da se tako 
može dobiti oktuplet (sa Crteža C8.7) i dekuplet (multiplet od 10 članova) sa Crteža C8.9 itd. 

Da bi se ovaj kvark-model doslovno sproveo, bilo je nužno da se za kvarkove predskažu osobine 
date u Tabeli Tb 8.2. One su neobične. 

Tabela 8.2: Kvarkovi. Nakon simbola kvarka slede: električni naboj (Q, u jedinicama naelek- 
trisanja elektrona), spin (s) sa ukupnom parnošću (II), izospin (t), treća komponent a izospina 
(t 3 ), stranost (S), barionski broj (B), i hipernahoj (Y ). 


Kvark 

Q 

S II 

t t'.i 


в 

У 

Qi 

2 

3 

1+ 

2 

1 1 
2 2 

0 

1 

3 

1 

3 

Q2 

1 

3 

1+ 

1 1 
2 2 

0 

1 

3 

1 

3 

Qs 

1 

.3........ 

г 

0 0 

-1 

1 

3 

2 

a 


Zadatak 8.6,6 Proučiti na nekoliko primera hadrona kako kvantni brojevi kvarkova (iz Tabele Tb8.2) daju 
kvantne brojeve hadrona (iz Tabele Tb8.1). 

I posle dugo godina upornog eksperimentalnog ’Tova na kvarkove” , oni nisu pronađeni. 
Moguće je da oni imaju tako veliku inasu u slobodnom stanju, tj. da im je tako veliki tzv. 
maseni defekt, a to znači smanjenje rnase prilokom vezivanja, da naši akceleratori još nisu do- 
voljno jaki da ih proizvedemo (u koliziji dovoljno ubrzanih čestica). Ali rnoguće je i to da je 
kvark rnodel jedan ćorsokak. Progres nauke se odvija putern trial and еггог 8ЉЛ0 ; u slobodnom 
prevodu: učini pokušaj pa ispravi što si pogrešio. Možda će narri već bliska budućnost đoneti 
potrebne ispravke na trnovitom putu prodiranja u strukturu hadrona. 


8 ' 6 ' 10 Engl e ski : pokušaj i greška; čitati: trajl end eror. 
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PROSTI SISTEMI I IDENTIČNE 
ČESTICE 

9.1 Vodoniku sličan atom 

Vodoniku sličan atom ima samo jedan elektron (a Z protona u jezgru, znači to je Z — 1 puta 

pozitivno jonizovan atorn). U ovom odeljku rešavamo svojstveni problem hamiltonijana ovog 
elektrona metodom separacije varijabli. Efektivni radijalni svojstveni problem ćemo svesti na 
jednu poznatu diferencijalnu jednačinu i naći ćerno diskretne svojstvene vektore u vidu poznatih 
specijalnih funkcija. Proučićerno diskretni spektar; degeneraciju pojedinih nivoa, koja potiče od 
rotacione i đodatne simetrije; kao i cepanje nivoa (tzv. finu strukturu) usled spina i relativističkih 
efekata. 

9.1.1 Hamiltonijan elektrona 

U ovorn odeljku ćerrro rešiti điskretrri svojstverri problerrr hamiltonijarra jedrrog elektrorra (bez 

spina) u Coulornb-ovom polju jezgra u tzv. vodoniku sličnom atorrvu: 

Ze 2 

H = T -=^~, (9.1.1) 

gde je T operator kinetičke energije elektrona, Z naboj jezgra, a r rastojanje izrneđu (tačkastog) 
jezgra i (tačkastog) elektrona (prostor stanja je £ 2 (r)). 

U opisarroj definiciji problerrra irnarno spoljašnje polje od ”beskonačno teškog” jezgra i 
masu elektrona m e u izrazu za kinetičku energiju T = — ^-Д. Ova aproksimacija ”beskonačno 
teškog” spoljašnjeg izvora polja (која zanemaruje povratni uticaj kretanja elektrona na jezgro) 
nije loša, jer je masa protona (a tim pre masa jezgra) 3 — 4 ređa veličine veća od rnase elektrona. 
Ali u stvari nam ova aproksimacija nije potrebna, jer možemo rešavati problem egzaktno. 

Kao što snro naučili u kvantnorn problemu dve čestice u §4.5, treba preći na centar inase 
r relativnu česticu, zaboraviti centar rnase i rešavati jodnočestični problem relativne čestice. 
Praktično, razlika će se ispoljiti sarno u rnasi efektivne čestice: u T ćenro rn e zameniti sa rn = 
m R Q = ThTh.. : = gde je nij rnasa jezgra (uporediti (4.5.65)). Kao što srno rekli, usled 

Ш е \ТПј i Ш ј 

nij ĆU rn e , ispravka ™ je zaista nrala. 
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Izvođenjern diskretnih svojstvenih vrednosti i svojstvenih vektora hamiltonijana (9.1.1) dobićemo 

energetske nivoe i odgovarajuea tzv. vezana stanja 9ЛЛ (elektronskog ornotača) vodonikovog 
atoiria (tj. atoiria sa Z = 1), (omotača) jedanput jonizovanog helijumovog atoma He + (Z = 2), 
dvaput jonizovanog litijumovog atoma Li ++ (Z = 3) itd. 


9.1.2 Efektivni radijalni svojstveni problem 

Pošto Coulornb-ova potencijalna energija zavisi sarno od r, pogođno je uvesti sferne polarne 
koordinate, tj. izvršiti faktorizaciju prostora starrja £ 2 (r) = C 2 (r) ® £ 2 (fž). Operator kinetičke 
energije T srno već irnali rra jeziku ovih koordinata u (6.6.17). Zamenorn u (9.1.1) dobićemo 


fl ž д / 2 a, l 2 Ze 2 

; (r ) H p 

2 rnr 2 дг дг 2 rnr 2 r 


(9.1.2) 


Očigledno (9.1.2) zadovoljava uslov za primenu metoda separacije varijabli (§6.5.6). Prvo ćemo 
u £ 2 (Q) rešiti zajednički svojstveni problem za l 2 i l z , što, kao što znamo, rezultuje sfernim 
harmonicima lj m (0, <p), a zatim ćemo za svaku vrednost l rešavati u £ 2 (г) efektivni (radijalni) 
svojstveni problem 

н h 2 d 2 d ^ 1(1 + 1)ћ 2 Ze 2 

e 2 rnr 2 dr ^ d r ' 2 rnr 2 r 

Rešenja od (9.1.3) pisaćemo kao Rei(j)- Svojstveni vektor u £ 2 (r) će orrda imati vid 


R El (r)Yr(e,j), 


(9.1,4) 


i odgovaraće svojstvenoj vrednosti E, kao što sledi iz metoda separacije varijabli. 


9.1.3 Laplace-ova jednakost 


U ovoni paragrafu ćerno poći od svojstvenog problema operatora H e f, datog sa (9.1.3). 
sređenijern vidu ova svojstvena jednakost (sa E kao svojstvenom vrednošću) glasi: 


U 


jd^ + 2_d_ 

đr 2 r dr 


1(1 + 1 : 


2 m ,Ze 2 
ћ 2 r 


+ E)}R El (r) = 0. 


(9.1.5) 


Diferencijalnu jedrračinu drugog reda (9.1.5) ćemo transformisati u jednu drugu, koja je starr- 
dardna, tj. dobro poznata u teoriji specijalriih funkcija. 

Uvedirno srnenu konstanti 


к 


\/—2mE 

ћ 


E 


K ž k ž 
2 m 


(9.1.6a, h) 


9++ Diskretne energetske vrednosti su po pravilu izolovane tačke spektra, što jasno ukazuje na diskretne skokove 
u mogućoj strukturi ornotača i stoga na vezana stanja. Ispostaviće se da su sve điskretne svojstvene vrednosti 
od H negativne, kao što i očekujemo kvalitativno. Naiirie, T ima čisto kontinualan spektar (§6.6.5), te diskretno 
rešenje od H može da potiče samo od ”prevage” negativne potencijalne energije, a to je vezivanje. 
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(pišemo к zbog analogije sa talasnim brojem k = | = ААшЖ u slučaju slobodne čestice; anti- 
cipiramo negativnu vrednost za E, tj. umesto —E mogli smo pisati |£j). Osim toga, izvršimo 
smenu nezavisno promenljive r х : 


х с = 2 кг -ФФ* r(x) = — 

2 к 


(9.1.7 а,6) 


i obeležićemo Rei{t{x )) = Q{x). Onda (9.1.5) postaje 

r d 2 2 d l{l + 1) n 1. 


Q{x) = 0, 


d.x 2 х dx х 2 х 4 
a to smo dobili deljenjem sa 4к 2 nakon smene (9.1.6б) i (9.1.76) i uvođenjem konstante 

def mZe 2 Ze 2 


(9.1.8) 


n 


ћ 2 к 


ћ 


rn 

ME 


(9.1.9) 


Treba zapaziti da konstanta n (zasad realan broj) sad preuzima ulogu svojstvene vrednosti E, 
tj. (9.1.8) zavisi od l i od n kao od parametara. 

Ispitajmo sad kako se rešenje Q{x) ponaša u koordinatnom početku. Kao što je uobičajeno u 
teoriji diferencijalnih jednačina, pretpostavićemo da se Q(x) može pisati u vidu stepenog reda. 
Oko nule ovakav red se ponaša kao sabirak najnižeg stepena x s (s nepoznato). 


Da bismo izračunali s, zanemarimo u (9.1.8) sabirke - i 


A 11 odnosu na 


UJ+l.) 


koji dominira, 


i stavimo Q(x) ~ x s : s(s — l)x s ^ 2 + Csx s ^ 1 — x s = 0. Deleći sa x s ^ 2 (nismo u samoj nuli, 
samo blizu nje, stoga to smemo učiniti), dolazimo do s(s + 1 ) = 1(1 + 1 ). Ovo daje dva rešenja: 
s = —(l + 1) i s = 1. Prvo ćenio odbaciti, jer bi se funkcija Q(x) ponašala u nuli kao х ^ 1 ^ l , 
tj. imala bi singularitet i ispala bi iz domena od H e j, jer za pripadanje domenu je potrebna 
konačnost i diferencij abilnost u 0 < х < oo. Znači, s = l tj. 


Q(x) 


~ х 


0 


(9.1.10) 


(~ znači ”ponaša se kao” ) 

Kao sledeće, ispitajmo ponašanje funkcije Q(x) u beskonačnosti, tzv. asimptotsko ponašanje. 
Sad u (9.1.8) možemo zanemariti sve članove osim prvog i poslednjeg, koji očigledno dominaraju; 
tako da se u (9.1.8) svodi na ~~\)Q( X ) = 0. Lako se vidi da rešenja glase Q(x) = e,M . Rešenje 
sa ” + ” moramo odbaciti jer odgovarajuće Q(x) nije integrabilno, tj. ne daje Rei(+) € £ 2 (r) (a 
mi rešavamo diskretni svojstveni problem). Dakle, 

Q(x) ~ e~%, х -+ oc. (9.1.11) 

Pokazuje se celishodnim izdvojiti ponašanje u nuli i u beskonačnosti kao faktore, tj. izvršiti 
dalju transformaciju naše jednačine (9.1.8) smenjujući Q(x) sa S(x): 

Q(x) = з: 1 е ^ г S(x) (9.1.12) 

Nakon potrebnih diferenciranja i smenjivanja, (9.1.8) prelazi u 

[x£s + (21 + 2- x)£ + (n - l - l)]5(a-) = 0 . 


(9.1.13) 
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Stigli srno, najzađ, clo tražene standardne diferencijalne jednačine. Nairne, tzv. Laplace-ova 

jed/nakost u opštem slučaju glasi 


[r-L- _|_ ф __ — a]f(x) = 0, (9.1.14) 

< lx 2 ах 

gde su a i в proiz\ T oljni kompleksni brojevi. U našem slučaju 

јЗ = 21 + 2, a = l + 1 — n. (9.1.15 a.b) 


9.1.4 Konfluentni hipergeometrijski red 

Ako odbacimo rešenja Laplace-ove jednačine koja imaju singularitet u koordinatnoin početku 
(i stoga su van domena od H e f), preostaje samo tzv. konfluentni hipergeometrijski red (koji je 
konačan u х = 0): 


p (n . i q i „л def a X a(a + 1) ж 2 


k = 0 


Г(о: + к)Г(в) x k 

f(o)f(^Tfc) IF 


U (9.1.16) se pojavljuju tzv. gama funkcije T(t). One imaju sledeću važnu osobinu: 


Г (t) = (t - 1)Ш - 1), 


(9.1.16) 


(9.1.17) 


u analogiji sa faktorijelom, tako da su F(t) neka vrsta uopštenja faktorijela na proizvoljne korn- 
pleksne brojeve (pri torne Г (t) odgovara (t — 1)! za pozitivrra i celu vrednost od t). 

Usled (9.1.15) za nas su od interesa funkcije F(l + 1 — n | 21 + 2 | х) kao jedini kandidati za 

rešenja S(x). Postavlja se pitanje da li svaka funkcija F može biti rešenje S. 


9.1.5 Asocirani Laguerre-ovi polinomi 

Po pravilu funkcije F divergiraju kao e x , tako da i nakon supstitucije S(x) = F(x) u (9.1.12) 
imamo divergenciju Q(x) ~ е+ х — > oo i nećemo dobiti rezultat Rei( t ) € C 2 (r). 

Međutim, za izuzetne vrednosti od a (zapravo l + l — n u našem slučaju) u beskonačnom redu 
F svi koeficijenti postaju nula počev od izvesnog stepena i tako se F svodi na polinom. Kada je 
S(x) polinom, onda Q(x) = x l e+3S(x) ne divergira u beskonačnosti i dobijamo Rei(t) € C 2 (r). 

Konfluentni hipergeometrijski red F se svodi na polinom u tom i samo u tom slučaju kada 
je a = l + 1 — n negativan ceo broj ili nula, tj. kada je 

l + l-n= _ n ' } n' = 0,1, 2 , 3 ... ( 9 . 1 . 18 ) 

A kada se svodi, polinom koji se dobije je reda n' , naziva se asocirani Laguerre-ov (čitati Lagerov) 

polinorn i obeležava sa L^, +l (x). 

U opštern slučaju, Laguerre-ovi polinomi L k (x) glase: 
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gde su p i k nenegativni celi brojevi. U našein slučaju, p = n' , k = 21 + 1 i 

+ 1 - n'|2( + 2|x) 


(9.1.20) 


uz važenje (9.1.18). 

Dakle, irnarno rešenje Laplace-ove jednačine (9.1.13) u viđn S(x ) = L^A l ( х). A ako se 
vratimo na polazne radijalne funkcije Rei(i"), imamo 9,1 * 2 

R El (r) = const ( 2 к,г ) l еГ кг L 2 * x ( 2 кт ) . (9.1.21) 


9.1.6 Energetski nivoi 

Vratirno se uslovu (9.1.18): 


n 


l + 1 + n’ , n’ 


0 , 1 , 2 , 


(9.1.22) 

Kvantni broj n’ se naziva radijalnirn kvantnirn hrojern. Pošto je n' red Laguerre-ovog polinorna, 

to je istovremeno i broj nula (tzv. čvorova) radijalne funkcije И, ЕЕ (г)- Kvantni broj n, koji rnože 


da bude l + 1,/ + 2, itd., naziva se glavnirn kvantnim hrojern. Njegova uloga u prebrojavanju 
energetskih riivoa postaje jasna kada (9.1.9) reširrm po E (i pišemo E n urnesto E .): 


1 mZ' 2 e 4 

n 2 2 h 2 


n = 1,2,... 


(9.1.23o,6) 


Najniži energetski nivo (osnovni nivo) je J5j = a ostalih prebrojivo beskonačno rrinogo 

nivoa se približava nuli sa n -> oo i ima tačku nagomilavanja u nuli. 

Može da se pokaže da svaki potencijal V(r) koji asimptotski teži nuli sporije nego a sa 
negativne strane (tzv. dalekodometni potencijal; V(r) = -Z~- je specijalni slučaj) daje sličan 
diskretni spektar: prebrojivo beskonačno mnogo negativnih nivoa koji teže iiuli kao limesu. A 
ako je potencijal V(r) negativan i teži nuli za r —> oo kao ^ ili brže (tu spada i tzv. pravougaona 


jama: V(r) 


-Vq, 


0 , 


r < r 0 ,x 
r > Г() ’ 


to je tz\ T . 


bliskodometni potencijal — onda je broj diskretnih 


energetskih nivoa konačan (ili čak nula), ali opet su negativni. 


9.1.7 Potpuna klasifikacija stanja i degeneracija energet- 
skih nivoa diskretnog spektra 

Као što sirio videli u (9.1.23o), glavrii kvantni broj n prebrojava energetske nivoe vezanog elek- 
trona u vodoniku sličnom atornu. Stoga je i u radijalnim funkcijama. R E i(r) u (9.1.21) pogodnije 
zameniti E sa n (čime se, u stvari, menja i funkcionalna zavisnost R(r)). 

Kad se podsetimo kako glasi krajnji rezultat za svojstveni vektor od H koji smo dobili meto- 
dom separacije \ 7 arijabli (6.5.28), onda iz (9.1.21) dobijamo 

(9.1.24a) 

9J ‘ 2 P 0 št 0 smo (ispod (9.1.7)) irnali Q(x) d = R(r(x)) = R(x/2k), obratrm, iz Q ćeino dobiti R pomoću složene 
funicionalne zavisnosti: R(r) = Q(x(rj) = Q(2nr), jer Q(x(r(x))) = Q(x), tj. x(r) i r(x) su uzajamno inverzne 
funkcionalne zavisnosti . 


R nl (r jYr (e,ip) = А(2кг) 1 е--М 2 т 1+ 1 _ 1 (2кг)¥ 1 т (9, <p) 
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gde je 


1 mZe 2 
n ћ 2 


(9.1.24 h) 


kao što sledi iz (9.1.6) i (9.1.23a), а A je konstanta normalizacije. Naravno, iako energetski nivoi 

ne zavise od magnetog kvantnog broja m, svojstveni vektori zavise od njega. 

Potpuna klasijikacija sianja diskretnog spektra hamiltonijana elektrona u % 0 glasi 


(| nlm ) | m = —l, ...l; 1 = 0, 1, 2, ..., n — 1; n = 1 , 2, ...} , 


(9.1.24c) 


gde su ( гвр | nlm) G C 2 (r, 0, ф) u stvari funkcije date sa (9.1.24a). Važno je uočiti da za dato 
n, broj l može biti I = 0,1, 2, ..., n — 1 (kao što sledi iz (9.1.22)). 

Uvedimo jednu relevantnu konstantu, tzv. Bohr-ov radijus: 


a o 


def 


ћ 2 


10 _8 cm 


me' 


(9.1.25) 


(pod m podrazumevamo redukovanu rnasu elektrona i jezgra vodoniku sličnog atorna, rnada se 
često urnesto toga stavlja rn e , masa elektrona). 

Prvih nekoliko (norrniranih) radijalnih funkcija irna vid: 


g Z т 

Rip(rj = 2( — ) 2 e _ «o . 
a o 


V y r 

Лгл(г)=2( _ )3( 1 __ к 


Zr 
2a o 


1 Z sZr _lL 

11 » {г) = ФГГ е *-• 


Z ч 3 

'Зоо 


2 Zr 


У2 Г 2 


Дз,о(г) = 2 (— ) 5(1 - — + -v=-^)e 3 “0 , Дзј.(г) = ^(^)I(1 

0(1 0 Z ( Uq 


4л/2 Z xg 

3 3a 0 


Zr 

6a 0 


Zr 

le 3a o 


„ , ч 2/2 , Z _il 

Дз ' 2(г)= 27 


(9.1.26) 

(9.1.27) 

(9.1.28) 


Zadatak 9 . 1.1 Na osnovu (9. 1.26)- (9. 1.28) pokazati da se R n i(r) za male r ponaša kao r l što povlači da je za 
veće l sve veći interval oko nule u kome je R n i(r) inalo (tj. kao da je elektron sve dalje od jezgra). To se objašnjava 
tzv. centrifugalnom barijerom (to je član liTjj:-- u (9.1.3)), koja se ispoljava u odbojnom delovanju na elektron. 

Zadatak 9.1,2 Definišimo 

p(r)H f r 2 J^(r), (9.1.29) 

(r 2 potiče iz integrisanja J 0 °° ...r 2 dr u £ 2 (r), mi ga formalno uračunavamo u radijalnu gustinu verovatnoće) . U 

primerim.a (9. 1.26) -(9. 1.28) za maksimaino l pokazati da formula za najverovatniji položaj r 0 glasi 


r 0 


тг a 0 


(9.1.30) 


а to je upravo vrednost iz Bohr-Sommerfeld-ovog rnodela za kružnu orbitu (eliptičnim orbitarna u tom rnodelu 
odgovaraju nemaksimalne vrednosti za I). 


Zadatak 9,1.3 Na osnovu primera (9. 1.26) -(9. 1.28) pokazati da važe formule 
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E 


O 


E z 

E 2 


■h\Ei I 


i\El\ 


3s 


2s 


Зр 


2p 


3d 


Ei 


Is 


1 = 0 


l = 1 


l = 2 


Slika 9.1: Delimična klasifikacija stanja (sa kvantnim brojevima п i l (bez m). Kao što 
je uohičajeno) na kvalitativnom prikazu su nivoi razmaknuti horizontalno samo da hi kvantni 
broj l došao do izražaja. 


Zadotok 9.1.4 Za n = 3, l = 0,1,2 izračunati neodređenost Ar 11 dist ribucij i verovatnoće nalaženja po r. 

Proučiti i komentarisati kako se efekat centrifugalne baiijere ispoljava na { r ) i Дг. 

Zadatak 9.1.5 Pokazati da energetski nivo E n irna multiplicitet (degeneraciju): 


dim V(E n ) = n 2 


(9.1.32) 


gde smo sa V(E n ) C Ћ 0 obeležili svojstveni potprostor hamiltonijana koji odgovara svojstvenoj vrednosti E n . 
Obratiti pažnju na to da u (9.1.32) spin nije uračunat. 


9.1.8 Kontinualni spektar i nevezana stanja elektrona 

Može se pokazati da za svaku nenegativnu vrednost energije E svojstveni problem hamiltonijana 
elektrona u vodoniku sličnom atoinu iina (uopšteno) rešenje 9 ' 1 ' 3 . Kontinualni spektar je. preina 
toine, [0, oc) i svaka kontinualna svojstvena vrednost E je puta degenerisana (jer za dato E 
elektron može iinati bilo koju moguću vrednost za l i za m). 

Pošto pomenuti uopšteni svojstveni vektori opisuju nevezana stanja elektrona (ali ne ”slo- 
bodna” stanja, to bi značilo da nema spoljašnjeg polja), orri nisu toliko važrri u kontekstn 
proučavanja strukture vodoniku sličnog atoma, koliko u kontekstu rasejanja elektrona u Coulomb- 
ovom polju. 

Na ovom mestu možerno da ukažemo na činjenicu đa se svojstveni problem hamiltonijana 
vodoniku sličnog atoma može rešavati u paraboličnim koordinatama 9 ' 1 ' 4 . 

9 . 1.. 3 petaljnije o kontinualnom spektru vodoniku sličnog atorna, videti na primer u Л. Д. Ландау и Е. М. 
Лифшиц, Квантовам мехапика, неремгтивистскшг теорш, издание третве, Наука, Москва, 1974, str. 
151-154. 

9 ‘ L4 Nalaženje kontinualnih svojstvenih vektora u paraboličim koordinatarna rnože se naći u: E. Mersbaclier, 
Quantum Mechanics, John Wiley, New York, 1970; str. 245-250. 
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9.1.9 * Dodatna simetrija Coulomb-ovog potencijala 

Vratimo se diskretnim energetskim nivoima E n i odgovarajućim svojstvenim potprostorima V(E n ). 
Kada se ovi dekomponuju u višestruke ireducibilne potprostore (” orrnare” ) za 1 (uporediti drugu 
polovinu od §8.3.10), dobiju se isključivo jednostruki ireducibilni potprostori, ali više njih (I = 
0, 1, ..., n — 1) unutar V(E n ). Kao što je bilo rečeno u § 8.3.10, ovde pored orbitne rotacione sirne- 
trije irriamo i dodatne simetrije i to u vidu operatora simetrija (ili operatora koji ove generišu) i 
one ne komutiraju sa pomenutim rotacijama (niti sa 1 ). Ponekad se dodatna simetrija naziva i 
” slučajnom” simetrijorri (relativan pojarn, nrisli se u odnosu na pomermtu rotacionu simetriju) . 

Ispostavlja se da je pomenuta dodatna simetrija generisana tzv. Runge-Lenz-ovim vektorskim 
operatorom 

A = — ^ (1 xp-pxi) + -, (9.1.33) 

IrnZe/ r 

koji komutira sa hamiltonij anom (9.1.2) 


A ,H] = 0, 


(9.1.34) 


i čije kornpononte sa komponentama od 1 zadovoljavaju komutacione relacije 


IgO'g' ] £дд' q"lq" ■> [ lqj Aq' ] /U iTltggigii АдЧ , [ Aq, Лд’ ] ^ lEe.qq’q’’ ЛЈ - l 'q 


gde je q, q' = х, у, z. 


Hl q 
(9.1.35) 


Ispostavlja se da je ortogonalna grupa (ili, kako se još kaže, ”rotaciona” grupa) u četiri 
dimenzije, 0(4), ta šira grupa simetrije od II koja je generisana sa 1 i A, i u odnosu na koju rierna 
dodatne simetrije, tj. svaki svojstveni potprostor V(E n ) tačno je jedan ireducibilni invarijantni 
potprostor 9 - 15 za 0(4). 

Završimo ovaj paragraf sa dve napomene. 

Sto se tiče grupno-teorijske analize simetrije hamiltonijana, na prvi pogled grupa 0(4) daje 
sve što se poželeti rrmže. Ipak, i od toga se otišlo dalje, nađena je jedna (dosta složena) nadgrupa 
od 0(4), koja više rrije grupa simetrije hamiltonijana, već tzv. grupa koja generiše spektar 
(engleski: spectrum-generating group.) . Ona inra sledeću osobinu: jedria (specijalna) ireducibilna 
reprezentacija ove grupe sadrži sve V(E n ) po jedanput, tj. sadrži tačno ceo diskretni spektar ocl 
H. 


S druge strane, inože da se pokaže da je prisustvo pomenute dodatne simetrije hamiltonijana 
usko povezano sa veoma značajnom fizičkom činjenicom da elektron irna zatorenu putanju (kao 
planeta oko sunca) umesto da putanja vrši precesiju, kao što je slučaj sa ventralnim potencijalima 
koji nisu Coulomb-ovog tipa. 


9.1.10 Fina struktura 

Poznato je da u spoljašnjem polju (pri torrre ne mislimo rra polje jezgra) rrastaje cepanje de- 
generisanih nivoa elektrona 11 vodoniku sličnorn atornu. U električnom polju irnarno Stark-ov 

9 * J -* 5 Detaljnije o ovorrie videti u L. Fonda, G.C. Ghirardi, Symmetry Principles m Quantum Physics , Marcel 
Dekker, Inc.,New. York, 1970, str. 222-228 ili 11 referenci iz 9.1.3, str. 154-156. 
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efekt, a u rnagnetnom polju Zeemarr-ov efekt. АИ i kada vodoniku sličari atorn nije u spoljašnjem 
poljrr, precizni eksperimenti (sa dobrorn rezolucijom) otkivaju cepanje. To je tzv. fina struktura 
energetskih nivoa. Moramo se zapitati kako to teorija objašnjava. 

Pre svega, nismo uopšte uzeli u obzir spin s = | elektrona. Na prvi pogled jedina posledica 
spina je u udvostručavanj u degeneracije (sa n 2 na 2 n 2 ). Međutim, to nije sve. Naime. suština 
spina je u tome što se elektron u EM polju ponaša kao magnetni dipol, jer ima unutrašnji 
magrretni dipolni mornent. Krećući se oko jezgra elektron ”preseca” silrrice električnog polja 
(kako to klasično rnožemo da vizualizujemo) i stoga, preko svog magnetnog dipola, niože da oseti 
efektivno rnagnetno polje. 

Prelaskom sa relevantnih formula iz klasične teorije EM pojava na kvantnu mehaniku dobija 
se član u hamiltonijanu koji glasi 


H'. 


m 2 c 2 


š 1 


1 dF(r) 
r dr 


(9.1.36) 


gde je c brzina svetlosti, a V(r) n stvari (u dobroj aproksimaciji). 

Sabirak (9.1.36) u hamiltonijanu elektrona u vodoniku sličnom atomu naziva se spin-orbitnim 
sprezanjem. Semiklasično možemo da zamislimo kao da su unutrašnji i orbitalni magnetni dipolni 
moment (prvi je proporcionalan sa š, a drugi sa 1) uzajanmo spregnuti, tj. kao da ”interaguje”, 
u prisustvu spoljašnjeg polja V(r ), koje potiče od jezgra. 

Ispostavlja se da je od prilike istog reda veličine i relativisticka korekcija u hamiltonijanu 
elektrona (~ 10 -4 od energije vezivarrja elektrona). Njrr rnožerno najprostije uzeti u obzir tako 
što ćerno zameniti izraz za kinetičkrr errergiju poboljšanom relativističkom aproksimacijorn -+ 
£ - klasično). 

Dakle, fina struktura mora da potiče od H ! st i od relativističke korekcije zajedno. Izraz (9.1.36) 
se u relativističkoj kvantnoj rnehanici koriguje i to tako što mu se đesna strana smanjrrje za faktor 
2. Stoga, tačni izraz za spin-orbitno sprezanje glasi: 


Н„ 


sl 


1 

2m 2 c ž 


š • i 


1 dV'(r) 

r dr 


(9.1.37) 


Zadatak 9.1.6 Pokazati da, uz uvodjenje ukupnog jedno-elektronskog uglovnog momenta j 


def 


1 + š, važi 


1 š 


±(j 2 

2 U 


T 2 ) 


(9.1.38) 


Zadatak 9.1.7 Pokazati da potpunu klasifikaclju vezanih stanja elektrona za hamiltonijan (9.1.2) možerno 
izvršiti pomoču funkcija (spinskih sfernih haimonika) 

Rni(r){ 6 : (p,m s | Ijuij) (9.1.39) 


u £ 2 (r) 0 £ 2 (0) 0 C 2 (uporediti (7.3.6)). 


Zadatak 9Л.8 Pokazati da na osnovu (9.1.39) i (9.1.38) možerno rešiti svojstveni problern harniltoriijana u koji 
je član (9.1.37) uključen, i to tako da odmah dobijamo cepanje po vrednostima j (a preostaje degeneracija po 
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2|>з/2 


E, 


'п = 2 


efekt spin-orbitnog 

sprezanja 


2s'l/2 


2pi/2 


\ 

\ 

\ 


\ 


zajednički efekat od H s i 
i relativističke korekcije 


Slika 9.2: Cepanje energetskog nivoa Е п=2 pri uračuimvanju fine strukture. 


Da bisrno ilustrovali finu strukturu, na Crtežu C9.2 je prikazano cepanje energetskog nivoa 

E n = 2. Zanimljivo je da se efekt od H sl i relativistička korekcija tačno potiru za nivoe 2si 
i 2pi. To ostaje tako i u inače tačnijoj (Dirac-ovoj) relativističkoj kvantnoj teoriji elektrona. 
Eksperimentalno se opaža cepanje ta dva nivoa, što je tzv. Lamb-ov pomak (čitati Lern; engleski: 
Lamb shift ). Ovo cepanje se teorijski rnože objasniti samo u kvantnoj elektrođinamici i to kao 
tzv. radijativna korekcija, koja potiče od interakcije elektrona sa sopstvenim poljem. 

Na kraju paragrafa da ukažemo na postojanje tzv. hiperfine strukture energetskih nivoa 
vodoniku sličnog atoma. Ona se sastoji u još mnogo finijem cepanju nivoa, a poreklo efekta je u 
interakciji unutrašnjeg magnetnog dipola elektrona sa magnetnim dipolom jezgra (zbog relativno 
velike uzajamne udaljenosti elektrona i jezgra ovaj efekat je mali). 


Zadotok 9.1.9 Proučiti ponovo §3.4.6 i §7.3.4 dopunjavajući šta je tarno samo anticipirano. 


9.2 Harmonijski oscilator 

Kvantizacijom hamiltonijana klasičnog trodimenzionalnog harmonijskog oscilatora dobija se ha- 
miltonijan istoimenog kvantnomehaničkog sistema. U ovom ođeljku rešićemo svojstveni problem 
hamiltonijana ovog sistema, koji je jedan od najprostijih u kvantnoj mehanici. Obratićemo 
pažnju i na različite mogućnosti rešavanja. Ponovo ćemo elaborirati šta znači ”raspadanje” 
haniiltonijana trođimenzionalnog problema (na tri jednodimenzionalna) . Videćemo da se zbog 
ovog raspadanja problem lakše rešava preko kinematičkih stepeni slobode koje definišu pravou- 
gle Descartes-ove koordinate nego preko kinematičkih stepeni slobode koji odgovaraju sfernim 
polarnim koorđinatama. 


9.2.1 Definicija problema 

U klasičnoj mehanici hamiltonova funkcija trodimenzionalnog harmonijskog oscilatora. glasi 


H 


p 

2 m 



? 


(9.2.1) 
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što je ekvivalentno delovanju sile F = —тш 2 т, koja česticu privlači ka koordinatnom početku 

i đeluje tim jače čirn je čestica više udaljena od koordinatnog početka (a co je tzv, uglovna 
frekvenca, pojavljuje se u vezi sa klasičnom trajektorijom). 

Kvantizacijom (9.2.1) dobijamo hamiltonijan kvantnomehaničkog harmonijskog oscilatora 


H 


Pl 

2 m 


muj 2 


(9,2,2) 


koji je definisan u orbitnom prostoru stanja % 0 jedne čestice. Da li čestica ima spin ili ne 
irelevantno je i H s ne uzimamo u razmatranje ni ako je s > 0. 

Ako uvodemo Descartes-ove koordinate х, у, z i izvršimo odgovarajuću faktorizaciju H 0 = 
% x 0 % y 0 % z , onda u skladu s tim (9.2.2) možemo da prepišemo u vidu 



q=x,y,z 


(9.2.3) 


Pojedini sabirci deluju u odgovarajućim faktor-prostorima % q , q = х, у, z, i ova tri kinematička 
stepena slobode su uzajamno dinamički nezavisna, tj. imamo raspadanje trodimenzionalnog 

dinarničkog problema na tii jeđnođirnenzionalna 


H q 


2 m 


mou 2 л2 


(9,2,4) 


Pre nego što se udubimo u to šta znači pomenuto raspadanje dinamičkog problema, zausta- 

vimo se radi tri napomene. 


i) Hamiltonijan tzv. anizotropnog oscilatora (koji nećemo proučavati) glasi 


H 



q=x,y,z 


rnu 2 


2 




(9.2.5) 


gde su bar dve od uglovnih frekvenci c o x ,oj y ,oj z različite (za razliku od izotropnog harmo- 
nijskog oscilatora, za koji je ш х = uu y = oo z . 

ii) Po uzoru na (9.2.3) rnože se definisati i'V-dimenzionalni harmonijski oscilator, N = 2, 3, 4, .... 

Onda q = 1, 2, ..., N, % = ®» =l % q , a H = Ј^ =1 H q . 

iii) Videćemo riiže (u § 9.2.5) da se (9.2.2) rnože rešiti i u sfernim polarnim koordinatarna sepa- 

racijom varijabli. 


9.2.2 Dinamički nezavisni kinematički stepeni slobode 

Po uzoru na (9.2.3), pretpostavimo da je kvantni sistem složen i da se rnože razložiti na, recimo, 

N stepeni slobode (ili materijalnih podsistema): 


% = %i 0 %2 0 ••• 0 %N- 


(9.2.6) 
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Osirn toga, pretpostavimo da se hamiltonijan sistema sastoji od N članova 

(9.2.7 

tako da pojedini članovi đeluju u pojedinim faktor-prostorima %i, i = 1, 2, ...N. To je 
slučaj dinamičke nezavisnosti dotičnih N stepeni slobode. Nasuprot torne, dinamička zavisnost 
bi značila da u H postoji bar jedan član koji deluje u bar đva faktor-prostora netrivijalno, tj. 
koji dinamički spreže, čini uzajamno zavisnim, dva stepena slobode. 

Podsetićemo se sad da dinamička nezavisnost ima za posledicu raspadanje svojstvenog pro- 
blema od H datog sa (9.2.7), kao što sledi iz teorije direktnih proizvoda Hilbert-ovih prostora 

Stav 9.2.1 Ako su | гц ) = Е Њ; | т ), i = 1, 2, ...N diskretna rešenja svojstvenih problema 

pojedinih članova H, iz (9.2.7) u pojedinim faktor-prvstorirna %i, onda 

H ( | rii ) <8> • • • <8> | n N )) = (Ei + E ‘2 + ... + E n )(\ rii ) 0 • • • ® | n N )), (9.2.8) 

tj. diskretno rešenje kornpozitnog svojstvenog problerna dobijarno direktnirn množenjem svojstve- 
riih vektora i sabiranjern odgovarajućih svojstvenih vred/nosti. 

Stav 9.2.2 Ako su {| гц) | гц = 1, 2, ....}, i = 1, 2, ...N diskretni svojstveni bazisi od u % i} 
onda je {j гц ) 0 • • • 0 | n N )\m, . . . , n N = 1, 2, ...} diskretni svojstveni bazis od H uH. 


H 




i = 1 


Po potrebi čitalac će lako da proširi ove Stavove na slučaj degenerisanih nivoa u faktor- 
prostorima, kao i na slučaj kontinualnih svojstvenih rešenja. Obratiti pažnju na činjenicu da u 
mešovitom slučaju, tj. kada direktno množimo diskretni svojstveni vektor kontinualnim, uvek 
dobijamo kontinualni svojstveni vektor kompozitnog hamiltonijana (zašto?). 

Sadržaj ovog paragrafa je veoma blizak sadržaju §6.5.4, a skoro se podudara sa sadržajem 
(3.4.16a)-(3.4.17c). 

9.2.3 Rešavanje Schrodinger-ove jednačine linijskog osci- 
latora 

Iz rezultata prethodnog paragrafa je očigledno da treba rešiti svojstveni problem operatora 


Hr 


л? 

n_ 

2 m 


rnuj 


-X 


(9.2.9) 


u % x . Operatori H y i H z su ekvivalentni sa II x , tj. iste su operatorske funkcije osnovnog skupa 
opservabli kao i H x . Stoga ćemo rešenja za H x lako preneti u H y i % z . 

Jednakost (9.2.9) definiše hamiltonijan tzv. linijskog oscilatora (na z-osi). 

Prepišimo svojstveni problem od (9.2.9) u C 2 (x) i izvršimo zamenu nezavisno promenljive: 


def 


тш 


s 


(9.2.10) 
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Tako đolazirno do 


ds 2 




2 E 
ић 


)4>{s) = 0, 


(9.2.11) 


gde je 

ф{ 8 ) -ф{х{8% (9.2.12) 

a ф(х) je traženo rešenje prvobitnog svojstvenog problema Н х ф{х) = Еф(х). 

U asimptotskom regiorni, tj. za s -+ ±oc, izraz (9.2.11) se svodi na d d ^ = s 2 đ>(s), što daje 

asimptotsko rešenje (tj. rešenje u kome zadržavarno opet sarno članove koji najbrže rastu) vida 

2 

е ±! Ф . Da bismo dobili svojstveni vektor konačne norme, moramo odbaciti rešenje sa predznakom 


U sleđećem koraku vršiino zamenu nepoznate funkcije: 



Ф(з) = e 4 x (s). 

(9.2.13) 

Na osnovu (9.2.13) jednačina (9.2.11) s 

e svodi na 


(T- 

ds' 2 

- 2 s-j- + 2n x )x(s) = 0, 
ds 

(9.2.14) 

gde smo definisali 

def 2 E 

2n x = 1 

Tiuj 

(9.2.15) 


(n x je za sada nepoznata realna konstanta, biunivoko povezana sa E). 

Jednakost (9.2.14) je standardna diferencijalna jednačina, dobro poznata u teoriji specijalnih 
funkcija; daje rešenje konačne norine ako i samo ako je n x nenegativan ceo broj. Odgovarajuća 
rešenja 

x(s) = const H nx (s), n x = 0, 1, 2, ... (9.2.16) 

su tzv. Herrnite-ovi (čitati: hermitovi) polinomi (n^-tog reda) 


Hn.(s) * (-1)"'е' 


d " ' 

ds Tlx 


n. 


0 , 1 , 2 ,... 


Prvih nekoliko Hermite-ovih polinoma glasi: 


(9.2.17) 


H 0 (s) = 1 , Нфз) = 2 s, H 2 (s) = -2 + 4s 2 , H 3 (s) = -12s + 8s 3 , (9.2.18) 

H 4 (s) = 12 - 48s 2 ± 16s 4 , H 5 (s) = 120s - 160s 3 + 32s 5 . 

Kada se vratimo na ф(х) = ф(б(х)) dobijamo diskretne svojstvene vektore od H x u C‘ 2 (x): 


ФпЛх) 


у/2 Пхп~\ 


ти) 

e 2?» 



(9.2.19) 


Odgovarajući diskretni energetski nivoi slede iz (9.2.15) kada je rešimo po E: 


Е Пх — (n x + C)hio . 


(9.2.20) 


Ispostavlja se da funkcije ф Пх ( х ) lL (9.2.19) čine kornpletan ortonorrnirani bazis u £ 2 (ж); 
dakle, H x irna čisto diskretan % prost spektar. 
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Zadatak 9.2.1 Proveriti sve ispuštene međukorake. 

Zadatak 9.2.2 Rešiti svojstveni problem od H x (datog sa (9.2.9)) u impulsnoj reprezentaciji. (Indikacija: Isko- 
ristiti rezultate ovog paragrafa na osnovu skoro simetrične zavisnosti H x od p x i od х.) 

Zadatak 9.2.3 U osnovnom stanju linijskog oscilatora izračunati ( х ), (p x ), Ах, Ap x i pokazati da je to stanje 
minimalni talasni paket. 

Svojstvene vrednosti hamiltonijana linijskog oscilatora niogu se dobiti ne sarno izloženim 
metodom, nego na još dva načina. Jedan je Heisenberg-ov matrični rnetod (istorijski najstarije 
rešenje), koji polazi od zakona kretanja u Heisenberg-ovoj slici i rešava problern spektra harnilto- 
nijana u energetskoj reprezentaciji. Drugi je Dirac-ov metod druge kvantizacije*' 2 ' 1 u kom se ћло 
tretira kao kvant ekscitacije koji se na bozonski način kreira iz osnovnog stanja kao vakuuma. 
Proučićemo ovaj prilaz u giavi 9.2.11. 


9.2.4 Rešenja za trodimenzionalni harmonijski oscilator 

Iz svega prethodnog sledi da hamiltonijan H dat sa (9.2.3) ima čisto diskretan spektar, koji glasi: 

n = 0, 1, 2, ...n c = n x + n y + n z . (9.2.21a, b) 


E n — (n + ~)hoj 


Zadatak 9.2.4 Pokazati da je multiplicitet n-tog nivoa: 

dim V(E n ) = — (n + l)(n + 2). 

Svojstvene funkcije hamiltonijana (9.2.3) u х, у, 2 -reprezentaciji glase 



(9.2.22) 


(9.2.23) 


9.2.5 Metod separacije sfernih polarnih koordinata 

U sfernim polarnim koordinatama hamiltonijan (9.2.3) glasi 


H 


ћ 2 д , 2 д . 

: — ( ' - — 

2 mr 2 дг дг ' 


moj 


2 mr 1 


2 


(9.2.24) 


(u £ 2 (r) ® £ 2 (0)). U punoj analogiji sa hamiltonijanom vodoniku sličnog atoma, možemo pri- 
meniti metod separacije varijabli i tako doći do bazisa od svojstvenih vektora 


( (рвг | nlm) = R n i(r) l) ra (0, +) 


(9.2.25) 


(pišerno R da bisrno ove radijalne funkcije razlikovali od njihovih pandana u vodoniku sličnom 
atornu) . Funkcije (9.2.25) odgovaraju svojstvenim vrednostima 

3 

E n = (nP-)tuv 

9.2.ip 0 gelji videti str. 90-92 u knjizi iz 9.1.3. 


(9.2.26) 
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(n, kvantni broj energije, isti je kao u (9.2.21), ali sad se n q , q = х, у, z ne pojavljuju). 

Nećemo izračunavati vid radijalnih funkcija R n i(r). Samo ćerrro postaviti sledeće pitanje: Koje 

vrednsti za l mogu da se pojave zajedno sa datim n (pitanje kompatibilnosti vrednosti kvantnih 
brojeva)? Odgovor nam je potreban već i za to da znamo kako da prebrojavamo vektore | nlm) 
u pomenutom bazisu. 


9.2.6 Parnost energetskih nivoa 

Bacirno pogled na vid svojstvenih funkcija hamiltonijana linijskog oscilatora, tj. na (9.2.19) 
i (9.2.17) i zapitajmo se da li ove funkcije imaju određenu parnost. Iz (9.2.10) se vidi da se 
х —> —х svodi na s -+ —s, a primeri (9.2.18) sugerišu da Н Пх (s) irna pamost (— 1)" ж . Gledajući 
(9.2.17) i imajući u vidu da je j- neparan operator, te da je operator čija je pamost (—1) Пх , 
zaključujemo da stvarno svaka funkcija Н Пх (s) ima parnost (— 1)" ж . Iz (9.2.19) vidimo da i 
ф Пх ima istu parnost (—1)" I: . Dakle, (nedegenerisani) energetski nivoi linijskog oscilatora imaju 
određenu parnost i to parnost kvantnog broja energije. 

Pitarno se da li i energetski rrivoi trodimenzionalnog harmonijskog oscilatora irriaju određenu 
parrrost. 

Iz (9.2.23) možemo odmah da zaključimo da svojstvena funkcija фп х ,п у ,п г (x,y,z) zaista irna 
određenu parnost i to (—\) n *+ n v+ n * = (—l) n . Tako da i u ovom slučaju imamo isti zaključak: (de- 
generisani) energetski nivoi harmonijskog oscilatora imaju određenu parnost i to parnost kvantnog 
broja energije. Dmgim rečima, kako god odabrali svojstveni vektor | Ф) € V(E n ) (neka linearna 
kombinacija funkcija (9.2.23) sa fiksiranini n), imamo J p | ф) = (— 1)" | ф). 

Sad rnožemo da se vratimo pitanju iz prethodnog paragrafa. Vektor | nlrn ) irria parnost 
(— 1) г (jer je to parnost sferrrog harmonika iz (9.2.25)). S druge strane, zaključili srrio đa iz 
II | nlm) = E n | nlrn) sledi da je parrrost vektora | nlrn) jedrraka (— l) n . Dakle, l i n rnoraju 
imati jednaku parnost ili, drugim rečima, za dato n dolaze u obzir sarno vrednosti za l iste 
parnosti kao što ima n. 

Ne možemo ovako jednostavnim rezonovanjem doći do kompletnog odgovora na postavljeno 
pitanje. Sada ćemo formulisati potpuni odgovor (a dokaz ćemo dati tek u glavi 11). 

Za n parno, moguće vrednosti za l: 

l = n, n — 2, .... 0 (~7j~ vrednosti); (9.2.27a) 

Za n neparno, imarno 

l = n, n — 2 , .... 1 (~lj— vrednosti). (9.2.27b) 


Zadatak 9.2.5 Dokazati da je broj mogućih vrednosti za l kada je dato n, zaista kao što je dato u zagradi u 
(9.2.27). 

Dakle, sa potpune klasifikacije stanja (j n x n y n z )\n x , n y , n z = 0, 1, 2, ...} možemo da pređemo 
na potpunu klasifikaciju stanja {| nlm ) \m = —l, —l + 1 , I = n, n — 2 , ...; n = 0, 1 , 2 , ...}. 

Zadatak 9.2.6 Prodiskutovati sličnost između dve pomenute potpune klasifikacije stanja za trodimenzionaliii 
harmonijski oscilator s jedne strane, i ravnih i sfernih talasa sa druge. 
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9.2.7 Energetska reprezentacija 

U § 2.9.5 definisali smo pojarn energetske reprezentacije, ali sve do sada nismo irnali sasvirn 
adekvatan prirner za ilustraciju tog pojma. (Primer iz prethodnog odeljka nije sasviin adekvatan, 
jer hamiltonijan vodoniku sličnog atoma ima i kontinualan spektar, pa se ne uklapa u ograničenja 
na čisto diskretni spektar koje smo učinili u § 2.9.5 — doduše, razlog za ograničenja je samo 
jednostavnost.) 

Rezimirajući rezultate ovog odeljka, možemo reći da harmonijski oscilator u tri dimenzije 
daje (bar) dve energetske reprezentacije. Jedna je 

{| n x , n y , n z ) I n q = 0, 1, 2, ...; q = х, у, z} C % 0 , (9.2.28 a) 

a druga 

(| nlm) \ m = —l, —l + 1 , I = n, n — 2, ...; n = 0, 1, 2, C 'Н 0 . (9.2.29a) 

Potpuni skup kompatibilnih opservabli koji definiše (9.2.28a) као svoj zajednički svojstveni 
bazis glasi: 

H x ,H y ,H z , (9.2.28 b) 

a za (9.2.29a) analogni skup je 

H,i z ,l z . (9.2.296) 

U (9.2.286) H = H x + H y + H z ne pripada potpunom skupu opservabli, ali jeste njihova 
funkcija, analogno kao što u slučaju slobodne čestice H = T = ^ ne pripada potpunom skupu 
px,P y ,Pz koji definiše ravne talase (uporediti Zadatak Z 9.2.6). 


9.3 Identične čestice i kvantne statistike 

U ovom odeljku ćeino započeti izučavanje implikacija veoma fundamentalne ijednostavne činjenice 
da se elementame čestice u prirodi pojavljuju u (manjem ili većem broju) potpuno nerazličivih ili 
identičnih primeraka. Pokazaćerno kako dosledno kvantnomehaničko opisivanje sisterna od više 
identičnih čestica iziskuje važenje jednog novog superselekcionog pravila, koje ćerno formulisati 

u vidu VIII (i ujedno posledrrjeg) postulata kvantne rnehanike. 

Pri proučavanju sistema identičnih čestica od osnovnog je značaja reprezentacija grupe per- 
mutacija 5W (koja perrnutuje N identičnih čestica) u %^] N . Matematički tretman operatora 

permutacija biće izložen dosta detaljno, jer je neophodan ne samo za kvantitativno opisivanje 
identičnih čestiea u prostoru stanja sa određenim brojem čestica (tj. u tzv. formalizmu prve 
kvantizacije), nego i za razumevanje formalizma druge kvantizacije (glava 11), u kome se pome- 
nuti sistemi opisuju u prostoru stanja u konie broj čestica uzima sve moguće vrednosti. 

9.3.1 Pojam identičnih čestica 

Jednu od čudesnih i svojevresnih pojava mikrosveta, bez pandana u klasičnoj fizici, nalazimo u 

ројпш identičnih ili narazličivih čestica. Osobina identičnosti znači da čestice nemaju nijedne 
inherentne ili a priori osobine po kojoj bi se razlikovale dve od njih, osirn ako su u različitorn 
stanju (što ubrajamo u spoljašnje, promenljive, a posteriori osobine). 
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Na primer, svi elektroni su identične čestice. Dok svaka dva klasična objekta možemo da 
razlikujerno po nekoj osobini (ako dovoljno pažljivo vrširno posmatranja) , svaka dva elektrona 
su potpuno jednaka po svojim inherentnirn, tj. stalnim i nepromenlj i vim osobinama. Takvih 
osobina u stvari irna sarrio nekoliko: rnasa, električni naboj , spin, orbitni i spinski girorriagnetski 
faktor itd. 

Pojam identičnih čestica je od važnosti samo za elementarne čestice. Ako vodimo računa o 
identičnosti elementarnih čestica, saniim tiin smo u potpunosti uzeli u obzir i identičnost složenih 
kvantnih sistema. Nairne, identični složeni sistemi se sastoje od identičnih elementarnih čestica, 
a identičnost je od važnosti upravo u kontekstu kompozicije čestica u složene sisteme. 

Postavlja se pitanje da li kvantnornehaničko opisivanje sistema složenog od više identičnih 
čestica rnože biti isto kao u slučaju različivih čestica, koji srno do sada proučavali. 

Oduiah se narneće odgovor da bi svaki operator koji riije sirnetričan u ođnosu na identične 
čestice, tj. koji, na neki načiri, "razlikuje” nerazličive čestice, rnorao biti lišen fizičkog smisla. 
Međutirn, II Postulat o opservablama (§2.1.3) u principu pridaje fizicki srnisao svakoj opservabli 
u prostoru stanja kvantnog sistema. Znači, preostaje samo mogućnost da pogodno odaberemo 
prostor stanja (uporediti kraj od § 7 . 5 . 3 ). 

U narednim paragrafima ovog odeljka naći ćemo načina da formulišemo novi (i poslednji) 
postulat kvantne mehanike, koji će ideju identičnosti čestica inkorporirati u kvantnomehanički 
formalizam na logički prihvatljiv, i eksperimentalno potvrđen način. 

Ali rnorarno poći od (intuitivno nabačenih) sirnetričnih operatora, jer se oni neposređno na- 
dovezuju na ideju nemogućnosti razlikovanja čestica. Analiziraćemo ovaj pojarn prvo za dve 
identične čestice, a zatiin za N identičnih čestica. 


9.3.2 Simetrični operatori za dve identične čestice — al- 
gebarska definicija 

Da bisrno sirnetrične operatore (opservable i transforrnacije simetrije) precizno definisali, ograničirno 
se za sada na dvočestični orbitni prostor stanja Ћу] = ® Hlf. 

Definiširno izomorfizam J 2 Č\ orbitnog prostora stanja prve čestice %f na analogni prostor 
druge čestice %f sledećim preslikavanjem bazisa na bazis: 

Joii |ri)=|r 2 d = ri ),v ri (9.3.1) 

(tj. lik u %f Ј е određen istirn vrednostima koordinata kao što ih irria prolik | ig ) u %f). Kaže 
se da su operatori A\ u 'H < f > i Л 2 u ekvivalentni po jff ако 9-ЗЛ 

Л 2 = J^Aj^J 1 . (9.3.2) 


Zadatak 9.3 .1 a) Pokazati da se isti izomorfizarn Ј$_ л rnože ekvivalentno definisati pornoću (uopštenog) 

svojstvenog bazisa impulsa na sledeći nečin: J^i I Pi > =| P 2 = f Pi >,Vpi (tj. analogno kao u (9.2.1)) i 
pokazati da su osnovni skupovi opservabli ri,r 2 u i г 2 ,Г 2 u ekvivalentni po J^i- 

9 ■ 3 ' 1 Izorriorfizam J^i se na isti način definiše i za različive čestice. Nairne, neidentične čestice takođe rnogu biti 
u ”istom”. stanju, to u stvari znači da su čestice u stanjima izomorfnim po г . Zato smo u §2.6.6 govoriii o 
ekvivalentnim (baš u odnosu na J ^_ - f ) orbitnirn prostorirna stanja za različite čestice. 
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b) Pokazati da su i drugi osnovni operatori kao \i,J0 i Ј0 takođe ekvivalentni po Ј.0_\ sa svojim pandanima 

1 +(p) -t(v) 

* 2 , J-2 -,J2 ■ 

Praktičnije je umesto sa Ј 2 ф., koji preslikava prostor stanja jedne čestice ria prostor stanja 
druge, koristiti se tzv. operatorom izrnene (engleski: exchange operator, čitati; eksčejnđž oupe- 
rejte). On je definisan u dvočestičnom prostoru tako da u svakom nekorelisanom faktoru 
uzajamno zarnenjuje faktor-vektore. Drugirn rečima, obeležavajući operator izurerre sa E, irnarno 

po definiciji 

E(\ Гј )<g) | r 2 )) = (J^ | r 2 )) ® (Ј^ф | Г] )), Vr 1} r 2 . (9.3.3) 


Zadatak 9,3.2 Pokazati da za svaki nekorelisani vektor ili nekorelisani uopšteni vektor | ф± )<g) | ) u %y] važi 

E(\ w - L )® | ф 2 )) = 0EJ 1 | ф 2 )) 0 (jiŽi | фг )). (9.3.4) 

(Indikacija: Razviti | ф\ ) i | ф 2 ) po bazisima {| ri ) | Vr^ } odnosno {| r 2 )|Vr 2 } i iskoristiti (9.3.3) i bilinearnost 
direktnog proizvoda.) 


Operator kinetičke energije za dve identične (ili neidentične) čestice glasi 


+ 


P i 


P| 


2 rn 2 rn 


(9.3.5) 


Zadatak 9.3.3 Pokazati da važi 

Е(Тг + T 2 )£ , ~“ 1 = T L + T 2 . (9.3.6a) 

Jedrmkost (9.3.6a) je očigledno ekvivalerrtna sa 

[ X) +f 2 , f ] = 0. (9.3.65) 

Operator dvočestične interakcije Vi 2 za dve identične čestiee takođe uvek (kako god eksplicitno 
glasio) zadovoljava analogone od (9.3.6): 


EV 


V 12 ++(\0E]=O. 


(9.3.7a, h) 


Analogno važi za operator prostorne inverzije j 
Za bilo koji operator B u prostoru stanja % 


(p) 


(o) 

12 


0 Ј.фг vremenske inverzije Ј-ф 0 Јф ■ 

dve identične čestice kaže se da je sirnetričan 


operator ako 

[B,E] = 0 


(9.3.8) 


9.3.3 Simetrični operatori za dve identične čestice — geo- 
metrijska definicija 

Mi srno u (9.3.8) sirrretrične operatore karakterisali algebarski, tj. rijihovirrr korrrutaciorrim odno- 
sorri sa operatorom izrrrerie E. Sada ćerno proučiti geometrijsko rraličje ove đefinicije. 
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Operator izrnene je oeigleđno involutivan i stoga ne sarno unitaran operator (transformacij a) , 

već je i opservabla (uporediti analogni slučaj sa j p u dokazu teorerne T 8.1.3). Opservabla E 
ima svojstvene vrednosti 4-1 i — 1 i definiše svojstvenu dekompoziciju 


(9.3.9) 

Vektori | ф \2 ) G H 12 koji zadovoljavaju svojstvenu jednakost E | p ! i 2 ) =| Ф \-2 ) nazivaju se 

simetrični vektori, a vektori | ф 12 ) £ Ki 2 koji su rešenja jednačine E | ф 12 ) = — | ф\ 2 ) 
antisimetrični vektori. Odgovarajući svojstveni potprostori V e , odnosno V a , nazivaju se kratko 
simetrični, odnosno antisimetrični potprostori 

Zadatak 9.3.4 Pokazati da u kvantnomehaničkom problemu dve čestice, kada pišemo 'hj} = Есм ® 'b ! RC --. 
(uporediti (4.5.19)), ako je m\ = m 2 važi: 

Е = 1см®Ј^1 Vs = Псм 0 v| p) , V a = Псм 0 vi p) , (9.3.10 a,b,c) 

gde je 1см identični operator u %см ђ J^< je operator prostorne inverzije za relativnu česticu, a V.i p) su svojstveni 
potprostori od Jj^l j koji odgovaraju svojstvenim vrednostima dbl. 

Obeležićemo sa Š i A projektore na V s . odnosno na V a , tj. svojstvene projektore od E koji 
odgovaraju svojstvenirn vrednostima +1, odnosno — 1. Irnarno: 


(9.3. 11a, b) 


Zadatak 9.3.5 а) Dokazati da su Š i A projektori, i to komplementarni (tj. đa su ortogonalni i da se sabiraju 
u identični operator I). 

b) Dokazati da su S i A svojstveni projektori od E. 

Mi ćemo S i A nazivati simetrizatorom odnosno antisimetrizatorom 9 ' 3 ' 2 . Razlog za termin je 
u tome što proizvoljni vektor kad se projektuje sa S, odnosno sa A, postaje simetričan, odnosno 
antisimetričan vektor. 

Podsetimo se sad matematičke činjenice da linearan (ili antilinearan) operator B komutira. 
sa opservablom E ako i samo ako komutira sa svakim njenim svojstvenim projektorom, tj. sa S 
i A (S 2.4.2). A ovo je slučaj ako i samo ako su potprostori V s i V a invarijantni za B (S 2.4.3). 

Dakle, simetričnost operatora B u možemo ekvivalentno definisati zahtevom da su za B 
invarijantni kako simetrični potprostor V s , tako i antisimetrični potprostor V a . 

Zadatak 9.3.6 Pokazati da je dovoljno zahtevati da jedan od potprostora V s , V ffi bude invarijantan za B, onda 
je drugi nužno invarijantan. 

Na kraju ovog paragrafa proširimo dobijene rezultate na ukupne prostore stanja. Definišimo 

izomorfizam Ј 2 ф.\ spinskog faktor-prostora ?0 na 10 (si = s 2 = |) pomoću standardnih 
bazisa: 

J 2 0 | ±)г =| ±) 2 . (9.3.12) 

9 * 3 * 2 U nekirn udžbenicima kvantne mehanike simetrizator i antisimetrizator se definišu bez faktora ~ (odnosno 
bez faktora ^ u slučaju N čestica). 


Š = \(I + E), a = ~ (I — E) 


-i Л°) 
ri i2 


v s 0 v a 
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Onda je očigledno da je J-t-i == jf-i ® J-P i (pišemo Јц -i umesto јР\) izomorfizam ukupnog 
prostora stanja prve čestice = %f 0 %f na analogni prostor druge čestice %f . 

Operator izrnene E onda možemo proširiti na ukupni prostor %f dve identične čestiee 
(pišerno opet E umesto ЈО“)) : 

E{\ Vi )® I '02 )) = JjU | Ф2 ) ® Ji^i | Pi ), (9.3.13) 

i to za svaka dva vektora | pi ) £ %f | O 2 ) £ %f ■ 

Citaocu je verovatno očigledno da su sad potpuni skupovi opservabli ri,pi,ši i Г 2 , P 2 , Š 2 
ekvivalentni po Ji*^i- 

Po definiciji, operator B u %ćf je simetričan ako komutira sa ukupnim operatorom izmene: 

[B,E] = 0 . ( 9 . 3 . 14 ) 


9.3.4 Simetrični operatori za N identičnih čestica 

U ovom paragrafu uopštićemo rezultate paragrafa § 9.3.2 na složeni kvantni sistem od N identičnih 
čestica. 

Neka je IĆćIn = Pf ® • • • 0 %f ■ Za svaka dva različita indeksa i < j < N postoji 

izomorfizam Јј А * prostora %f na definisan kao u § 9.3.2. Ovakvih izomorfizama između po 

dva faktor-prostora ima toliko koliko ima različitih parova indeksa 1, .... N. Taj broj je, kao što je 
poznato, jednak Ovi izomorfizmi su povezani tranzitivnoš&u, na primer Jk^jJj^-% = Jk<-i 

itd. 

S druge strane, za N čestica irnauio grupu od N\ permutacija (za N = 2 je N\ = 2, i ova 
grupa se sastoji od I i E). One se obično pišu 11 a sledeći način 


P 


1 2 

Pi P‘2 


N 

Pn 


Vp G Sn 


( 9 . 3 . 15 ) 


(za prolik i lik je Pi, koji je takođe broj od 1 do N). Sj у se naziva simetričnom grupom ili 

permutacionom grupom IV-tog reda. 

Zadatak 9.3.7 Pokazati da Sn može da se izomorfno reprezentuje u 'Hf N pridruživanjem 9 - 3 - 3 : 

p -N 'P : P | r 1; r 2 , . . . ,r N ) = f | r p -i,r p -i,. . . , r p -i }, Vri, . . . ,Vrjv, (9.3.16) 

gde je p~ l inverzna perrnutacija od p (a p” 1 je lik i po p” 1 ). 

Zadatak 9.3.8 Pokazati da je svaki operator P iz (9.3.16) unitaran u Tlf N . 

9 ' 3 " 5 Za dokazivanje pomenute izomorfnosti ključno je da se uoči da je P | . . . ,r Pi , . . .), a ne recimo | . . . , r„ .... 

Nairne, premisa definicije (9.3.16) je da je na levoj strani od (9.3.16) zadat riaein kako se svakom г = 1, . . . fN 
pridružuju po tri realna broja r ? : na desnoj strani od (9.3.16) onda irnarno složeno pridruživanje (složenu funkciju) 
т р -г . Na levoj strani od P | . . . , r Pi , . . . ) = ... dato pridruživanje je već složeno: prvo se na i prirneni p ! , pa se 

tek onda uzme r p >_ po prethodno zadatom presiikavanju i » r ? . Znači, nezavisno promenljiva je i i na nju treba 

primeniti p~ l . Pridruživanje p -* P dato sa (9.3.16) specijalni je slučaj izomorfnog prenošenja transformacija iz 
domeria funkcija na skup funkcija: Tf(s)) = f /(T _1 s). 
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Zadatak 9,3,9 Neka je {| n ) i | Vn} bazis u T-pp i prenesimo ga izomorfizmima đj<-i (j = 2, . . . ,N) u ostale 
jednočestične prostore. Uz | n)j d = đj<-i | n)i, bazisi u faktor-prostorima daju bazis {| n± )i . . . | пдг)л г | Vn^} u 
т. Pokazati da važi 


P | ni )i . . . | TlN )i 


def 


def 


-i 1 


l N 


gde je na primer n određena vrednost kvantnog broja n, i to ona koja je na prvom mestu itd. 


(9.3.17) 


Neka je рц transpozicija indeksa i i j (specijalni slučaj permutacije), 1 < i < j < N. Onda 
(9.3.16) daje za odgovarajući operator Р^: 

Ћј | • ■ 5 F j , . . . , Г j , . . . ) =| 

(jer p~ l = p ). Naravno, rnožerno takođe da pišerno 

Pij | ■ ■ ■ , . ... Тј, <g> jV | Гј ) ® . . . <g> | Гј ) ® . . . (9.3.19) 

(radijus vektori koji nisu ispisani ostaju nepromenjeni). 

Pošto se svaka permutacija faktoriše u transpozicije, svaku od N\ permutacija možemo suk- 
cesivnom primenom (9.3.19) da izrazirrm pomoćii VNzll izomorfizama Jj^i između po dva 

faktor-prostora. (Ali to nije sasvim jednostavno napisati u jednoj formuli, jer više transpozicija 
može da deluje na isti indeks.) 

Dakle, ovirn putern uopštavamo ” izjednačavanje” i-te i j-te eestice (na šta se svodi uloga od 
Jj<-i) na N čestica. Osrmvni skupovi opservabli fi,pi,ši, r 2 , p 2 , š 2 , . . . r N , p N , š N su ekvivalentni. 

Isto tako i drugi operatori u faktor-prostorima koji su iste funkcije osnovnog skupa opservabli 
(ili se algebarski jednako odnose prema njima, kao što su J p i J v ), 

U harniltonijanu 

N 

i=l i<j 

N identičnih čestica svi operatori kinetičke energije 7) su jednake funkcije osnovnog skupa op- 
servabli i svi operatori đvočestične interakcije su takođe jednake funkcije parova osnovnih 
opservabli f i; p, : , šp r ? -, p ? -, šj. Kao što srno rekli, dotični operatori su stoga ekvivalentni i hamil- 
tonijan zadovoljava 

PHP 1 = H -ФФ- [H, P] = 0, Vp G S N (9.3.21) 

(to važi i posebno za ukupni operator kinetičke energije i posebno za ukupni operator interakcije). 
Analogne relacije važe za ukupne aditivne operatore kao što su L = Yli=i U S = 

J = Y<i ji> kao i za multiplikativne operatore kao što su jj P j jN = i jj\j. N = ®i=\jj u>> - 

Za neki operator B u iPp N kaže se da je sirnetričan operator ako kornutira sa svim perrnu- 
tacijama, tj. ako važi 

[B, P] = 0, Vp G S N 

(P reprezentuje p u preko pridruživanja (9.3.17) ili (9.3.16)). 


(9.3.20) 


H 




(9.3.18) 


(9.3.22) 
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9.3.5 Simetrični operatori za N identičnih čestica — geo- 
metrijska definicija 

Što se tiče geometrijske karakterizacije iV-čestičnih simetričnih operatora, potprostori V s i V a iz 
paragrafa § 9.3.3 uopštavaju se u tzv. potprostore maksimalne simetrije, a to su u stvari višestruki 
ireducibilni invarijantni potprostori 9-3 - 4 za permutacionu grupu S^, zapravo za iijenu reprezen- 
taciju u H\ u l N . Ovi potprostori se definišu u punoj analogiji sa odgovarajućim potprostorima za 
rotacionu grupu 9-3-0 , tj. sa potprostorima koje smo u §6.3 nazivali ”ormari sa fiokama” . 

Za N = 2. postoje samo dva ovakva potprostora: V_, i V e . Za N = 3 ima ih više, ali nas će 
stvarno zanimati sarno direktna uopštenja od V. s i V a . 


Za vektor ф) E 'H\ U NN kaže 

: se da je simetričan ako je 



P | yj ) — | yj ), Vp g 

(9.3.23) 

dok se aniisirnetrični vekiori i 

ф ) e 'Н^Ут definišu jeđnakostima 



Р\ф) = (-1У\ф), VpeS N , 

(9.3.24) 


gde je (— l) p tzv. pamost 9 ' 3-6 permutacije p. U literaturi se ponekad u istom smislu govori o 
potpuno simetričnim i potpuno antisimetričnim vektorima (”potpun”, kao i ” maksimalna” u 
9.3.4, iskazuje da se radi o celoj grupi S N , a ne o njenoj podgrupi). 

Skup svih sirnetričnih vektora u je tzv. simetrični potprostor V a , a svi antisimetrični 

vektori sačinjavaju tzv. antisimetrični potprostor V a . 

Projektor na V s nazivaćemo simetrizatorom i obeležavaćerno ga sa S. On glasi: 


л г ! Z^peSjv 


P 


(9.3.25) 


Projektor A na antisimetrični potprostor V 0 nazivaćemo antisimetrizatorom. On irna vid 


i 


m 


Y,„es,i-n p P 


( 9 . 3 . 26 ) 


Zadatak 9.3 .10 Dokazati da su 5 i A projektori i to uzajamno ortogonalni. 

9,3,4 Pridev ”maksimalna” ovde označava da se radi o celoj permutacionoj gruph a ne o nekoj njenoj pravoj 
podgrupi (što se takođe ponekad koristi). 

9,3,0 Rotaciona grupa je beskonačna Lie-eva grupa sa (hermitskim) vektorskim generatorom K. A permutaciona 
grupa Sjy je konačna grupa. Analogija je u rezultatima: u ”ormarima”i ”fiokama”, u dimenzionalnim odno- 
sima, ekvivalentnostima, itd. Samo dobijanje dotičnih potprostora je u slučaju konačne grupe sasvim drugačije. 
Definišu se neposredno sami projektori na ormare i fioke i. to kao linearne kombinacije samih operatora koji. 
reprezentuju transformacije iz dotične konačne grupe. Koeficijenti su pri tome u slučaju ”ormara” vrednosti 
karaktera ireducibilne reprezentacije, a u slučaju ”fioka” matrični elementi standardne reprezentacije (i jedno i 
drugo kompieksno konjugovano), 

9,3,6 Kao što je poznato u teoriji simetrične grupe Sjy , faktorizacija permutacije u transpozicije je nejednoznačna, 

čak je i broj faktora nejednoznačan, ali parnost broja faktora jeste jednoznačna i ona se naziva parnošću permu- 
tacije i piše (— l) p . Dakle, (— l) p = d=l. 
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Zadatak 9.3.11 Dokazati da je oblast likova simetrizatora prostor V s : 

R(Š) = V s . (9.3.27) 

(Indikacija: Pokazati prvo V s C R(Š) primenom S na simetrične vektore. Zatim pokazati R(Š) C V s dernonstri- 
rajuei da je š | ф ) € V s , V | ф ) 6 kŠfiV-) 

Zadatak 9.3.12 Dokazati 

R(A) = V a . (9.3.28) 

Pošto simetričan linearni operator B (po definiciji) komutira su svakim operatorom permu- 

tacija P, a S i A su linearne kombinacija tih operatora, B komutira i sa S i A. Projektori na 
ostale potprostore maksimalne simetrije, obeležimo ih sa M q , q = 1, 2, . . . , Q, su takođe lineame 
kombinacije operatora P (videti 9.3.5 i možda referencu u 8.3.10), pa B komutira i sa svakim 
od njih. Staviše, i projektori na potprostore koji su analogoni od Vfc m potprostora (na ”fioke” iz 
C6.2) su takođe linearne kombinacije operatora P, te B komutira i sa svakim od njih. Dakle, svi 
odgovarajući potprostori su invarijantni za B, tj. B se redukuje u svakom od njih. I operatori 
koji su analogoni ođ K± iz §6.3 (tj. operatori koji preslikavaju jednu ”fioku” na drugu unutar 
istog ”ormara” takođe su linearne kombinacije operatora permutacija P, te B kornutira sa njinia. 
Stoga se B u svinr ”fiokama” istog ”ormara” redukuje u uzajamno ekvivalentne operatore. 

Izloženi potreban uslov da se linearan operator ako je simetričan redukuje u svakom analogonu 
Vkm potprostora i to u ekvivalentne operatore je i dovoljan uslov za simetričnost operatora B. 
Stoga ovaj uslov predstavlja geometrijsku definiciju sirnetričnog linearnog operatora. 

Pokazaće se da su za nas od važnosti u stvari sarno V s i V a . U prvom se reprezentuje 
identičnom reprezentacijorn p —> / s ,Vp G S,v; a u drugorn tzv. alternativnorn (ireducibilnorn) 
reprezentacijom p -> (— l) p / 0 ,Vp G Sn- Znači, homornorfni likovi od Sn su Abel-ove grupe 
{I a } odnosno {I a , — / в }, stoga, kao što je poznato, svaki njihov ireducibilni potprostor mora biti 
j ednodimenzionalan . Drugirn rečima, V s i V a irrmju samo po jednu ”fioku”. 


9.3.6 Postulat o identičnim česticama 

Detaljno smo proučili matematički sadržaj simetričnosti linearnog operatora B i na inala vrata 
smo provukli ideju da se nekako moramo ograničiti na simetrične operatore pri opisivanju sistema 
identičnih čestica. Krajnje je vreme da precizno regulišemo logički status pomenute nove ideje 

u kvantnoj mehanici. 

Zadatak 9.3. 13 Neka su M qi q = 1, 2, . . . , Q, projektori na ostale potprostore maksimalne simetrije (ne na V s i 
V a ). Pokazati da za svaki izbor realnih brojeva d s ,d a ,d qi q = 1 , . . . , Q, opservabla 

Q 

D đ = d s Š + d a A + Д, (9.3.29) 

q=l 


komutira sa svakirn simetričnim operatorom B u u ^ n . 

Citaocu koji se dobro seća naše diskusije povodom superselekcione opservable celobrojnosti 
(§ 7.5) sad već mora biti jasno da je opservabla D superselekciona opservabla za sistem od N 
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identičnih čestica, zvaćemo je superselekciona opservabla maksimalnih simetrija 9:i ' 7 . To znači da 
se prostor stanja %D..n rnora ograničiti ria jedari od svojstvenih potprostora od D, tj. na jedan 
od potprostora maksimalne simetrije. Naime, u smislu K 7.5.1 (i rezimea ispod toga), sistem od 
N identičnih čestica mora uvek da ima jedriu određerru svojstverru vredrrost od D, i ona ne rnože 
nikad da se promeni ni spontanom evolucijom sistema niti merenjem. 

Kao što smo napomenuli u §6.10.1, čestice sa polucelim spinom s nazivaju se fermioni, a 
čestice sa celobrojnim spinom s bozoni. A sad možemo da formulišemo poslednji postulat. 


VIII POSTULAT O IDENTICNIM CESTICAMA 

a) Prostor stanja sistema od N identičnih bozona je V s , prostor svih sirne- 

tričnih vektora u %D n- 

b) Prostor stanja sistema od N iderrtičnih ferrrriona je V a , prostor svih 

antisimetričnih vektora u 


Kao što vidimo, prostor stanja sistema od N identičnih čestica nije ceo već samo jedan 

njegov potprostor maksimalne simetrije. Sarno V, i V a imaju fizičkog smisla i to kao bozonski 
odnosno fermionski prostor, kao što ćemo ih zvati. 

Ako se setimo sadržaja Postulata o stanjima, onda Postulat o identičnim česticama možemo 
da formulišemo i na sledeći način: Cisto stanje sistema od N identičnih bozona se nužno opisuje 
simetričnim vektorom i obratno, svaki iV-čestični simetričan vektor u %i2.n u principu opisuje 
neko čisto stanje pomenutog sistema. Analogno, čisto stanje sistema od N identičnih fermiona se 
mora opisivati antisimetričnim vektorom i obratno, proizvoljan iV-čestični antisimetrični vektor 
11 n u principu opisuje neko čisto starrje pomenutog sisterrra. 

Dakle, Postulat VIII, koji možemo nazvati i superselekcionim pravilom maksimalne simetrije, 
dopunjuje Postulat I za slučaj kvantnog sisterna od N identičnih čestica. 

9.3.7 Bose-Einstein-ova i Fermi-Dirac-ova statistika 

Pošto se mešano stanje p = J2i w i I 'Фг )(Фг I jednog određenog kvantnog sistema niože sastojati 
sarrio od čistih stanja | фг ), i = 1,2, . . ., iz prostora stanja dotičnog sistema, za sistem od N 
identičnih bozona р rnora biti statistički operator koji deluje u V s - U ovom širem, statističkom 
smislu sadržaj Postulata VIII. A poznat je pod nazivom Bose-Einstein- ove statistike (” Bose” 
čitati: Bouz). Dakle, ansambl sistema od kojih svaki sadrži po N identičnih bozona opisuje se 
Bose-Einstein-ovom statistikom, tj. statističkim operatorom koji deluje u V s . 

Analogno, u širem, statističkom smislu Postulat VIII. B se obično formuliše tako da se ana- 
sarnbl kvantnih sistema od po N identičnih fermiona nužno opisuje tzv. Fermi-Dirac-ovom stati- 
stikom, a to će reći statističkim operatorom koji deluje u V a . Napomenimo, radi kompletnosti, da 
se ansambl sistema sa po N različivih (tj. neidentičnih) čestica opisuje tzv. Maxwell-Boltzmann- 
ovom statistikom, tj. statističkim operatorom koji deluje (u principu) u celom prostoru stanja 

9 * 3 * 7 Svojstvene vrednosti od D su potpuno nevažne, bitni su svojstveni projektori (ili svojstveni potprostori). Oni 
su, riaravno, ortogonalni i razlažu identični operator u 'H^ N : Š + i + Y^=i = /. 
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Zadatak 9.3.14 Objasniti u čemu je sleđeći iskaz pogrešan: Prostor stanja N identičnih bozona i prostor 
stanja N identičnih fermiona dobijaju se kao potprostori V s odnosno V a jednog te istog kompozitnog prostora 
Ji[ u ^ (8) ... (8) T~L^\ Rellrati objašnjenje sa § 2.6.6, 

Zadatak 9.3.15 Po čeniu se razlikuju fermionski prostor V a sistema od N elektrona i fermionski prostor V a 
sisterna od Л г protona? 


9.3.8 Fizički smisao postulata 

Videli smo na samom početku ovog odeljka da identične čestice imaju sve inherentne osobine 

potpuno jednake. Zaključili smo đa nijedna opservabla ne niože razlikovati ove čestice, tj. da 
sve opservable moraju biti simetrične. Izgieđa plauzibilno da i iV-čestična stanja \ ф) E ® 
. . . ® koja sa mogu ostvariti u prirodi ne razlikuju identične čestice, tj. da svih N čestica 
igra jednaku ulogu u | ф). Ova kvalitativna misao se iriože precizno izraziti tako da nijedna 
permutacija P ne sme da menja pravac koji definiše | ф) (setimo se da je skup pravaca V{%) 
pravi skup stanja u kvantnoj mehanici). 

Dovoljno je razmatrati transpozicije (jer množenjern transpozicija dobijarno sve permutacije). 
Svaki operator transpozicije Pij je unitarni operator i involucija, dakle i opservabla i to sa svoj- 
stvenim vrednostima ±1. Pokazali smo u leini L 7.5.1 da Р^ neće menjati pravac od | ф ) samo 
ako je | ф) svojstveni vektor od Pij. Prema tome nužno 

Pij | Ф) = ± | Ф), VPij. ( 9 . 3 . 30 ) 

Znači, u skupu stanja koja su dostupna sistemu od N identičnih čestica operatori svih transpo- 
zicija, a prema toine i operatori svih permutacija, svode se na brojeve, tj. imamo jednodimenzi- 
onalnu reprezentaciju simetrične grupe S^. U teoriji reprezentacija ove grupe poznato je da su 
jedine jednodimenzionalne reprezentacije ođ Sjy identična reprezentacija (p — > +1, Vp G Sjy) i 
alternativna raprezentacija (p — > (— l) p , Vp G Sn). Dakle, ovirn rezonovanjern zaključujemo da 
se u %V ® • - • ® %V moramo ograničiti na V, ili na V a ■ 

Da rezimiramo našu argumentaciju plauzibilnosti. Prirodno je da opservable ne sineju da 
razlikuju nerazličive čestice, tj. inoraju biti simetrične. Tb sa svoje strane iina za posledicu 
da postoji superselekciona opservabla maksimalne simetrije D = d s Š + d a A + Ylq = i d q M q , ili 
ekvivalantno, da se %V ® . . . ® %V mora zameniti nekim od potprostora maksimalne simetrije: 
V s = R(Š) ili sa V a = R(A) ili sa R(M q ), q = 1, . . . , Q. Da otpadaju svi R(M q ), a ostaju sarno 
V s i V a sledi iz toga što i stanja sistema ne srneju da razlikuju nerazličive čestice. 

Za tzv. vezu izm.edu spina i statistike , tj. za iskaz da baš bozonima odgovara V s , a fermionima 
V a , nema plauzabilnog objašnjenja unutar nerelativističke kvantne mehanike. 

9.4 Model nezavisnih čestica i Pauli-jev princip 

U ovom odeljku ćemo Postulat o identičnim česticama ugraditi u kvantnomehanički formalizam 
konstrukcijom osnovnih bazisa u bozonskom i fermionskom prostoru. Definisaćerno rnodel neza- 
visnih čestica (ili rnodel ljuski), koji predstavlja osnovni rnodel za sve kvantnomehaničke sisteme 
koji se sastoje od više identičnih fermiona, kao što je atomski omotač, jezgro, elektronski gas u 
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kristalu itd, U kontekstu ovog rnodela proučićemo Pauli-jev princip, kao i, u praksi veorna važnu, 
mogućnost njegovog formalnog narušavanja. 


9.4.1 * Bazis u bozonskom prostoru 

Postavlja se pitanja kako da na što prostiji i prirodniji način konstruišemo bazis u bozonskom 
prostoru V. s polazeći od proizvoljnog bazisa { | n) |Vn} u TČp . 

Teorem 9.4.1 a) Prenesimo bazis {| n )i|Vn} C TČp u ostale jednočestične prostore pomoću 
izomorfizama j = 2, . . . , N. Za dobijeni vektor | n)j = f đj<-i \ n )i € TČp govorićemo 
da je ”isto” stanje kao \ n)i 6 TČp , Уп; 

b) Formirajmo indukovani hazis 9A l {| ni ) | n-i) . ■ . \ n N )\Srii, i = 1,2,..., N} C TČp ®- . 

c) Izdelirno indukovani bazis u klase bazisnih vektora tako da su u istoj klasi svi vektori koji 

sadrže (kao faktore) istu kornbinaciju (sa ponavljanjem) jednobozonakih stanja. 

d) Uzirnamo zaiirn po jedan arbitraran bazisni vektor \ rii ) \ n 2 ) . . . | n N ) iz svake klase i 

konstruišimo 


| n.in 2 . . . n N ) = c ni ... nN Š | n i ) | n 2 ) . . . | n N ) = Nigm J2 pe s N P | п г п 2 . . . n N ) , 

(9.4.1) 

gde je riin 2 . . . n N jedna kornbinacija (sa ponavljanjern ) vrednosti kvantnog broja n jedno- 

bozonskih stanja, c ni ... nN je konstanta norm.ira.nja, a S je sim.etriza.tor. 

Tako smo u V s dobili bazis: 

( 9 . 4 . 2 ) 

Dokaz: * Pošto su | n\ . . . n,y ) likovi po S\ očigledno je da pripadaju oblasti likova od S, tj. da su 11 V 8 . Ako 

se (9.4.1) posmatra kao razlaganje vektora | ri\ . . . n,y ) po indukovanom bazisu iz b). onda je zbog pozitivnosti 
svih razvojnih koeficije nata očigiedno da je svaki vektor | n\ . . . пд/ ) nejednak nuli. Dokažimo ortogonalnost: 
( 71 1 . . .Tljsf | 71 ] . . — Jšfj£- ni ...n N Tl n , 1 ... n ' N J2p€S N ( n i | • • • (n N I P I nj )... I n' N } (iskoristili smo Š 2 = Š) 

~ E P esJ n i I n i = f П р- г ) • * • ( n N I n N = f п р - 7 1 ) ( oy de ~ znači: jednako s tačnošću do faktora; iskoristiii smo 

(9.3.17). Dalje, ”n” n p7 \ " znači: indeksu г(г = 1, . . . , N) pridmžirno indeks р^Чр ^ 1 !, . . . , š\ r ), a onda vrednost 
kvantnog broja " п / .... s ” (tj. u faktor-vektoru | n ! .... i ) uzmerno za vrednost kvantnog broja n". Pošto irnamo po 
pretpostavci dve različite kombinacije, za svaku permutaciju bar u jednom jednočestičnom skalarnom proizvodu 
( rij | n” A = nN i ) srešće se nejednaka, i stoga ortogonalna, jednovcestična stanja, i zato i skalarni proizvod u 

kompozitnom prostoru Ћ{ и ^ 0 ... (8) mora biti nula u svakom sabirku. 

Pokažimo sad da bi dva indukovana bazisna vektora | n\ ) . . . | пдг ) i | п[ ) . . . | n' N ) iz iste klase (videti d)) 
dale isti bazisni vektor u V s . Pošto oba vektora sadrže istu kombinaciju jednobozonskih stanja, možemo pisati 
| nj )... I n' N ) = Po I Ш )... | n N ), gde je P 0 neka permutacija. Pošto je ŠP 0 = E pe s« ^ 

(množenje svake grupe jednim njenim elementom reprodukuje tu grupu) i onda tačnost naše tvrdnje odniah sledi 

9 - /nl Kva.ntrii broj п^ je isti kao i kvantni broj n iz a). Indeks i. služi sarno isticanju činjenice da n u vek toru 

| rii ) G Ћ\ и \ nezavisno od ostalih jednočestičnih vektora prelazi sve vrednosti. 


{| П\П 2 . . . прт )| sve mzličite kombinacije sa ponavljanjem} 
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iz konstrukcije (9.4.1). 

Preostaje narn samo dokaz kompletnosti konstruisanog bazisa (9.4.2) u V s 
vektor | ф) € V s irmže razviti po (9.4.2). Razvijrno | ф) po indukovarrom bazisu iz b) u celom 'Н\ и ' > <g> . . . ® %jp- 


Dokažimo u tu svrhu da se svaki 


I V ) Eni ' ' ' ШјПг. 

E m • • • E, 


/(«) 

S | ф ): 


V) 


CK r, 


OLfi! ...n N I ni )* | n N )* Zamenimo to na desnoj strani od | ijj ) 

N Š | n i ) . . . | n N ) = Ј2п n * | п\ . . ,n N ). Opet smo iskoristili klase iz c); 


ЈПг * • ■ Z-^/riN ' л П1...пм^ \ •■'J- / • * • ! / z^m...n N 

K m n N je broj vektora u klasi koja odgovara kombinaciji n\ . . . n N . Q. E. D. 


Zadatak 9 . 4 . 1 * Neka je | ф ) e % {и ' 0 . . . ® i neka je | ф ) = Y ni ■ • • E njv a m-»uv I «i ) • • • I >bv ) razvoj 
ovog vektora po indukovanom bazisu iz Teorema T 9.4.1, deo b). Pokazati da je | ф) simetričan vektor ako i samo 
ako je 


Au) 


OLj 


1 ...n N ч Vp ^ S N . 


(9.4.3 a) 


(Pišemo skraćeno n Pi umesto n Pi \) 

Zadatak 9*4,2 * a) U Ti^ 0 ... 0 u indukovanom bazisu iz Teorema T 9.4.1, deo b) | гр) se reprezentuje 
brojnom kokmom (a ni ... nN ) kao što sledi iz Z 9.4.1 (ovde slogovi n\ 1 .... j n N od vrednosti kvairtnog broja n 
prebrojavaju brojeve u ” kolonr : u stvari nemarno koloriu, tj. dotični sistern brojeva nije potpuno uređen u niz). 
Pokazati da reprezentant od I u istorn bazisu deluje na sledeči način 


P: (oL ni ...n N ) ( a n P1 ...n PN ). (9.4.36) 

b) Objasniti kako se upravo rečeno uklapa u opštu šerrm prenošenja grupe transforrnacija iz oblasti nezavisno 
prornenljivih na skup funkeija (šema je data na kraju 9.3.3). 


9.4.2 Bazis od Slater-ovih determinati u fermionskom pro- 
storu 

Postavimo sad analogni zadatak kao u prethodnom paragrafu, ali ovoga puta za fermione. Pola- 
zimo opet od proizvoljnog bazisa {| n)i|Vn} C PČp i pokušaćemo da od njega dobijerno, na što 
jednostavniji i prirodniji način, bazis u fermioriskorn prostoru У а . 

Naravno, opet ćemo pre svega preslikati ovaj bazis u ostale jednofermionske prostore pomoću 
izomorfizama Dobićemo {| n)j = jj<-i | n )i|Vn} bazis u Ћ,ј 1 \ј = 2, ...,N. Bazisni 

vektor | n)j e Рј ' ) je ”isto” (zapravo izomorfno, tj. fizički ekvivalentno) stanje kao | n)\ G ■ 
Sledeći korak će opet biti formiranje indukovanog bazisa 

{ | П\ ) I n 2 ) . . . I n N ) i Vrii, i = 1,2,..., N} (9.4.4) 

u %P <8> . . . 0 . (Indeks na kvantnom broju nam omogućuje nezavisno variranje vrednosti.) 

U narednoui koraku, u analogiji sa (9.4.1), treba da projektujemo vektore iz (9.4.4) u У а . 
Međutirn, ovde nas čeka jedno iznenađenje, jedna specifičnost sisterna od N identičnih fermiona. 

Lema 9.4.1 Ako se u bazisnom vektoru | n\ ) | n-i ) . . . | n N ) iz (9.4-4) barjedno jednofermionsko 

stanje ponavlja, onda je 

A | rti ) | n 2 ) . . . | n N ) = 0. (9.4.5) 

Dokaz: Dakle, po pretpostavci, u | ri\ ) | ) . . . | n N ) irnarno bar jedrio ponavljanje istog stanja. Prepišimo, na 

osnovu toga, ovaj vektor u vidu ... | rij ) . . . | n,j ) . . pri čerriu su | П{ ) i | Пј ) ista stanja (tj. rij = Пј). Očigledno 

• • • i Пг ) • • • i Пј ) . . . = Рц . . . | ГЦ) . . . | Пј ) . . . , 


(9.4.6) 
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gde je Pij transpozicija stanja г -te i j-te čestice. Izračunajmo 

АРц = E i-^rPPiJ = -^E i-ir'P' = -A, 

" peSiv * " p'gSjv 

gde je P' = f РР^ј i (— l) p = — (— l) p (permutacija p' d = ррц ima jednu transpoziciju više negop, znači, suprotnu 
parnost broja transpozicija) . Opet srno iskoristili činjenicu da rnnoženje svih elemenata grupe jednim njenirn 
elementom daje tačno istu grupu (naravno, redosleđ elemenata se perrnutuje, ali to u zbiru riije važno). 

Iz dokazane operatorske relacije АРц = —A i (9.4.6) sad sledi: A ... | n* ) . . . | rij ) ... = АРјј ... | n* ) . . . | rij ) ... = 
—А... | n-i ) . . . | rij ) . . . = 0 (како među brojevima tako i među vektorima samo je nulti vektor jednak svorn 
negativnom). Q. E. D. 

Sad možemo da nastavimo konstrukciju bazisa u V a iz unapred datog bazisa u prostoru prvog 

fermiona. 

Teorem 9.4.2 Ograničivši se na vektore bazisa (9. 4-4) koji sadrže kombinaciju jednočestičnih 
stanja bez ponavljanja, svrstajrno ih opet u klase tako da su u istoj klasi svi oni koji sadrže 
istu kombinaciju. Pretpostavljamo da su sve vrednosti kvantnog broja n potpuno uređene 9-4-2 
(na arbitreran ali jiksiran način): na primer, 1 < 2 < 3 < . . . Stoga se u svakoj pornenutoj klasi 
bazisnih vektora iz (9. 4-4) nalazi tačno jedan vektor (kanonični, kao što se kaže) u kome sukcesija 
stanja nije nigde narušena: n\ < n 2 < ... < пдг. Ovaj vektor uzmemo za daljnu konstrukciju: 


n-1 < n-2 < ... < n N ) = <NIA I n\ ) n 2 ) . . . I 

n N ) = 

Д E <iyp\ni)\n 2 )... 

| n N ) 



p£.S]\T 



(9.4.7) 


Skup vektora 


{ | П\ <n 2 < ... < n N ) 


sve kombinacije bez ponavljanja } 


( 9 . 4 . 8 ) 


je bazis u V a . 


Dokaz: * Citalac se lako može uveriti da se svaka pomenuta klasa bazisnih vektora iz (9.4.4) (sa N raziičitih 

jednočestičnih stanja u takvorn vektoru) sastoji od N\ AT-čestičnih vektora i to pored kanoničnog | n\ ) | n %) . . . | пдг) 
(sa rii < П ‘2 < . . . < пдг) tu su i sve netrivijalne perrnutaeije, tj. P | n\ ) | m ) . . . | n,y ) (u svima njirna sa bar 
negde narušava pomenuta sukcesivnost stanja). 

Kao u dokazu L 9.4.1, lako se inožemo uveriti 9,4,3 da važi AP = (— 1 ) р А ђ Vp G S, у. Stoga bi ostali vektori iz iste 
klase dali ( ~~l) p | ni < ... < пдг ), kao što se vidi iz (9.4.7). Zato se i ne koristimo ostaiim vektorima u klasi. A i 
potpuna uređenost vektora u polaznom bazisu {| n)|Vn} C (koja inače nije uobičajena) je potrebna upravo 
radi toga da bi krajnji bazisni vektor | n\ < . . . < пдг ) E V a bio potpuno određen (a ne neodređen za predznak 
kao što bi bio slučaj da uzimamo proizvoljnog predstavnika iz klase kao u slučaju bozona). 

Očigledno je da (9.4.7) daje vektore | n\ < . . . < n,y ) koji spadaju u V a (oblast likova projektora /1), i koji su 
svi različiti od nule. Ortonormiranost skupa (9.4.8) sledi iz: ( ri\ < . . . < n,y | n[ < . . . < n/ Y ) = (n i | . . . (n,y | 

A | n[ ) . . . | n' N ) (pošto A 2 = A) = Y\ peS . N (— l) p ( ni | n[ c = f n^_p) . . . ( пдг | n N с = nk... ) ) . Sad se u svakom 
sabirku irinože skalarni proizvodi iz pojedinih jadnočestičnih stanja. Ako se radi o dva različita vektora iz (9.4.8), 

9,4,2 Skupovi u kojirna je za neke parove elemenata definisana binarna relacija parcijalaog uređenja < (analogno 
kao u ”manje ili jednako” za realne brojeva) nazivaju se parcijalno uređeni skupovi. U teoriji pareijalno uređerhh 
skupova definiše se pojarn potpuno uređerrog skupa. U takvorn skupu za svaka dva elementa važi < ili > (< i 
istovremeno ф zrrači <). 

9 * 4 * 3 Koristirno se činjenicom da važi (— 1 ) pp = ( — l) p ( — l) p/ , tj. horriomorfnošću preslikavanja p (~~1} р grupe 
S N na multiplikativnu grupu {1,-1} (alternirajuća reprezentacrja). 



9.4. MODEL NEZAVISNIH CESTICA I PAULEJEV PRJNCIP 


361 


onda su ri\ < . . . < rijv i n[ < . . . < n ! N dve različte kombinacije. Znači, onda postoji bar jedno stanje među 
stanjima | n\ ), | | пм ) које ne postoji među stanjima | n[ ), | n r 2 ),..., | n N ) i stoga odgovarajući 

jednočestični skalarni proizvod je nula u svakom sabirku. Tako se vidi ortogonalnost. 

Kada je n[ = n-i, n 2 = n 2 ,...,n' N = n N , onda će svaka netrivijalna permutacija sastaviti bar u jednoin 
jednočsestičnom skalarnom proizvodu nejednake (tj. ortogonalne) | n ? ; ) i | п" d = f n' -1 ), tako da u gornjem 

izrazu svi sabirci moraju dati iiiilu osim članova sa P = I, koji daje 1. Tako se vidi da je vektor | n\ < . . . < пдг ) 
normiran. 

Još treba da dokažemo kompletnost konstruisanog ortonorrniranog skupa, vektora (9.4.8) u V a . Proizvoljni vektor 
| ф) sigurno se rnože razviti po bazisu (9.4.4): 

к = К- 

ni n N 


т ) . . . | П‘2 ). 


(9.4.9) 


Zamenimo ovo razvijanje na desnoj strani od | ф) = A | ф}: 


\ф) 


a r 


,...,n N A \n-i) ... | n N ) 


E 


П !<...< Ti N pCS дг 


Е л I / def v I / def v 

a «' d =n -г,...,п'^ п - A I Ul ~ n pV >••' I n ' N ~ п рс >• 


Suma po permutacijama prebrojava one bazisne vektore iz (9.4.4) koji pripadaju istoj klasi, dok prva sunia po 
različitim kombinacijarna bez ponavljanja prebrojava klase koje rnogu da daju doprinos različit od riule (uporediti 
L 9.4.1). 

Pošto je | nj = f n -i ) | n 2 d = n p - 1 ) . . . | n' N = f n p - 1 ) = P | n\ ) | n -2 ) . . . | пд- ), gornje razvijanje vektora | ф ) 
rrmžemo da pišerno u vidu 


ф) 


E (E(- 

<...<njv pESn 


■1 У 


/ def , 

i N — n .... i 


п 1 < . . . Пдг 


(9.4.10) 


Q. E. D. 

Zadatak 9*4*3 Neka je | ф) G 0 . . . у ^ i neka je razvijanje ovog vektora po bazisu (9.4.4). Pokazati da 

je vektor | ф ) antisimetričan ako i samo ako je 


&n P1 ...n PN ~~ (— 1) р а П 1...плп Vp G 5дг, (9.4.11) 

gde je sad na desnoj strani ni < n^ < . . . пдг, tj. ni,n 2 , . . . ,n,y odgovara kanoničnom bazisnom vektoru u klasi 
(pri černu rnože biti i ponavljanja istih stanja). Pokazati takođe da iz važenja (9.4.11) sledi da su svi razvojni 
koeficijenti u (9.4.9) koji stoje uz vektore | ni ) . . . | ny ) sa ponavljanjem jednaki riuli. 

Zadatak 9*4*4 Pokazati da iz | ф\ ) . . . | фтџ ) G У а sledi | ф\ ) . . . | фм ) = 0 za proizvoljne vektore 
| ф\ ),...,| фм) L / н[ и \ Drugirn rečirna, sarno je nula nekorelisani antisimetrični vektor. (Indikacija: Isko- 
ristiti (9.4.9) i (9.4.11) sa jednorn proizvoljnom transpozicijom p = р гЈ ) . 


Bazisni vektori | n\ < ... < пдг ) se često pišu u vidu tzv. Slater-ovih determinanti (čitati: 
Slejterovih) i tako ćemo ih odsad i nazivati. Ove determinante glase; 


n l)l 

1 n 1 ) N 

n N ) 1 

| n N )n 


def 


det(| ni)j) 


(9.4.12) 


(””l) p | n Pi ) ■ • ■ | n PN ) = včvT | m < ... < n N ). 

p G S N 

Ovde su rii < . . . < п \ у N fiksiranih različitih vrednosti kvantnog broja n jednočestičnih stanja, 
a indeks na ketu pokazuje o kojoj se čestici radi (tj. u korn srno j ednofermioiiskorri prostoru) . 

Zadatak 9*4*3 Ohjasniti zašto (9.4.12) i (9.4.7) daju isto. (Indikacija: Dokazati prvo (— l) p 1 = (--1)0 ¥p G 

5дг.) 
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9.4.3 Model nezavisnih čestica 

Matematički problem indukovanja bazisa u V a polazeći od bazisa u koji smo rešili u pret- 
hodnom paragrafu, od velikog je fizičkog značaja u tzv. modelu nezavisnih čestica ili (kao što 
se još kaže) modelu Ijuski (engleski: shell model, čitati: šel modl). To je sistem od N identičnih 
fermiona čiji hamiltonijan ne sadrži nikakvu interakciju (sve čestice su uzajamno dinamički ne- 
zavisne) : 

N 

Н = Ј2>‘„ (9.4.13) 

i = 1 


gde je hi definisan u Ћ,\ и) , a zatim kao J. \ ® . . . ® R i ® Јц ® I i+ i ® . . . ® I N (mada se piše i dalje 

sarno }ц) prenet u ЛГ -fermionski prostor. Osirn toga, svih N fermiona su i dinarnicki nerazličivi 
To se ogleda u činjenici da su svi jednočestični hamiltonijani }ц uzajamno ekvivalentni, tj. clati 
jednakom operatorskom funicionalnom zavisnošću od osnovnog skupa opservabli r* , p* , s* (koji 
su sa svoje strane takođe ekvivalentni u odnosu na izomorfizam J i+ J). 


Primer modela nezavisnih čestica je hamiltonijan elektronskog omotača atoma, 


iamne interakciie elektrona: 


Ho 



Рј_ 

2 m e 



ali bez uza- 


(9.4.14) 


Videćemo u § 10.4.7 da možerno zadržati model nezavisnih čestica, a ipak znatno popraviti hairiil- 
tonijan (9.4.14), koji igra ulogu neperturbisanog harniltoriijana, dodavanjem jedriog usrednjenog 
jednočestičnog potencijala Цц koji je takođe ista frmkcija od rj,p*,šj za sve čestice: 


Ho 


Efi 


Ze? 


Г = 1 


2 m P 


r, 


Wi). 


(9.4.15) 


(и) 


П Л и ) 

Ji N ; prema 


Po fizičkom smislu Цц je usrednjena interakcija. 

Vratiino se na opšti vid (9.4.13). Imamo simetričan operator H u H 
tome, za II je V a invarijantan potprostor i II se redukuje u V e . Na osrmvu Postulata o identičnim 
fermionima znarrio da je od fizičkog interesa sarno ovaj redukovani deo hamiltonijana. (Obratiti 
pažnju na to da se pojedini sabirci na desrmj strani od (9.4.13) ne redukuju u V a , tako da 
jednakost iina smisla sarno u natprostoru H u ® • • • ®> % N \) 

Postavlja se pitanje kako rešiti svojstveni problem od II u V a . Pretpostavirrm da smo rešili 
svojstveni problem hamiltonijana jednog fermiona h\ iz (9.4.13) i, radi jednostavnosti, neka h + 
ima čisto diskretan spektar (e 0 < e,\ < . ■ .} koji možemo potpuno urediti po veličini energetskih 
nivoa, tako da postoji najniži nivo — osnovni nivo e 0 . (U stvari, inatematički to nije nužno, ali u 
fizičkim primerima je uvek tako.) Neka je višestrukost nivoa e n jednaka d n < oc i neka indeks (ili 
niz indeksa) Л prebrojava degenerisana svojstvena stanja od h\. Drugim rečima, neka potpuna 
klasifikacija starrja (svojstveni bazis od }ц ) glasi 


n\ ) | Л 


1 , 2 , 


d r , 


n 


0 , 1 , 2 , 


.} c H 


(«) 

i ) 


(9.4.16a) 


l рп tome vazi 


h\ | nX)\ = e n | пХ ) i , УЛ, Vn. 


(9.4.166) 
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Pošto se radi o fermionima, moramo potpuno urediti vektore bazisa (9.4.16a). To ćerno naj- 
prirodnije uraditi tako da ne narušimo uređenje nivoa. Stoga (pretpostavlj aj ući da su energetski 
nivoi i vrednosti od n biunivoko povezarri) pišerrro za različite n: 


e n < e n r ФФ- n < n' ==>| n\ ) <| п '\' ), Vn ф n', Л, A'; (9.4.17a) 

za isto n 

| n, Л = 1 ) <| n, Л = 2 ) < . . . <| n, \ = dn ), Vn. (9.4.176) 

Sada irnamo jedan prirner Slater-ovih deterrninanti, koje srno u prethodnom paragrafu pisali 
u vidu | n\ < n -2 ■■■ < плг )• Pisaćerno ih konkretnije kao | П 1 Л 1 < n 2 \2 . . . < n N \ N ) (i тц\ј je 
opet jedan konkretan par vredrmsti kvantrrih brojeva n\). Zrrarno iz teorerna T 9.4.2 da je sleđeći 
skup vektora bazis u V a : 


{| 'fhA < « 2^2 • • • < njs[\ N ) | sve kombinacije bez ponavljanja} 


(9.4.18) 


Ovaj bazis irrra važan fizički smisao. 

Teorem 9.4.3 Bazis (9.JA8) je potpuna klasifikacija stanja (tj. svojstveni bazis) hamiltonijana 
H datog sa ( 9.4-13 ) u V a - Pri torne svojstveni vektor | n-iTi < П 2 Л 2 . . . < n lN \ N ) odgovara 

svojstvenoj vrednosti (energetskom nivou sistema): 


(9.4.19) 



def 


Е П \ л 2 o , o n 

— 11 -4— 

) N c m r * * 

, . 4" e nN 


Dokaz: H \ nNi <■■■< n N \ N ) = ^-H Y. pe s N I «i Ai ) • • • | n N \ N ) = 

— 7=f ^ ( — 1)ррн | П\\\ ) ' " ' I n N \ N ) = "j . } ( — 1)кР(г п ., + " " " + € n;v ) | П\\\ ) " * * j 71 N \ N ) = 

' pes N • p€Sn 

E ni ...n N | nOi < П2А2 < • - • < n N \ N )■ Q. E. D. 

Zadatak 9 . 4.6 Pokazati da energetski nivo E ni ... nN sistema u modelu nezavisnih čestica (9.4.13) može da sadrži 
kao sabirak u (9.4.19) jedan te isti jednočestični energetski nivo e n najviše d. n puta (d n je multiplicitet nivoa e n ). 

Broj ponavljanja jednočestičnog nivoa e n u nivou sistema Е ПЈ ... nN naziva se popunjenošću 
dotičnog jednočestičnog nivoa u pomenutom nivou sistema. Iskaz zadatka Z 9.4.6 može se iskazati 
i tako da je popunjenost jednočestičnog nivoa e n u nivou sistema ceo broj iz intervala [0, d, n ]. 

Zadatak 9-4-7 Objasniti svojim rečima kakva je popunjenost jednočestičnih nivoa eo.ej,... u najnižem, tj. 
osnovnom nivou sistema. 


Zadatak 9-4-8 Zašto je u specijalnom slučaju d n= 0 = N osnovni nivo sistema jednak Л г е 0 i zašto je on nedege- 
nerisan? 


Zadatak 9-4-9 Pod pretpostavkom da je N < d n= 0 , kako glasi osnovni nivo sistema i kolika mu je degeneracija? 
(Indilcacija: Iskoristiti sledeću formulu iz kombinatorike: broj kombinacija bez ponavljanja reda, p od q različitih 
elemenata (p < q) iznosi 


( q \ d V g ! 

W рКч-рУ- 


(9.4.20) 


(leva strana se čita ” q nad p” ) . 
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Zadatak 9.1.10 Pod pretpostavkom da je d n= o < N < d n= o + d n= i, kako glasi osnovni nivo sistema i kolika 
mu je degeneracija? 

Kad se za dati nivo sistema E n .., Пдг zadaju popunjenosti svih jednočestičnih nivoa (izo- 

stavljajući one čija je popunjenost nula), onda se govori o konfiguraciji nivoa sistema. Ako je za 
dati Е П1 popunjenost nivoa e n maksimalna (tj. jednaka d n ), onda se kaže da je nivo e n u 

E ni ,...,n N popunjen. 

Pošto su nivoi sistema degenerisani, odgovarajući svojstveni vektori nisu jednoznačno određeni. 
Pored vektora iz bazisa (9.4.18) mogući su i drugačiji svojstveni vektori: bilo koja linearna kom- 
binacija (ili red) degenerisanih Slater-ovih determinanti. 


Zadatak 9Ј$.Л1 Napisati opšti svojstveni vektor od H (datog sa (9.4.13) i koji ima čisto diskretni spektar) i 

N_ N_ N_ 

to onaj koji odgovara energetskorn nivou sistema čija je konfiguracija t n ,,e n2 ,t ns , u eksponentu su popunjenosti 
(naravno, po pretpostavci, N je deljivo sa 3). 


Svojstveni potprostori V(E n ) jednočestičnog hamiltonijana h\ nazivaju se Ijuske (engleski: 
shells) i često se kaže đa se pojedine ljuske (a ne e n ) popunjavaju sa po najviše d n identičnih 
fermiona (naravno, d n = dimV(e n ) Vn). 

9.4.4 Pauli-jev princip 

Као što smo se uverili u Z 9.4.4 na kraju paragrafa §9.4.2, u fermionskom prostoru V e , tj. u 
prostoru stanja N identičnih fermiona, nema nekorelisanih stanja. Fermi-Dirac-ova statistika 
ima za posledicu jednu а priori (tj. kinematičku) korelisanost jednočestičnih stanja bez obzira 
na vid interakcije ili eventualno nepostojanje interakcije. 

U prethodnom paragrafu smo videli da u modelu nezavisnih čestica svojstvena stanja hamil- 
tonijana sistema (koji ne uključuje interakciju) rnogu biti Slater-ove deterrninante. One sadrže 
najprostiju korelaciju, koja rnora postojati i u odsustvu interakcije. 

Iskaz da u modelu nezavisnih čestica stanje sistema sa minimalnom korelacijom mora da 
sadrži N različitih jednočestičnih stanja poznat je pod nazivom Pauli-jev princip ili princip 
is ključivanja ili Pauli-jev princip isključivanja 9-4-4 . Ovaj princip je Pauli formulisao još 1925. 
godine, pri razjašnjavanju strukture složenih atoma. Istorijski ovaj princip je preteča našeg 
Postulata o identičnim česticama. Mi ga dajemo kao korolar, pošto izlažemo deduktivan kurs 
kvantne rnehanike. 

Kao što je čitaocu bez sumnje jasno, ograničenje popunjenosti nivoa e n na najviše d n je 
neposredna posledica Pauli-jevog principa. 

Zadatak 9.4.12 Vratiti se na tabelu Tb 7.1 i protumačiti pojedine konfiguracije neutralnih atoma koje su na- 
vadene u tabeli. Naročito obratiti pažnju na popunjenost ljuski. 


9.4.5 Uglovni momenti popunjene podljuske 

Sad ćemo dokazati jedan teorem koji je od velike važnosti za model ljuski u atornu ili jezgru (tj. 
u sistemu sa rotacionom simetrijom). 

9,4 - 4 EngIeski: the Pauli exclusion principle, čitati: ekskljužn prinsipl. 
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Dosacl smo iiriali opšta razmatranja i pisali smo n za potpuni skup jednočestičnih kvantnih 

brojeva. A sad ćerno se vratiti na konkretni priiner elektrona u vodoniku sličnom atornu, te 
ćemo sa n (n je sad glavni kvantni broj) prebrojavati jednočestične nivoe ili ljuske, a sa nlmim s 
jednočestična stanja, Starija sa fiksiranim n i l čine tzv. pođljusku. 


Teorem 9.4.4 (Teorem o popunjenoj podljusci) Neka je podljuska nl u vodoniku sličnom 

atomu popunjena, tj. razmatramo sistern od N = 2(21 + 1) elektrona koji popunjavaju degeneri- 
sana jednočestična stanja (izostavljamo fiksirane nl): 

1 1 

| nii = -l, m s = -- ) <| m t = -l + 1, m s = --)<••• (9.4.21) 


• • • | rrii = l , m s = -- ) <| пц = -l, rn s 
Тако smo dobili Slater-ovu determinantu od 2(21 5 

1 


пц 


-l, m s 


+ -)<••• <| Ш| = l, rn s 
) stanja datih u (9-4.21): 
1 


)<•••<! m = l,m s = - ) e V a . 


U ovorn N -čestičnorn stanju imarno L = S = J = 0 . 

Dokaz: a) L d = i h, deluje u jV i prenosi se u ]/ а . Njegov kvadrat rnožemo da pišerno 

L 2 = \(L+L_ + LM+f + if, 


( 9 . 4 . 22 «) 


(uporediti (6.2.18)), gde je 

N 

L± d =^Č ±f . (9.4.226) 

i = 1 

Pošto je svaki operator u (9.4.22a) sirnetriean, svaki od njih komutira sa svakirn operatororn permutacije i sa 
antisimetrizatorom A. Stoga, 


L 2 


тгц = rn 8 = пц = L m 8 = - ) 


(9.4.23) 


г— L/-\.AL— + L—AL+ ^ ~ c. . , 1 . , 1 , 

vlV !( ^ + L Z AL Z ) | ггц = — m s = -- ) 0 * • • 0 | пц = I, m s = - ) 

(iskoristili smo (9.4.22a) i (9.4.7)). 

Lako se vidi da 2(21 + l)-čestični nekorelisani vektor | пц = — /, rn s = — \ ) 0 . . . 0 | пц = I, m s = | ) irna ukupan 
orhitni rnagnetni kvantni broj М) = 0 (naime, u sabiranju jednočestičnih иц dva-po-dva se potiru osim пц = 0). 
Stoga L z daje nulu. 

Kada na pomenuti nekorelisani vektor primenimo L+, u stvari sa l +// ; delujemo samo na г -ti jednočestični faktor- 

vektor i onda sabirarno po i. U svakom sabirku čemo podiči vrednost magnetnog kvantnog broja za jedan. Ali 
neki dmgi faktor-vektor je već bio u stvari jednak novonastaiom vektom (tj. sa istim m/, a i sa istim. m s ), jer su 
sva jednočestična stanja bila popunjena. Tako dolazi do ponavljanja istog stanja i priinena antisimetrizatora A 
posle toga daće nulu. I ovo je slučaj sa N — 1 sabiraka u L.+. (tj. za l+j koji zatiču иц Ф- l: a | mj = l )i = 0. 
Stvar je potpuno analogna pri primeni L_, samo što se tu radi o snižavanju vrednosti magnetnog kvantnog broja. 
Dakle, sve skupa, L 2 daje nulu. 

b) Dokaz da primena L 2 = |(S + S_ + S-S+f + + 2 na našu Slater-ovu determinantu daje nulu je potpuno 
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analogan sa rezonovanjem pod a). 

c) Pošto je L = S = 0, a J ‘= L + Š, sainirn tirn irnarno J = 0. Q. E. D. 

Iz Teorema T 9.4.4 očigledno sledi da popunjene pođljuske elektronskog omotača atoma ne do- 
prinose ukupnirn uglovnim rnomentima L, S i J omotača, već su za ovo merodavni sarno valentni 
elektrvni. 

Razunievanje uloge valentnih elektrona u elektronskom oinotaču ćerno dalje produbiti u 
sledećem paragrafu. A sađa pokušajmo da đamo Pauli-jevom principu smisao koji prevazilazi 
kontekst rrmdela nezavisnih čestica. 

Zadatak 9.4-13 Neka je | tćj ) | рг ) • • • | Фп ) nekorelisani vektor u kome je i-ta i j-ta čestica u ” istorn” stanju. 
Pokazati da je verovatrmća prelaza iz bilo kog stanja | ф ) € V a u pornenuto nekorelisa.no stanje jednaka nuli. 
(Irrdikacija: Poći od opservable Рц ili od А.) Da li bi verovatnoća prelaza bila nužno nula i da u nekorelisanom 
vektoru nema ponavljarrja jednočestičnog stanja? 

Uobičajena formulacija Pauli-jevog principa da dva ili više identičnih fermiona ne mogu biti 
u istom jednočestičnom stanju može da se razume u smislu verovatnoće prelaza kao u Z 9.4.13 i 
da se onda ođnosi na proizvoljno stanje | ф) € V a . 


9.4.6 Kad možemo da prenebregnemo Pauli-jev princip? 

Videli smo da poslednji Postulat ima ozbiljne konsekvence na osobine kvantnomehaničkih si- 
stema i da nam je od neprocenjive vrednosti u proučavanju sistema od više identičnih fermiona. 
Međutim, novi princip dovodi i do izvesnih pitanja; neka od njih na prvi pogled izgledaju kao 
paradoksi. 


i) Nisu li identični svi elektroni u vasioni (i svi protoni sveta itd) ? Pošto je odgovor potvrdan, 

nije li svaki elektron korelisan sa svima ostalim elektronima u vasioni, tj. ne bi li trebalo da 
u stvari sve vreme računamo sa antisimetričnim vektorima koji obuhvataju sve elektrone? 

ii) Kako možemo u atomskom omotaču posebno da tretiramo valentne elektrone, а popunjene 

ljuske da odvojimo kao ”zamrznuti” core? Zar Pauli-jev princip ne povezuje sve elektrone 

omotača u nerazmrsivu celinu? 

Nameće se pomisao da se u izvesnim slučajevima može prenabregnuti korelacija koja potiče 
od Pauli-jevog principa. Sada ćemo da definišemo takve slučajeve. 

a) Fiksirajmo jedno ortogonalno razlaganje prostora prve čestice na dva potprostora 

= V[ n ®V["\ (9.4.24 a) 

i prenesimo ove potprostore (i razlaganje) pomoću izomorfizama i u ostale jednočestične 
prostore %^\ Ј = 2, 3, ... , N: 

(9.4.246) 

Kada nije bitno o kojern se jednočestičnorn prostoru radi, pisaćerno pornenute potprostore 

u vidu Vi odnosno Vj/. 
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b) Pretpostavimo da se Ni fermiona ”nalazi” u jednočestičom potprostoru Vj, N 2 fermiona u 
potprostoru Vji (Ni+A r 2 = N), a između ove dve gmpe čestica postoji samo korelacija koju 
uspostavlja Pauli-jev princip. Izraženo preciznirn jezikom formalizma, imamo iV-fermionski 
normirani vektor u У а : 


N 

NjlNC 


M\ Vi Mi )C | Хлј +i n ))> 


(9,4.25a) 


gde je /1 iV-čestični antisimetrizator, | Vi ) je iVi-čestični normirani antisimetrični vektor 
takav da je 

I Či...Ni ) e У[ П ® • ■ • ® , (9.4.256) 

a inače proizvoljan (odsad: fermionsko stanje na V/), a | Xni+i...n ) je A^-čestični normi- 
rani antisimetrični vektor koji pripada potprostoru V^h <8> Vjy ® • • • ® УЈу 7 ' a inače je 
proizvoljan 9 4 ' 5 (odsad: fermionsko stanje na Уц). 


Razjasnimo, pre svega, šta a) i b) znače u slučaju svih elektrona sveia. Podelimo fizički 
prostor (klasični) na dva dornena Dj i Djj (Dj U Djj = sav prostor, Dj П Djj =prazan skup), 
reciino Dj je zapremina ove zgrade, a Djj sav ostali prostor. Definiširno 


Pi 


def 


r ) dr(r |, Pj 


def 


II 


Dj 


r ) dr(r 


Dn 


a oblasti likova ovih projektora u PL U neka su 


(9.4.26a, б) 


V/ = R(Pj), Уц = R(P n ). (9.4.27a, 6) 

Stanje (9.4.256) onda znači da se svih Nj elektrona nalaze u domenu Dj, a preostalih N 2 elektrona 
se nalaze u domenu Djj. Da između dve pomenute grupe elektrona postoji samo minimalna 
korelacija od antisimetrije (videti (9.4.25a)) odgovara okolnosti da su N 2 elektrona u Djj udaljeni 
od ,N\ elektrona u Dj i ove dve grupe čestica ne interaguju. Nasuprot ovorne, unutar dornena 
Dj (kao i unutar D n ) inože da postoji interakcija i zato vektori | ) i | Xni+i...n), svaka sa 

svoje strane niogu da sadrže i druge korelacije. 

U drugorn prirneru, tj. u primeru elektronskog omotača, neka Уц po definiciji obrazuju 
upravo sva popunjena stanja core- a, a Vj preostala jednočestična stanja (iz svojstvenog bazisa 
od h\ u modelu nezavisnih čestica), koja su na raspolaganju valentnim elektronima. Proučićemo 
jedan konkretan primer. 


9 ' 4 -° Skiciraćemo izračunavanje faktora normiranja koji je dat u (9.4.25a). Grupa Sjv svih. permutacija N čestica 
sadrži podgrupu Sn, х Sn 2 , koja se sastoji od svih permutacija koje permutuju posebno prvih Nj čestica i 
posebno Д г 2 poslednjih, a uopšte ne permutuju između njih. Razlažući Sn na kosete po podgmpi, imamo Sn = 
Y) p '(Sni x Sn 2 ), surniramo po permutacijama koje permutuju prvih N\ sa poslednjih Ni čestica, a pripadaju 


različitim kosetima (uključujemo i identičnu permutaciju) . Imamo sabiraka. (tzv. indeks podgrupe). Pošto 

j e — (дпј -i X) P 6,s\. (— 1 ) Рј Р> 11 U(| ji...N 1 )® | XNi+i...n) ćemo dobiti NJ.AV (broj elemenata u kosetu) puta 
jedan te isti zbir od Vvn 2 '. (h ro J koseta) ortogonalnih vektora (ova ortogonalnost je posledica ortogonalnosti 
potprostora V/ i Vjj). Prema tome, faktor normalizacije c mora da zadovoljava с...л.4...Ла1 N.L.... = х, tj. c = 


7 


N1 

iVp!iV 2 ! * 
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Uzrnimo fosfor (P). Iz tabele Tb 7.1 vidirno da je njegova konfiguracija (Ne)(3s) 2 (3p) 3 . Ispi- 
sujući eksplicitno konfiguraciju neona, core fosfora glasi: (ls) 2 (2s) 2 (2p) 6 (3s) 2 . Ovde je i N 2 = 12 
i dimVjj = 12; 

Vjj = V(cis) ® V(e 2s ) ф V(e 2p ) ® У(бз в ). (9.4.28) 

Ovi svojstveni potprostori jednočestičnog hamiltonijana (koji odgovaraju nivoima ej s , . . . , e 3s ) 
imaju dimenziju 2, odnosno 2, odnosno 6, odnosno 2. Nije teško videti đa je 12-elektronski 
antisimetrični potprostor od prostora v[ IT ^ <8> . . . ® V^P jednodimenzionalan i da ga obrazuje 
Slater-ova deterrninanta definisana pomoću pomenutih 12 jednočestičnih stanja. Ona je sad 

I XN r i+i...iv ) (N\ = 3) u (9.4.25a). 


Zadatak 9-4-14 Dokazati što je upravo iskazano. 


Kako na primeru fosfora, tako i u svim ostalim atomskim omotačima vektor | Xni+i...n ) u 

(9.4.25a) je jedinstvena Slater-ova determinanta, koja se može izgraditi na Vjj. 

U stvari, ako bismo i za valentne elektrone imali stanje | U’i...A r i ) iz (9.4.25a) u vidu Slater- 
ove determinante, onda bi se (9.4.25a) svelo па formulu komponovanja Slater-ovih determinanti: 
Kronecker-ov proizvod Afi-čestične i A r 2 -čestične Slater-ove determinante, zatim primena antisi- 
metrizatora i faktora normiranja i rezultat je N = (Afi + A r 2 )-čestična Slater-ova determinanta, 
kao što se lako vidi. 


Zadatak 9-4-15 Dokazati ovaj iskaz. 

Ali, što se tiče valentnih elektrona, tu se ide dalje od nulte aproksimaeije, tj. od rrmdela 

nezavisnih čestica (u kome se tzv. preostala ili rezidualna interakcija uopšte ne uzima u obzir), 
tako da | Ui...A r i ) obično sadrži više od minimalnih korelacija Slater-ove determinante. I sarrm 
sprezanje N-j valentnih elektrona u svojstveno stanje ukupnog uglovnog momenta (što se uvek 
čini da bi se dobio uglovni moment atoma) daje po pravilu | Vi...n] ) koji je antisimetričan, a nije 

Slater-ova determinanta. 

U Dodatku § 9.4.8 dokazaćemo teorern na osnovu kojeg možemo ispustiti iz razmatranja 
potprostor Vjj i N 2 čestica u njemu, tj. možemo iV-čestični vektor (9.4.25a) da zamenimo sa 
JVj-čestičnim vektorom | Ui...A r i ) (iz istog izraza (9.4.25a)). 

Ovaj postupak raspreže Л 2 čestiea od pomenutih Afi od njih u pogledu korelacija koje narneće 
Pauli-jev princip i ispušta iz opisivanja tih N 2 čestica. Cena koja se plaća je odbacivanje i 
potprostora Vjj C % u , tj. ograničavanje jednočestičnog prostora stanja na Vj. 

Postupak je egzaktan (tj. nije aproksimacija) ako se sve opservable i transformacije simetrija 
koje su od interesa redukuju posebno u V^ ' 1 ® . . . ® Vj^ i posebno u ® . . . ® V^K Inače 

se morarno služiti približnim opservablama i transformacijama za koje to jeste slučaj, i onda 
pomenuto prenebregavanje Pauli-jevog principa daje sairio približno kvantnomehaničko opisiva- 
nje. Strogo uzev, tj. imajući u vidu sve opservable i transformacije (unitarne i antiuriitarne 
operatore) u V a od N fermiona, pomenuti postupak predstavlja modelno, približno opisii+mje. 
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9.4.7 Koordinatno-spinska i impulsno-spinska reprezen- 
tacija Slater-ovih determinanti 

Sva dosadašnja razmatranja bazirana su na apstraktnom jednočestičnom prostoru == ® 

Proučimo sad koordinatno-spinsku reprezentaciju i stoga pređimo na prostor £ 2 (ri) 0 Cf 

sa elernentima vida ip(ri, rn s i). 

Neka je {0 n (ri, m, 9 i) | Vn} bazis u £ 2 (ri) ® C}. Istim postupkom kao u slučaju apstraktnih 
prostora, konstruišimo normirane Slater-ove determinante 


(9.4.29) 


Фт ( r i , m s j ) 

Фп 2 ( r 2, т а2 ) • 

.. ф П1 (r N , r 

n sN ) 

Фп- 2 ( Т 1; m s i) 

Фп 2 ( r 2 , m s2 ) ■ 

.. ф П2 (г м ,г 

n sN ) 

Фпју ( r i, m s \) 

Фп к (Г2,Ш 3 2) ■ 

.. ф П1 (т м ,т 

n sN ) 


s/lČ. 


Y (~ г УФрпг ( г 1 , т 81 )ф Рп2 (r 2 , m s2 ) . . . ф Рпн (r N , m, s [ 


P&S л' 


Sve Slater-ove deterrninante (prebrojavamo ih koinbinacijama bez ponavljanja n i < ... < n N 

vredrmsti kvantnog broja n) čine bazis u fermionskom prostoru £ 2 (r x ) ® C 2 ® • • • ® £ 2 (г Л г) ® Cf Y . 

Zadatak 9.4.16 Dokazati da se Slater-ove determinante iz (9.4.29) mogu prepisati u vidu 

( Т \ , m s i ; r 2 , m S 2 - - • ; r N , m sN | m < . . . < n N ) , (9.4.30) 


je | ri , m s i ; . . . ; r N , m sN ) đ = f | ip , m s i ) <8> • • • <g> | r N , m sN ) (uporediti (9.4.7) za desnu stranu). 


Kao što se vidi iz oblika (9.4.30) Slater-ovih determinanti u koordinatnoj reprezentaciji, vektor 
| п\ < n-2 < ... < n N ) se skalarno rnnoži vektororn | ri,m s i; r 2 , m s 2 . . . ; Гдг, m sN ) G %^ N , koji ne 
pripada fermionskom potprostoru V a ■ Kao i u modelu nezavisnih čestica, tako i u koordinatnom 
reprezentovanju apstraktnih Slater-ovih determinanti, koristimo se u stvari natprostorom PĆ{}_ N 
fermionskog prostora V a . 

Zadatak 9.4-17 Pokazati da operator koji reprezentuje transpoziciju py> u koordinatno-spinskoj reprezentaciji 
(pišemo ga opet P j 2 ) irna sledeće delovanje 

Py 2 L(ri,m sl ; . . .r N ,m sN ) = ф(г 2 ,т в2 ; . . .r N ,m sN ), (9.4.31) 

i uopštiti ovaj rezultat na operator proizvoljne transpozicije. 

Zadatak 9.4-18 * Pokazati da uopštenje transpozicije Pij na proizvoljnu permutaciju daje 

РпФ(г 1 , m s 1 ;... r N ,m sN ) = ф( r Pl , m spi ;... r N ,m sN ) Vp £ S N . (9.4.32) 

Zadatak 9-4-19 Pokazati da je gustina verovatnoće da se u sistemu od N identičnih fermiona dve čestice nalaze 
na istom mestu i da imaju isti magnetni kvantni broj spina jednaka nuli. 


Pošto su talasne funkcije kvantnih sistema obično manje-više neprekidne, iz iskaza Zadatka 
Z 9.4.19 sledi da bilo koje dve čestice sistema od N identičnih fermiona ne mogu biti nmogo blizu 
jedna drugoj ako imaju istu projekciju spina. Drugim rečima, kao da se Postulat o identičnim 

fermionima ispoljava kroz neku repulziju čestica (koja je nedinamičkog porekla). 

U impulsno-spinskoj reprezentaciji sa % u = f % 0 ® % s prelazirno na prostor stanja £ 2 (p) ®C 2 
i sve je potpuno analogno kao u slučaju koordinatno-spinske reprezentacije (u svirn gornjim 
rezultatima treba sarrro urnesto r da stavirno p). 
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9.4.8 * Dodatak — zasnivanje pr enebr egavanj a Pauli-jevog 

principa 

Imamo dve vrste antisimetričnih vektora, kao | '0i...iv ) (otsad kratko ф) u (9.4.25 a) koji pripa- 
daju ferrnionskorn potprostoru u v[ r> <S> • • • 0 V N [ i vektori kao | Xnl+i...,n ) (odsad х) elementi 
antisimetričnog potprostora u 0 • • • 0 V i y / ' ) . 

Ako se ograničimo na fermionski prostor definisan na V/, onda se kvantnomehaničke predikcije 
niogu u principu svesti na verovatnoće prelaza v(tb — > %). Ali dok je još prisutan i potprostor 
Vjj preko (9.4.25a), morarno pre svega ustanoviti kako treba izračunati pomenute verovatnoće 
prelaza pornoću N -čestičnih vektora vida (9.4.25a). 

Označimo početno iV-čestično stanje sa ф ‘= cA \ ф) \ х), i uvedimo stanje | ф' ) ‘= c'A | 
ф') | x')i gde je {| x{|Vg)} arbitreran bazis u Avčestičnorn fermionskom prostoru na Vjj, | ф) je 

arbitreran Ah-čestični fermionski vektor stanja na Vj, a c i c' su konstante normiranja. Tražena 
verovatnoća prelaza onda glasi: 

^(Ф^Ф') = Ј2\(^\ V)! 2 (9-4-33) 

<7 

(ovde je prelaz ф -» ф' složeni kvantni događaj i moramo ga razložiti na elementarne, čije 
verovatnoće su sabirci u (9.4.33); videti (2.2.5)). Svrha ovog odeljka je da se pokaže da je desna 
strana u (9.4.33) jednaka \ф — > ф'\ 2 . 

Lema 9.4.2 Neka je P' operator permutacije u prosioru stanja И\ и ф koji netrivijalno permu- 
iuje između Ni prvih i N 2 po slednjih česiica (kao na primer p' u 9.4-5, samo ovde isključujerno 
identični operator). Onda kako god odabrali ferrnionska sta/nja ф i ф' na V/ i za bilo koja ferrni- 
onska stanja х i х' na Vjj irriarno 


(х\Р'\Ф')\х') = 0- 


(9.4.34) 


Dokaz: Fiksirajmo jedan bazis u V/ i jedan bazis u V// i indukujmo pomoću njih bazise od Slater-ovih determi- 
nanti u fermionskom prostoru na V/ i u analognom prostoru na V// (videti Teorem T 9.4.2 i (9.4.7)). Razvijmo 
sva četiri fermionska stanja | ф ), | ф ! ), | %), | 'хј ) Р° ovim Slater-ovim determinantama. Prirnenimo i sve per- 
mutacije koje preko antisimetrizatora ulaze u sastav svake Slater-ove determinante (videti (9.4.7)) i sve linearne 
kornbinacije (ili eventualno redove) izvucimo ispred rnatričnog elementa od P l u (9.4.34). Posle svega rečenog, 
u svakom sabirku se pojavljuje faktor vida (9.4.34), samo što su sad sva četiri vektora | ф ), | ф ! ), | х ), | х' ) 
nekorelisana, tj. direktni su proizvodi jednočestičnih stanja (iz V/ za prva dva pomenuta vektora, a iz V// za 
poslednja dva). Posle primene I ; , nekorelisani vektor na mestu | ф ! ) sadrži bar jedno jednočestično stanje iz V//! 
Kad se, posle ove primene izvrši skaiarno množenje pojedinih jednočestičnih direktnih faktora, moramo dobiti 
nulu, jer, kao što smo rekli, bar za jednu od N\ prvih čestica množimo stanje iz V/ (bra) sa stanjem iz V// (ket). 
Q. E. D. 

Teorem 9*4,5 Nekaje | ф\^..^) = \J | ) | Xni-pi...n) stanje N identičnih fermiona 

vida (9,4,25a), gde su | TT..A'! ) i | Xn 1 +i...n ) proizvoljna stanja odnosno N 2 identičnih 
fermiona na V/. odnosno na V// ( uporediti (9.4-24))- Neka je | ^...лг i ) drugo proizvoljno sianje 
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N\ identičnih fermiona na Vj. Verovatnoća kvantnog događaja | tp[_ N ){ i Pi...n 1 I u stanju \ <p\... N ) 

jednaka је verovatnoći prelaza v(V — >■ ф'): 

|{ U[... Nl | Vi nP) I 2 . (9.4.35) 

dakle, uopšte ne zavisi od stanja | Xni+i..:n )- 


Dokaz: Kao što smo rekli, u A r -fermionskom prostoru pomenuti kvantni događaj je složen događaj, te vero- 

vatnoća, v, tog događaja glasi (videti (9,4.33)): v = Јј ч K Ф' ч I Ф)? = Е д (тртр\(Ф' I (x' q I А | ф) | \)? 
(iskoristili smo А 2 ------- А), а {| )} је proizvoljan bazis u iV 2 -fermionskom prostoru na V//. Pošfo se 

u A = A P P sumira po celoj simetričnoj gmpi S N , pogodno je Sn predstaviti kao sumu (tj. 

uniju disjunktnih podskupova) po kosetima: Sn = P'(Sni x Sn 2 ) (isto kao u 9.4.5, samo sad je reč 


o operaforima koji reprezentuju permutacije u prostoru T~l[ u ^ n ). U skladu sa tim možemo da pišenro A = 
(Nl)- 1 H P es Nl xSn 2 Pošto (-1) p P \ Ф) \ X) =\ Ф) \ x),Vp G S Nl X S N2 ,A \ ф) \ x ) = 

(_ i)p p l | ф)( х | (iVjJAb! je, naravno broj elemenata u svakoni kosetu) i na osnovu (L 9.4.2) imamo 
) 2 \{ф ! | ( Х ' | ф) | X ) | 2 (pošto među P ! imanio i /, jedino na ovaj P ! se (L 9.4.2) ne 


V ~~~ Y2q( Nl lN 2 l 
odnosi). 


ЛП_)2 ( Ni • N 2 ■ \ 2 


N1 


Dalje, t- = |( ф> | ф) i 2 K X' q I X)? = К Ф' I Ф)? = v(L -> ф% jer Е 9 К V ? i Х >| 2 = (х I Е« I XĆ q X х' 9 
(х | 1ц | х) = 1? gde је 1ц identičan operator u Ad-čestičriorn fermionskom prosforu na V//. Q. E. D. 


х) 


9.5 Antisimetrizacija orbitno-spinskih koordinata i uglov- 
nih momenata 

U ovoni odeljku ćerno se vratiti na ideju LS-sprezanja i pretpostavićemo da imamo vektor stanja 
N identičnih fermiona koji je proizvod orbitnog iV-čestičnog vektora i spinskog iV-čestičnog 
vektora. Proučićerno šta u ovorn važnorn primeru zriači antisimetričnost ukupnog N-fermionskog 
vektora stanja. Reliraćerno jednirn teorernorn antisirnetričnost sa rnogućim kvantnirn brojevirna 
dvočestienog uglovnog mornenta i objasnićemo primenu svega toga rra dva valentna elektrona u 
atomskom omotaču. 


9.5.1 Razdvajnje prostornih i spinskih varijabli 

Da bisrno razdvojili sve prostorne varijable sistema N identičnih fermiona od svih njegovih spin- 
skih varijabli, napišimo ukupni IV-čestični prostor u Lč>-sprezanju (uporediti (7.4.14)): 

PliN = '^..N®Pt ) ..N (9.5.1) 

%( o) N см n (o) ф _ _ _ ^ u is) N f E f U U) 0 . . . o (9.5.2a, h) 

Videli smo da su operatoii permutacija P u 'Н\ и \ entiteti pornoću kojih izražavarno identičnost 
čestica i njihovu ferrnionsku ili bozonsku prirodu. Pri faktorizaciji (9.5.1) ukupnog prostora i 
permutacije se faktorišu: 

p = p 0 0 p s . 


(9.5.3) 
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To znači da P 0 deluje u TL^ N , tu reprezentuje p G S N , a P s deluje u TL^ N reprezentujući tu 
istu permutaciju p. Drugim rečima, P 0 i P s su ”jedna te ista” permutacija, samo što deluju na 
prostome odnosno na spinske varijable sistema. 

Pretpostavirno da u hamiltonijanu sisterna nedostaju članovi koji bi sprezali prostorne i spin- 
ske varijable ili da su rnali pa ih možerno u dobroj aproksimaciji zanemariti. Orida se ponekad 
ove dve vrste varijabli ne sprežu (sprezanja stepena slobode je analogon interakcija podsistema 
materijalne prirode) . U formalizmu to znači da je ukupno stanje nekorelisani vektor u odnosu 
na (9.5.1): 

| d>i...iv ) =| 'Фг ...n) 0 ® | Ф 1 ...n) s - (9.5.4) 

Daćemo sad jednostavan i u praksi važan potreban i dovoljan uslov da je stanje | $i...v ) vida 
(9.5.4) antisimetrično. 

Lema 9.5.1 Da bi vektor | $i...iv ) dat u vidu (9.5.4) bio antisimetričan potrebno je i dovoljno 
da jedan od sledeća dva uslova bude zadovoljen: 

a) vektor \ Ф i... /у ) G Тб^ N iz (9.5.4) Ј е simetričan, a vektor \ di...,v ) G TL^ N iz (9.5.4) Ј е 

antisimetričan; 

b) | фг ...дг) 0 je antisimetričan, a | ф\,„х ) s je simetričan. 

Dokaz : Dovoljnost odrnah sledi kada prirnenimo P ------ P 0 0 P s na | Ф\ ...n)- Nairne, na simetrični faktor-vektor će 

odgovarajući faktor-operator perrnutacije deiovati kao identični operator, a na antisimetrični kao (— l) p . A to je 
dovoljan uslov da | bude antisirnetričan (uporediti (9.3.24)). Potrebnost je nešto teže dokazati. Ona sledi 

kao posledica dve činjenice: i) da se svaka transpozicija faktorizuje kao u (9.5.3); ii) da je svaka transpozicija (bilo 
u bilo u N , bilo u N ) unitaran i involutivan operator, pa prerna torne i opservabla. Preporučuje 

se čitaocu da sam kompletira ovaj dokaz. Radi provere, dokaz je dovršen na kraju Dodatka §9.5.4. Q. E. D. 

U ovoin paragrafu smo videli kako se nekorelisanost (9.5.4) jednostavno kombinuje sa antisi- 
metričnošću ukupnog vektora. U sledećem paragrafu ćeino ovome još dodati i uglovne momente 
L i S, ali za dovoljno jednostavan slucaj: N = 2. 


9.5.2 Slaganje dva uglovna momenta i antisimetričnost 

Podsetimo se tripletnog i singletnog spinskog dvočestičnog stanja (za dve čestice sa spinom 


ц>=1р||>, ii.-i>=i-|> 


10 ) 


л/2 2 


(|1>|-(>+|-Г lf»; (9-5.5) 


00 ) 


>|-o>- 


1 , , 1 


)io» 


(9.5.6) 


(prepisali smo (7.3.2), (7.3.1)). Odmah se vidi da su sva tri tripletna stanja simetrični vektori u 
1 P 12 , a da je singletno stanje antisimetričan vektor u istom prostoru. 

Nameće se pitanje da li je ovo slučajnost ili postoji opštija inherentna povezanost uglovnog 
momenta i simetrije. Dokazaćemo jedan opšti teorem koji daje odgovor na postavljeno pitanje. 

Neka su TLi i TL 2 dva jednočestična prostora stanja identičnih čestica sa vekt-orskirn opserva- 
blama uglovnog mornenta Ki, odnosno K 2 , definisanim u njima (TLi je, 11 a primer, ili TL°i ) , ili 
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%i \ ili H^). Pretpostavimo da se pri slaganju ugiovnih momenata K = K x + K 2 (definisanom 

u LL 12 = H\ ® LL 2 ) pojavljuje ista vrednost k kvantnog broja k\ za Ki i kvantnog broja k 2 za 
K 2 , i isti dodatni kvantni brojevi Л uz k. Onda ćemo u kompozitnom prostoru između ostalog 
dobiti i sledeee multiplete standardnih bazisnih vektora za K: 

| k\, кХ , 2 k — q, m ), (9.5.7a) 

gde kompozitni rnagnetni kvantni broj rn uzima vrednosti 

m = —(2k — q), —(2 k — g) + 1, . . . , (2 k — q)\ q = 0, 1, 2, , 2 k (9.5.7 b) 


((2 k — q) je k\ T antni broj kompozitnog uglovnog momenta, jer se k i k sprežu 11 sve vrednosti od 
2 k do \k — k\ = 0.) 

Teorem 9.5.1 Svaki vektor (9.5.7a) je ili simetričan ili antisimetričan, već prema tome da li je 
q pa/ran ili neparan broj. Drugim rečima, pregledno prikazano irriamo: 
simetrični vektori: \ кХ, кХ, 2 k, m), \ кХ, k,X, 2 k — 2, rn ), . . . Vm 
antisimetrični vektori: | кХ, кХ, 2 k — 1, m), | кХ, кХ, 2 к — 3, rn), . . . Vm 

Dokaz: Dokaz ovog Teorema je prlično složen (ali ne sadrži nijedan element kojim savesni čitalac ne vlada) . 

Izdvojili smo ga u Dodatku §9.5.4. Q. E. D. 

9.5.3 uglovni momenti dva valentna elektrona 

Sad ćerrm da prirnenimo rezultate prethodna dva paragrafa na izračunavanje uglovnih momenata 
neutralnih atorna koji irnaju dva valentna elektrorra. 

Pogledajmo opet Tb 7.1 i uzmimo za prvi prirner berilijum (Be), koji ima dva valentna elek- 
trona u 2s podljusci. Pošto je ovde h = l 2 = 0, L = 0 (tzv. S-stanje), imamo dvoelektronsko 
orbitno starrja koje je, prerrra Teoremu T 9.5.1, simetričrro. Zato kompozitno spinsko stanje rnora 
biti antisimetrično da bi ukupno dvoelektronsko starrje bilo antisirnetričrro (uporediti Lernu) . To 
onda ne rnože biti tripletno, nego rnora biti singletrm stanje (uporediti (9.5.5) i (9.5.6)). Pošto 
su L = S = O, rnora biti i J = 0. Zato atorn Be irria uglovne rrrornente bSb- 

Uzmimo za sledeći primer ugljenik (C), koji ima dva valentna elektrona u 2p-stanju. Ovde 
imamo b. = l 2 = l = 1, s\ = .s 2 = s = Što se tiče ukupnih dvoelektronskih stanja vida 
| LMj, ) | SM + S), imarrro slađeće rnogućnosti na osnovu pravila slagarrja uglovrrih momerrata: 

l D, 1 P, 1 S, 3 Df P i 3 S. (9.5.8) 


Zadatak 9.5.1 Prevesti (9.5.8) na jezik vektora | LMp) | SM + S). 

Postulat o identičnim čestieama VIILB dozvoljava l D, l S i 3 P ? a zabranjuje l P, 3 D i 3 S. 


Zadatak 9.5.2 Dokazati da iz Teorerna sledi ovaj iskaz. 
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Lako je razumeti zašto osnovno stanje atonia ugljenika ima baš 3 P, a ne l D ili l S. Nairne, 
3 P-stanje je antisimetrično u prostornom delu, za razliku od stanja l D i l S koja su simetrična u 
TĆ 12 ■ Pošto se elektroni zbog ove antisimetričnosti ”odbijaju” (uporediti pretposlednji pasus od 
§9.4.7), za njih je energetski povoljnije (tj. niža je energija) ako imamo antisirnetrično prostorno 
stanje, koje svojom ugrađenom efektivnom repulzijom iziskuje veću uzajamnu udaljenost dva 
valentna elektrona. Ovo je specijalan slučaj (za dva valentna elektrona) tzv. Hund-ovog pravila, 
po konie za bilo koji broj valentnih elektrona osnovno stanje ima najveći mogući spin. Ispostavlja 
se, naime, đa tome odgovara prostorno stanje koje je u ”najvećoj meri” antisimetrično. 

Kao što nam još jedan pogled na podatke o ugljeniku u (Tb7.1) otkriva, ukupno stanje dva 
valentna elektrona (a prerna torne i celog omotača) irria uglovne rnomenta 3 P 0 , tj. irnarno i sveu- 

kupni uglovrri rnourent J = 0. Pošto je | LSJMjA) = ( LSMlMs\J M j ) | LM) y A) \ SMg), 

m l ,m s 

a sirnetričriost ili antisimetričnost vektora | LMj, Л ) i | SMg ) je ista bez obzira na konkretnu 
vrednost M L , odnosrm Mg, svi sabirci u ovorn zbiru irnaju jednaka svojstva simetrije direktnih 
faktora. U tom smislu pri prelasku sa nekorelisanog na korelisani vektor u JĆf 2 (tj. sa M L < M$ 
na JMj), pripisivanje maksimalne simetrije posebno prostornim i posebno spinskim stepenima 
slobode je i dalje održivo i korisno. 

Postavlja se pitanje zašto je baš J = 0, kad su inoguća i J = 1,2. Za odgovor je potrebno 
rešiti svojstveni problem hamiltonijana. Naime, kao što smo videli u (9.1.37), na svaki elektron, 
zbog toga što irria spirr, deluje i spin-orbitno sprezanje H' s ~ š • 1. 

Zbir ovakvih jedrročestičrrih sabiraka u harniltonijanu dva valentna elektrona u riašern slučaju 
nije kornpatibilan sa L 2 i S 2 , tj. ne favorizuje LS-sprezanje uglovnih momenata, već jj-sprezanje, 
koje je vida | шММјАјМ) = Y,m h ,m h {jij 2 m h m j+2 \JMj) \ hsijim h Ai) | l 2 s 2 j 2 m h A 2 ). 

S druge strane, ostali sabirci u harniltorrijanu ne favorizuju jj-, već LS'-sprezanje. Uzirnajući 
u obzir ceo dvoelektronski harniltonijan, rirožerno reći da su kako L i S tako i ji i j 2 sarno približno 
dobri kvantni brojevi (pri torne L i S su bolji, zato i pišerno 3 P 0 ). Dobri kvantni brojevi su J i 
Mj i oni potiču od ukupnog dejstva svih člariova u hamiltonijanu. Stoga i konkretna vrednost 
J = 0 za osnovno stanje proizlazi tek iz dijagonalizacije hamiltonijana. 


9.5.4 Dodatak — dokazi teorema i leme 

Dokaz Teorema T 9.5.1. Podsetimo se izomorfizma јЈ 2 < i koji preslikava Ћ\ na Ji 2 i koji 

odgovara pojrnu ”istih” jednočestičnih stanja. Pretpostavili sino da se radi o istoj vrednosti k 
kvantnih brojeva k\ i k 2 i o istorn dodatrrom kvantnoin broju Л u slučaju obeju čestica. To 
znači da jf 2 =\ prevodi ireducibilni invarijantrri potprostor Vp A C Ћ\ na ireducibilni invarijantni 
potprostor V 2 ^ A) C %2 (jer ova dva potprostora sadrže ”ista” stanja). Onda se operator izmene 
E, koji je usko povezan sa đ 2 <-i (uporediti (9.3.3)), redukuje u V\ kX) 0 V 2 fcA) . 

л def л 

Nakon uvođenja K = Ki +K 2 , irnamo dekompoziciju 


vf :A) 0 vf :A) = v[l k g) 


(9.5.9) 


na ireducibilne invarijantne potprostore za K (uporediti (7.1,11a), sarno što sad kornpozitni 
kvantni broj pišerno 2k — q, a izostavljarrm rra desnoj strani Ai = Л 2 = A). Pošto iđentičnost 
čestica povlači da se one ne rnogu razlikovati ni po jedrioj opservabli, to je K 2 = J 2 ^{K.\JJjf l ili 
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(a) (b) 



Slika 9.3: Simetrični i antisimetrični potprostori pri slaganju dva uglovna momenta sa 

k = 2. Potprostori iz (9.5.9) prikazani su kao kolone poređane tako da vrste predstavljaju 

svojstvene potprostore kompozitnog magnetnog kvantnog broja rn: v[^ C Ћп- Na Crtežu (a) 
objašnjene su kolone, a n a Crtežu (b) dato je razjašnjenje vrsta. 

Zbog kornpatibilnosti sa Jt, E se redukuje ne sarno u svakorn potprostoru Vy 2 ^ 4i iz (9.5.9), 
što su naši "ormari sa fiokama” , (videti crtež C6.2), već i u svakoj ”fioci” V[ 2 k ~ q ^ i to u svih 
2(2k — q) + 1 ”fioka” jednako, tj. u ekvivalentne operatore (videti teorem T 6.3.2). 

Važna okolnost koja se pojavljuje pri slaganju uglovnih mornenata Ki i K 2 uz fiksirane 
Ai = Л ‘2 = A) je nepostojanje višestrukosti potprostora v[ 2 2 k q \ Drugirn rečirna, sve su ”fioke” 
y{ 2 k-q,m) j ecl п ocl i mg n z i оп a 1 n i potprostori. Prema tome, E mora u njima da se redukuje u broj i 
to u svirn ”fiokama” u isti broj. Pošto je E 2 = I, taj broj rnože da bude samo ±1. 

Tako smo dokazali: 

i) da je svaki vektor (9.5.7a) ili simetričan ili antisimetričan i da su svih 2(2 k — q) + 1 vektora 

multipleta standardnog bazisa za K jedne te iste prirode u pogiedu simetrije, tj. ili su svi 
simetrični ili su svi antisimetrični (nezavisno od vrednosti inagnetnog kvantnog broja rn). 

Potprostor y(2 fc > m - 2fc ) (prva ”fioka”) je jednodimenzionalan, u njemu imamo samo bazisni 
vektor 

| k\, kX; 2 k, rn = 2 k) =| kX, пц = k ) \ kX, rn 2 = k ), (9.5.11) 

i on je očigiedrro simetričan. Na osnovu gornjeg zaključka onda možerrio da konstatujemo 

ii) da je svaki vektor u V'[ 2 =2fc sirnetričarr. 

Za dalje rezonovanje poslužimo se Crtežom C 9.3. U potpmstoru y(™- 2k ~ 1 ') (nešatirana, druga 
odozgo, vrsta na Crtežu (b)), koji je đvođimenzionalan (dva kvadratića), iniarno sledeće bazisne 
vektore (koji ga obrazuju): 

| rrii = k ) | m 2 = k — 1), | гп\ = A; — 1 ) | m 2 = k ); (9.5.12) 
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oeigleđno, od njih možemo da konstruišemo jedan simetričan i jedan antisimetričan vektor: 

^{\k)\k-l)+\k-l)\k)), ^{\к)\к-1)-\к-1)\к)) (9.5.13) 

(bitno je da za oba kompozitna vektora u (9.5.12) važi m,\ Ф m -2 i da je drugi .E-lik prvog). 
Geometrijski to znači: iz [K z , E] = 0 sledi da se E redukuje u svakom V^; potprostor v}™ ^ 2k 
operator E razlaže na jedan simetričan pravac i na jedan antisirnetričan pravac. 

U potprostoru у(™- 2А_3 ) (nešatirana, četvrta odozgo, vrsta na Crtežu (b)) imamo bazis: 

| m i = k) | m 2 = k — 3), | m\ = k — 3) | m^ = k), \ m\ = k — 1) \ m^ = к, — 2), | m\ = k — 2) | m 2 = k — 1). 

(9.5.14) 

Sada sa prva dva i posebno sa druga dva vektora u (9.5.14) možemo preći na po jedan 
sirnetričan i po jedari antisimetričan vektor. Tako dobijamo u v[™ ^ 2k drugi bazis koji sa 
sastoji od 2 simetrična i od 2 antisimetrična vektora. 

Analogno je za y(™- 2k -°) jtd. ako postoje. Možemo izvući sledeći zaključak: 

Svaki potprostor V[™\ m = 2 k — q, za neparno q ima pamu dimenziju, dim = q + 1 i 
broj simetričnih i broj antisimetričnih vektora u svojstvenom bazisu od E u V\^ su jednaki. 
Posmatrajmo sad y(™- 2k ~ 2 ) (šatirana, treća odozgo, vrsta na Crtežu (b)). Onda imamo bazis: 

| m 1 = k — 1 ) | ni 2 = k — 1 ) (već simetričan vektor!); (9.5.15a) 

| mi = k ) | -m-2 = k — 2 ), | irii = k — 2 ) | m^ = k ). (9.5.156) 

Dakle, što se tiče svojstvenog bazisa od E, dobijamo 2 simetrična i jedan antisimetričan vektor. 
Analogno je u potprostoru v[™~~ 2k ~~^ itd. Formulišimo opšti zaključak. 

Svaki potprostor V\™\ m = 2 k — q za parno q ima neparnu dimenziju, dirrrVj™- = q + 1 i 
broj simetričnih vektora je za jedan veći od broja antisimetričnih vektora (u svojstvenom bazisu 
od E). 

Pređimo sad na Crtež (a). Znamo već (videti ii) gore) da je Vff (šatirana, prva zdesna, 
kolona) sirnetričarr prostor. Kakav je slecleći nalevo, ? Znarno da je određene sirnetrije 

(videti i) gore). Ako bi i on bio simetričan, onda bi potprostor v[™~ 2k ~^ (elruga vrsta, Crtež 
(b)) rnorao biti sirrretričan, jer je sav unutar v[™~ žk ^ ф V\£~~ 2k ~~ 1 \ A to je u protivurečnosti sa 
gornjim zaključkom (za q neparno). Dakle, V\™~ 2к ~^ je antisimetričan. 

Kakav je y(™- 2k - 2 )? Q n se se če (u jednorn kvadratiću, tj. u jednorn pravcu) sa potprostororrr 
y{m- 2 h~ 2 ) ^ za sm() videli da ima 2 simetrična i jedan antisimetričan vektor. Pošto se yOj- 2k ~ 2 ) 
seče u po jednorn kvadratiću i sa уј™- 2 ^- 1 ) j sa y(™- 2k ) ( na s ta otpada jeclarr antisimetrični 
odnosno jedan simetrični vektor), pomenuti presek sa y(™- 2k ~ 2 ) mo že samo da bude simetričan 
pravac. Onda sav у(™- 2к ~ 2 ) mo že biti simetričan. I tako dalje. 

Dokaz Leme L 9.5.1. Potrebnost uslova u Lerni. Pojeđnostavimo obeležavanje i piširrro 

| ф ) = f | ф] дг ) 0 , | ф ) = f | ф\,,,м )s- Pošto je svaka transpozicija Рц (u svakom od tri prostora 

stanja) urritararr i involutivan operator, ona je i opservabla i rnože cla irna sarno ±1 kao svojstvene 
vrednosti (i irna obe, jer nije konstanta u celorri prostom). 

Pođimo od Рц | ф ) | ф ) = — | ф ) | ф ) (što važi za svaku trarrspoziciju Рц i posledica 
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je pretpostavljene antisimetričnosti vektora | ф ) \ ф }). Zbog faktorizacije operatora (videti 
(9.5.3)), irriamo 

(PP | Ф))(Р^ \ф)) = -\ф)\ ф). (9.5.16) 


Izvršimo razlaganja 

gde je 


| Ф) =| Ф+}+ | ф - ), | ф) =| ф+)+ | ф - ), 

| ф+ ) = zt | ф + ), p5i) | ј = -ј- | ^ 


(9.5.17 а,6) 
(9.5. 18a, b) 


(radi se o razlaganju na projekcije u svojstvene potprostore od Po^ odnosno Pif ovo razlaganje 

je, kao što je poznato, jeđnoznaeno). Zamenjujući (9.5.17) i (9.5.18) u (9.5.16), nakon potiranja 
dva sabirka na levoj strani sa dva sabirka na desrioj strani dolazi se do 

| ф+ }G> | ф+ )+ | ф— )® | ф— ) = - | ф+ )® | ф+ )— | ф— )® | ф~). (9.5.19) 


a) Pretpostavimo sad da је | ф+) ф 0. Onda skalarno rnnoženje jednakosti (9.5.19) sa (ф+ \ 

i deljenje brojern { ф + | ф+) daje | ф+ ) = — | ф+ ) = 0, а (9.5.176) tada iziskuje 
| ф) =| ф— ). Zamerrjujući | ф+ ) = 0 u (9.5.19), rnnožeći skalarno sa (ф— \ i deleći brojern 
(ф — | ф~), sledi | ф — ) = — | ф— ) = 0, a (9.5.17a) onda daje | ф ) =| ф— ). Dobili smo 

varijantu a) uslova u Lemi što se tiče Pp-. 

b) Pretpostavimo da je | ф+) Ф 0. Analogno sledi | ф) =| ф— ), | ф) =| ф+), tj. varijanta b) 

uslova u Lerni što se tiče Р^. 

Pošto sa svaka permutacija faktorizuje u transpozicije, vidirno da svaki orbitalni (spinski) 
permutacioni operator delujući na | ф) (ria | ф)) daje +1 ili — 1 ostvarujući tako jedriu ireducibilnu 
reprezentaciju simetrične (tj. permutacione) grupe Sn- Poznato je da postoje samo dve takve 
reprezentacije i tako sledi uslov Leme. 



Glava 10 


Približni računi 


10.1 Stacionarna perturbacija nedegenerisanog nivoa 

Ovaj odeljak posvećen je najprostijem slučaju računa smetnji: 

i) kada ni neperturbisani hamiltonijan ni perturbacija ne zavise od vremena, 

ii) kada je energetski nivo koji izračunavamo neđegenerisan. 

Pokazaćemo da se ovaj specijalni slučaj može primeniti na brojne konkretne probleme zahvaljujući 
grupi simetrije. I sama teorija i nekoliko primena izloženi su prilično detaljno i to u naizmeničnoj 
prezentaciji. 

U prvom susretu sa osnovnim idejama perturbacione teorije u § 3.4 videli smo da kvantna rne- 
hanika nastoji da svoju slabost (nemogućnost egzaktnog računanja) pretvori u prednost (različiti 
redovi aproksirnacije paralelno sa različitim eksperimentalnim rezolucijama daju različite uvide 
u fiziku pojava). Citalac će u ovom odeljku videti dalje realizacije ove važne ideje. 

10.1.1 Osnovne ideje teorije perturbacije i definicija pro- 
blema 


Као što smo u izvesnoj meri anticipirali u § 3.4.1, teorija perturbacije stupa na scenu kada ne 
umerno da rešimo svojstveni problem hamiltonijana kvantnog sistema koji proučavamo, ali zato 
umemo da rešimo svojstveni problem jednog drugog, ne mnogo različitog, ali jednostavnijeg 
hamiltonijana. Pod pretpostavkom da je razlika pomenuta dva hamiltonijana rnali operator, 
razvijarno naš hamiltonijan u Taylor-ov red sa drugirn (rešenirn) harniltonijanom kao nultorrr 
aproksimacij orrr , a korekcije izračurravamo za prvi, drugi itd. red aproksrrrraerje pornoću porrre- 
nutog malog operatora. Sad ćemo ove kvalitativne ideje iskazati preciznim jezikom kvantno- 
mehaničkog formalizma. Hamiltonijan kvantnog sistema koji proučavamo (a koji ne umemo da 
rešimo egzaktno) obeležavamo sa H i rrazivarrro ga perturbisanim harrrilt orrij arrorrr . Hamiltonijan 
drugog, jednostavnijeg sistema (koji može biti i fiktivan sistem) označavaćemo sa Hq — to će biti 
neperturbisani hamiltonijan. Razliku H — Hq pisaćemo kao H' i nazivaćemo je perturbacijom. 
Dakle, 

( 10 . 1 . 1 ) 


н = H 0 + H' 
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U stvari, radi bolje preglednosti pojedinih redova aproksimacije, (10.1.1) ćerno uopštiti na 

H(a) = H 0 + aH'. (10.1.2) 

Za a = 1 imamo perturbisani hamiltonijan, za a = 0 neperturbisani, a za a -+ +0 možemo po- 
smatrati kontinualni prelazak (konvergenciju) sa perturbisanog na neperturbisani hamiltonijan. 
Radićemo sa H(a), a na kraju će se ispostaviti da rezultati ne zavise od a (te se odnose i na 

slučaj a = 1). 

U ovorn odeljku proučavamo teoriju stacionarnih perturbacija ili račim smetnji nezavisnih od 
vremena, što će reći da ni H 0 ni H' ne zavise od vremenske promenljive t. 

Pretpostavićemo (radi jednostavnosti) da neperturbisani hamiltonijan irna čisto diskretan 
spektar, tj. da irna isključivo vezana stanja 10-1 * 1 : 


(10.1.3) 

gde su E®, n = 0, 1 , 2 , . . . neperturbisani energetski nivoi, a Л = 1 , 2 , . . . , d n je dodatni kvantni 
broj (ili kvantni brojevi), koji prebrojava bazisne vektore potpune klasifikacije koji odgovaraju 
jednom te istom (d„-puta) degenerisanom energetskom nivou 10 * 1 ' 2 E®. Pretpostavićemo takođe 

da je kako energetski spektar, tako i pomenuti svojstveni bazis za H 0 poznat. 

Naš je cilj da razvijemo H(a) u Taylor-ov red po a oko a = 0 i da izračunamo korekcije na 
neperturbisane nivoe i stanja u pojedinim redovima približnosti. Pri tome je celishodno koncen- 
trisati pažnju na jedarr određen neperturbisani nivo. Oznaćavaćerrio ga sa E w . U celorn ovorn 
odeljku ograničićemo se na slučaj d n = 1, tj. na teoriju stacionarne perturbacije nedegenerisanog 
nivoa. Pri torne E w rnože biti bilo koji nivo, rnada ćerno u primenama najčešće irrrati £= =0 , tj. 
osrrovni rrivo. 

Neka našem neperturbisanom nivou J3| i odgovarajućem svojstvenom stanju | n) (sad Л nije 
potrebno) odgovara perturbisani nivo E n i svojstveni vektor | E n ) (”odgovaranje” perturbisanog 
entiteta neperturbisanom je u smislu: prvi teži drugom kad a -+ +0). Dakle, 


H 0 \nX) = ЕЦпХ) 


H | En) = En | En). 


(10.1.4) 


Taylor-ov red za perturbisani rrivo i stanja pisaćerno u vidu 

E W = E^ + аЕ {1) + a 2 E {2) + ..., (10.1.5) 

I En) =| n) + a | 1 ) + a 2 | 2 ) + . . . . (10.1.6) 

Ovo je definicija za korekcije E {p) , | p), p = 1 , 2, . . .. Najzađ, kad sve zamenimo u (10.1.4), 

sledi osrrovrra forrrrula za sve zaključke ovog odeljka: 


(H 0 + aH')( | n) + a | 1} + a 2 | 2) + . . .) = (Е^ + аШ + a 2 E& + . . .)(| n) + o | 1 ) + a 2 | 2 ) + . . .) 


Kt.r.i Ako H() sadrži pored diskretnog i kontirmalni spektar, samo se sume Yj n Y\ zamene odgovarajućim sumarna 
i integralima po ukupnom spektru. Važno je da posrnatrani nivo E w pripada diskretnorn spektru od Hq. (Strogo 
govoreći, važno je i to da E w ne bude tačka nagomilavanja drugih nivoa E° n , uporediti Lernu L 10.1.1.) 
ш.г. 2 и preciznijoj notaciji rnorali bisrrro pisati A n urnesto A (nije isto A za različite vrednosti od n). Multiplicitet 
d, n riivoa E n može biti i H 0 . 
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10.1.2 Korekcije prvog reda 

Ključna jeđnakost (10.1.7) u prvoin redu približnosti glasi 

(Ho + aH ') ( | n ) + a | 1 )) = (E^ + aE l ' Vi j(| n) + u | 1)); (10.1.8) 

zapravo, kad se oslobodimo zagrade i ispustimo još preostale članove drugog reda, 

H 0 \n) + a(H 0 | 1) + H’ | n)) = | n) + a(E {1) \ n) + E^ | 1)). (10.1.9) 

Na osnovu (10.1.3), prvi sabirak na levoj strani je jednak prvom termu na desnoj strani, pa 
ih možerno izbrisati. Zatim možemo da podelimo sa a. Tako dobijamo 

H 0 \1) + H'\n)= E {1) | n) + E^ | 1). (10.1.10) 

Reširno (10.1.10) prvo po E {1) tako što ćerrio celu jednakost rrmožiti skalarno braom (n \ : 


E m = (п\н'\п) 


( 10 . 1 . 11 ) 


(uzeli smo u obzir da (n | H 0 = (n \ EL, usled čega je (n | H° \ 1 ) = (n | E~ \ 1 ); takođe je 
(n\n) = l). Pređirrm sad na rešavanje (10.1.10) po | 1 } i to tako što ćemo | 1 ) prethodno 
razviti po neperturbisanoj potpunoj klasifikaeiji stanja: 

| 1 ) = 1 | 1 ) = | n\ )( n\ | 1 ), ( 10 . 1 . 12 ) 

п А=1 

а zatim zameniti (10.1.12) u (10.1.10). Tako dolazimo do 


E} | n'A' >( n'A' | 1> + H’ | n ) = B<‘> 51) + | rz'A' >{ n'A' | 1). 

п' A' n'A' 


(10.1.13) 


Da bismo (10.1.13) rešili po tekućem razvojnom koeficijentu ( n\ \ 1), pomnožimo (10.1.13) 
skalarno sa (пХ |. Usled ortonormiranosti svojstvenih vektora od H°, tako dobijamo 

(10.1.14) 

U (10.1.14) odniah pada u oči da za n = n, ( n \ 1) ispađa iz jednakosti (dobijamo sarno 
ponovo (10.1.11)). Dakle, iz (10.1.14) ( n \ 1) ne inožemo izračunati, a to znači ni iz (10.1.10), 
jer (10.1.14) je (10.1.10) u reprezentaclji svojstvenog bazisa operatora Hq. 

Ipak, pomenuta poteškoća se može otkloniti. Radi toga uvedimo sledeću konvenciju: pertur- 
bisano stanje | Ец) nećemo normirati najedinicu, već na jediničnu projekciju 101 ' 3 na odgovarajuće 
neperturbisano stanje | n): 

(10.1.15) 

io.i.3p rem i sa za ovu konvenciju je da vektori | £+ ) i | n ) nisu uzajamno ortogonalni. To je u praksi uvek 
zadovoljeno, jer kad bi bili ortogonalni, to bi bila dva sasvirn različita stanja (verovatnoća prelaza iz jednog u 
drugo bila bi nula!) i onda bi ionako bilo nernoguće razviti | £+) u Taylor-ov red oko | n). 


E Tl 


Ei( пХ I 1) + (пХ I H' | n) = б гт Е {1) + Pt( пХ | 1), Vn, VA. 
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U prvorn ređu aproksirnacije (10.1.15) se (pornoću (10.1.6)) svocli na 1 + a( n 
povlači 


{ n | 1) = 0. 


1) = 1, što 

(10.1.16) 


Dakle, korekcija stanja prvog reda | 1) ima nultu projekciju na neperturbisano stanje | n). 

Preostaje nam cla iz (10.1.14) izračunamo ostale projekcije od | 1 ) (u njima otpada prvi 
sabirak na desnoj strani): 


( n\ I 1) = Vn ф n,V Л 


(10.1.17) 


Mada je u (10.1.16) i (10.1.17) korekcija | 1) (analogno kao korekcija u (10.1.11)) svedena 
na poznate veličine, za teoretičara je uvek izazov da iznađe kompaktniji izraz. 

Neka je Q projektor na ortokomplement pravca koji obrazuje | n), tj. 


Q = i- | n)(n 


(10.1.18) 


Zadatak 10.1.1 Ispisati jednostavno delovanje operatora Q na svojstvene vektore operatora H 0 . 
Pomoću Q korekcija | 1 ) može cla se napiše u vidu: 


1' 


1 


-QH' | n), 


Ei-H« 

ili preciznije, ako se operatorom na desnoj strani hoće delovati nalevo, 


(10.1.19a) 


| 1) = Q{E° - H Q y l QH' | n) (10.1.196) 

(množenje skalarno sa (n | pokazuju potrebu. za preeiznijom formom (10.1.196), isključivo za 
prostor ketova dovoljna je forrna (10/L19a)). 

Zadatak 10 *1 *2 Dokazati (10.1.19). 

Zadatak 10.1,3 Pokazati da je — Hq) singularan operator. 


Zadatak 10*1*4 Kako to da u (10.1.19) ipak irna smisla operator d = f (Е5 г ----- Hq)~ 1 iako ovaj operator u 

тГ 0 

stvari ne može da se definiše (u celom prostoru našeg kvantnog sistema)? 


10.1.3 Energija osnovnog stanja helijumovog atoma 

Da bisrno ilustrovali kako treba prirneniti neke dosadašnje rezultate, prikazaćerno izračunavanje 
veličine u naslovu paragrafa. u prvoj aproksimaciji. 

Hamiltonijan neutralnog atomskog omotača helijuma (a to je sad perturbisani hamiltonijan) 
glasi 

л- rt, 2e 2 ~ 2e 2 e 2 

H = 1 1 h 1 2 1 , (10.1.20) 

r l r 2 r 12 

+ ^ def 

gde su I’i i 1’ 2 operatori kinetičke energije prvog odnosno dmgog elektrona, a + 2 = |ri — r 2 |. 
Prostor stanja je £ 2 (ri, 9\, ipi) ® £ 2 (r 2 , 0%, + 2 ) ® Cf ® C%. 
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Za neperturbisani hamiltonijan pogodno je uzeti (fiktivni) sistern neinteragujućih elektrona 

— ) + if ‘2 ~ — ' 

Г 1 r 2 ' 


Ho = iTi 


def 


h\ + h-2- 


( 10 . 1 . 21 ) 


Perturbacija je onda 


H' 


e 

Г\2 ' 


(10.1.22) 


Treba da ustanovimo kako giasi osnovni nivo EL_ 0 i osnovno stanje | n = 0) za H 0 . 


Jednočestični hamiltonijan h\ = T\ — — je hamiltonijan vodoniku sličnog atoma sa Z = 2. Mi 


r 1 


smo u §9.1 potpuno rešili diskretni svojstveni problem ovakvog jednoelektronskog hamiltonijana. 
Iniali smo e n = —■^ т 2ћ £ (prepisali smo (9.1.23a)) i ( r, в, ц> \ nlrn) = ip) као 

odgovarajući svojstveni vektor (9.1.24a). Najniži nivo irna kvantne brojeve n =1,1 = ггц = 0 (jer 


n = 1,2,...; I = 0, 1, 2, . . . , n — 1). Stavljajući Z = 2, dolazimo do e n= i 
—54, 4eV. Irnajući u vidu da cp) = -j= (uporediti (6.6.8)) i da R, 

(videti (9.1.26)), prostorni deo funkcije osnovnog stanja glasi 


2 me 4 
ћ 2 ’ 

n=l,l=oir) 


što iznosi oko 


2 ( 


fl'O ‘ 


rte 


/ 2 3 

( r, в, ip I n = 1.1 = rn = 0) = 4 / — e “o . (10.1.23) 

V 

Uzirnajući u obzir spin, vidimo da je pomenuti jednočestični nivo e n=1 multipliciteta 2. IJ 

neutralnom He atomu imamo baš 2 elektrona, znači popunjenu podljusku (koja je istovremeno i 

ljuska) . 

Na osnovu Teorema o popunjenoj podljusci (T 9.4.4) znamo da omotač ima L = S = J = 0 i 
da inu je osnovno stanje Slater-ova determinanta 


(n = 1, / = rrii = 0, rn s 


-) c ( n = 1,1 = rni 


0, m 


д)‘ 


Ali, pošto oćigledno irnamo LS sprezanje (irnarno oštru vrednost za L i S), rnožerno isti dvo- 
elektronski vektor stanja đa pišerno u vidu | L = M L = 0) | S = M$ = 0). Onda odniah vidimo 
da je prostorni faktor simetričari, a spinski antisirnetričan (videti T 9.5.1), tj. imamo 


т= a ° (? ™ ) (Xi(^5i)x i{m s2 )-x dm s \)xdm s2 )) 

л/2тгац 2 2 2 2 

(x±i C C 2 reprezentuje | ±) € H 8= i u standardnom bazisu). 


(10.1.24) 


Zadatak 10.1.5 a) Kako se u (10.1.24) prepoznaje | L = = 0 ) | S = M$ = 0 ) ? b) Pokazati kako se iz 

(10.1.24) dobija, gore pornenuta Slater-ova determinanta. 


Uverili smo se da iinarno nedegenerisani osnovni nivo E~ = 0 = e n= i + e n= i ~ —108, 8eV 
neperturbisanog hamiltonijana H 0 . Izraćunajmo sad korekciju prvog reda ovog nivoa. Prema 
(10.1.11), treba izračunati oćekivanu vrednost perturbacije (10.1.22) u stanju (10.1.24). Dobija 
se « 34eV. 


Zadatak 10.1.6 Prodiskutovati predznak od 9 u ovom primeru i objasniti iizički srnisao predznaka. 

Na crtežu C 10.1 prikazaćemo teorijski nivo u nultoj i u prvoj aproksimaciji i eksperimentalni 
nivo ne samo za He, već i za slične sisteme Li" f i Ве н ^ h . 

Zadatak 10.1.7 Objasniti zašto je u sva tri primera na crtežu C 10.1 Е~ =0 < En=o (pretpostavljajući da je 

ZT'teor. ^ E-ieksper.4 
0 ~ ^n= 0 ) * 
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Tabela 10.1: Poredjenje rezultata eksperimenta i računa do prve perturbacione po- 

pravke za sisteme He, Li + i Be ++ . 




He 

Li+ 

В(* 1 h 

E 2 

« ::: 

=0 + E {{) (teor.j 

— 74.8eV 

— 193eV 

»5.5eV 

fa 

n 

сЗ 

Cij 

m 

o 

— 78.6eV 

— 197.1eV 

— 370eV 

E° 

=o ( teor -) 

— 108.8eV 

— 243.5eV 

— 433eV 


10.1.4 Korekcija drugog reda za energiju 

Da bisrno izračunali popravku iz naslova, ispišimo sa leve i đesne strane od (10.1.7) članove 
drugog reda po a, a zatim podelimo sa a 2 . Tako dobijamo 

H 0 | 2 ) + H' | 1 ) = E± | 2 ) + E {1) | 1) + E {2) | n }. (10.1.25) 

Da bisrno (10.1.25) rešili po E (2 \ pomnožimo jednakost skalarno sa (n |. Znamo da je 
( n | 1) = 0 (uporediti (10.1.16)). Ako u (10.1.15) razvijerno 1% po a (tj. zamenirno (10.1.5)) i 
uzrnerno drugu popravku rra levoj strarri i rra desnoj strarri, dolazirrro do 


( n | 2) = 0. 


(10.1.26) 


Stoga, iz (10.1.25) sledi 

Е {:1) = (n | Н 0 | 2 ) + (n | H' | 1 ). (10.1.27) 

Pošto (n | H° = (n | E~, prvi član na desnoj strani otpada usled (10.1.26). Kada u (10.1.27) 

H' | 1) zamenimo sa H'I | 1) i iskoristimo relaciju zatvorenosti za svojstveni bazis od Hq, onda 

u (10.1.27) možemo zameniti (10.1.17) i tako doći do 

E { 2 ) = (та 1 н' 1 nX)(n\ 1 H' I n) 

jH- — ^ ^ 

пфп X П ' П 

(opet smo koristili ( n | 1) = 0). Kompaktnije, rezultat glasi 


ZK?7. 


пфп 


ЕлК» 1 H' 1 n\ ) 




(10.1.28a) 


Zadatak 10.1,8 Pokazati da se (10.1.28a) rnože još kompaktnije prepisati u vidu 


FH = (n I H'(E% - Ho)^QH' I n) 


(10.1.28 b) 


(uporediti (10.1.18)). 


Zadatak 10. 1.9 Pokazati da bez obzira da И u perturbaciji H' preovlađuju repulzivne ili atraktivne ”sile”, ako 
je £2- osnovni nivo, uvek je 


E& < 0 , 


(10.1.29) 


tj. uloga druge popravke je da se poveća energija vezivanja ili da se deprirnira nivo. 
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Ako sad ponovo bacirno pogled na Crtež C 10.1, vidirno da iz (10.1.29) proizlazi da će se 
E'L + /А 1 ) + E { ' 2} približiti eksperimentalnoj vrednosti Еф za sva tri omotača. 

Vratimo se rezultatu (10.1.28a). Po pravilu prostor stanja kvantnog sistema je beskonačno 

đirnenzionalan, te se u (10.1.28a) pojavljuju redovi. Postavlja se pitanje da li možerno biti sigurni 

da ti redovi konvergiraju. Izvešćemo jedan dovoljan uslov za konvergenciju i ujedno daćenio jednu 
ocenu veličine druge popravke Е {2 ). 


Lema 10.1.1 i) Ako neperiurbisani nivo E~, nulta aproksimacija od E^, nije tačka nagomila- 
vanja neperturbisanih nivoa, tj. ako postoji najbliži neperiurbisani nivo Е { ) ф E~ i 

b) ako je disperzija perturbacije H' u neperturbisanom stanju | n) konačna, tj. ako A 2 H 1 < oo, 

onda E^ sigurno postoji i 


FP)\ < 


А 2 Н' 

грО l?0 
11 n 


(10.1.30) 


Dokaz: 


Uzirnanjem modula leve strane i desne strane od (10.1.28a), sledi \Е^ 2 Ц < 


E E 

пфп A 


{n | H' | n\) 

№-K\ 


(jer mo- 


duo kornutira sa lirnesorn, a rrioduo zbira je rnanji ili jednak zbiru rnodiila). Ako na desnoj strani zamenimo E® sa 

I (fl I H ! I 77, Л ) I ^ 

vrednošćunajbližegnivoa£J~, tirne ne rnožemo smanjiti desnu stranu. Stoga, \Е^ 2 Ц < Da Ie-jL — — 


E J 2 (n\H'\ n X)(n\\H f \n) 

пфп X 


(n\H ! (/— | n ) (n I) H' \n ) 

l+o -m 


A 2 A. = { A 2 ) — { A ) 2 , uporediti (4.1.2)) 


(п\Н 2 j n ) — (n\H'\n ) 2 

“ I Eg-EA 


H (iskoristili srno opštu relaciju 


Q. E. D. 


Disperzija А 2 Н' zavisi samo od | n ) (i od II'), ali ne i od ostalih neperturbisanih stanja 
| n\ ). Ako je E® dovoljno udaljen od E~, onda je desna straria od (10.1.30), a prerna torne i 
druga popravka energije, mali broj. Pretpostavljajući da su Е) р) , p > 3, još manji (kao što je 
obično slučaj), onda je prva aproksimacija EL+E^) za tačnu energiju sistema E w prilično dobra. 


10.1.5 Kvadratni Stark-ov efekt dvoatomskog molekula 

Da bismo ilustrovali primenu druge popravke energije, izračunaćemo u drugoj aproksimaciji 

osnovni nivo dvoatomskog rnolekula i to u hornogenom električnom polju (tzv. kvadratni Stark- 
ov efekt). Učinićerno to u rnodelu tzv. krutog rotatora. 

Za izračunavanje osnovnog nivoa najvažniji doprinos daju niskoležeći pobuđeni nivoi molekula 
(jer onda je imenitelj u (10.1.28a) najmanji, te su sabirci najveći). Ispostavlja se da se najlakše 
ekscituje (dakle najrriže leži) tzv. traka rotacionih nivoa ili rotaciona traka 10-1 ' 4 . 

Ona teorijski sledi iz kinetičke energije sistema, a dominantni doprinos kinetičkoj energiji 
daju kinetičke energije dva atomska jezgra u molekulu. 

Za definisanje neperturbisanog hainiltonijana pogodno je izdvojiti sarno najviše relevantne 
sabirke u hamiltonijanu ili, kao što se kaže, odgovarajući đinamički stepen slobođe. 

Zanemarićemo elektronske ornotače, a dva jezgra posrnatraćerno kao dve čestice. Kao što 
srno videli u §4.5, sa dve čestice se prelazi na efektivrre čestice: centar inase i relativnu česticu. 
Zanernarićemo centar rriasa (jer ne daje pobuđenja). Sto se tiče relativrie čestice (sa inasorn 

10 ' L4 EngIeski rotational band; čitati: routejšnl bend. 
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m) , uzećemo sarno njen 
koordirmta: 


operator kinetičke errergije. Izrazićerno ga pomoću sfernih polarnih 


1 K 1 9 2 9 

2 rnr 2 2 rnr 2 дг ' дг 


(10.1.31) 


(videti (6.6.17)). 

Model krutog rotatom sastoji se u tome da naša dva atoma zamišljamo kao da su ukrućena na 
stalnom uzajamnom rastojanju r = r 0 . U kvantno-mehaničkim terminima istu misao iskazujemo 
tako da u ovom niodelu vibraciona pobuđenja uzimamo za beskonačno velika, tj. pretpostavljamo 
da se ne rnogu pobuditi (naime, vibriranje duž r bi dalo odstupanje od r = r 0 ). Ovini modelom 
u stvari izdvajamo rotacioni dinamički stepen slobode dvoatomskog molekula (uporediti 6.9.6). 

Zanemarićemo drugi sabirak na đesnoj strarri od (10.1.31), a u prvorrr ćerrro staviti r = r 0 . 
Tako dobijamo neperturbisani harniltonijan : 



Kao što zrrarrro iz klasične fizike, izraz rnr^ je rrroment inercije, a fizički sistein čiji hamiltonijan 
ima vid (10.1.32) se naziva rotatorom. Otud naziv modela koji primenjujemo. 

Spoljašnje homogeno električno polje E će delovati na kruti rotator tako da se vektorski 
operator električnog dipola molekula d spreže sa spoljašnjim poljem 


H' = -d • E. 


(10.1.33) 


To je naša perturbacija,. Pogodno je c-osu usmeriti duž električnog polja E. Onda se (10.1.33) 
svodi na 

H' = -d z E = -Edcos в, (10.1.34) 

gde je E intenzitet polja, d električni đipolni rnoment rotatora (koji je konstarrtan u ovorn mo- 
delu), a в je ugao između linije koja prolazi kroz težište ukupne pozitivne i težište ukupne 
negativne električnosti molekula s jedne strane i z-ose, tj. smera od E, s druge strane. Dakle, 
perturbisani hamiltonijan našeg kvantnog sistema glasi 



Ceo H = Hq + H' đeluje u uglovnom faktor prostoru £ 2 (0) relativne čestice i u niođelu krutog 

rotatora radijalni faktor prostor £ 2 (r) odgovara vibracionom dinamičkom stepenu slobode, koji 
sadrži viša pobuđenja, pa ga ispuštamo iz razrnatranja. 

Očigledno, energetski nivoi neperturbisanog hamiltonijana su Ei = ^ = 0, 1, 2, . . ., a 

potpuna klasifikacija stanja (u £ 2 (0)) je {( 9, (p | Пц) \ пц = —l, — l + 1, . . . , +1: l = 0, 1, 2, . . 

Osnovni nivo je E^ = .£)= 0 = 0 (nema rotacionog pobuđenja) i on je nedegenerisan, a odgovara 

rnu osnovno stanje | l = m = 0) =| n). 

Pre nego što se upustimo u izračunavanje popravki E^ i E^ 2 \ iskoristimo činjenicu da je 
perturbacija H' c-koiriporienta vektorskog operatora (uporediti (10.1.34)). 

Videli smo u (6.6.9) da УјЕр® (9 , (p) = ~y^|cos0. Stoga iniarno 

(Irn | H' | l'rn' ) = c I sin 9 đd [ dipYl n * (в, <p) Y\ ( 0 , p)Yf (0, ф ) , 

J 0 J 0 
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gde je c za nas sad nevažna konstanta. Proizvod funkcija ¥®{в, ф)У™' (в, cp) se pod rotacijama 
ponaša na sledeći način: 

t-fpujjf (», фг' (», <e) = R N)- 

Prema tome, Y®Y™' se ponaša kao direktni proizvod. 

Ako je V > 0, onda 

vQ \/гп' „ \гт' I _ х /rn' , „ \/т' 

I x i ,, — 6i 2 г ,_! + 6 2 i i' + C 3 2 г » +1 

(što znamo iz selekcionih pravila za CG koeficijente, uporediti §7.2.3). Staviše, leva strana ima 
određenu parnost: ( — 1) 1 ( — 1) г ' = ”=(~-”1) г (uporediti (8.1.30)). Stoga mora biti c 2 = 0, jer 

parnost odgovarajućeg sabirka ima suprotnu vrednost (— 1) г< . Dakle, za V > 0 je l = l' ± 1. Ako 
je l' = 0, onda iz gornjeg razlaganja Y®Y ( 7 1 ' sledi l = 1. 

Konačna selekciona pravila glase 


m = m', l = Џ' ± 1 


(10.1.36о,б) 


Selekciona pravila (10.1.36) slede iz Wigner-Eckart-ovog teorema na sledeći način. Pošto je H' 
z-komponenta vektorskog operatora, to znači da je istovremeno i nulta standardna komponenta 
ireducibilnog tenzorskog operatora prvog reda, a svojstveni bazis od Hq je standardni bazis za 
1. Selekciona pravila Wigner-Eckart-ovog teorema stoga imaju za posledicu da (ml | H' | m'l ' ) 
može biti različito od nule samo ako m = m' i l = l' — 1, l! ,1/ + 1 za l' > 1, a samo za l = 1 ako 
ie l' = 0. 


Ako primenimo i Wigner-Eckart-ov teorem za operator prostome inverzije (što možemo, pošto 
je H', neparan operator, uporediti (8.1.17) i iznad toga), onda još otpada i mogućnost l = l'. 
Odmah sledi E^) = Џ = m = 0 | H' \ l = m = 0 ) = 0, a u drugoj popravci preostaje jedan 

E |{ž = m = 0 | H' | lm)\ 2 2 

sabirak E™ = E ^ (l = m = 0 | H' \l = 1 , m = 0)| . 


/> 0 


‘2тг^ 


1 ( 1 + 1 ) 


Ispostavlja se da je { F 0 °(d,(p) | cos 9 \ Yi(9,cp) ) = 
rotatora u drugoj aproksirnaciji glasi 


, te osnovni nivo Stark-ovog efekta 


Е { 1 + E {1 ) + eU> = 0 + 0 + 


Зћ 2 


E 2 đ 2 


(10.1.37; 


Dakle, osnovni nivo se dobija upravo od druge popravke i zato ceo efekat nosi naziv kvadratnog 

Stark-ovog efekta. 

10.1.6 Uklanjanje degeneracije pomoću grupe simetrije 
hamiltonijana 

Teorija stacionarnih perturbacija nedegenerisanog nivoa, čijem izlaganjuje posvećen ovaj odeljak, 
zriatno je jednostavnija od teorije stacionarnih perturbacija degenerisanog riivoa, koju ćerrio 
proučavati u sleđećem odeljku. Stoga je poželjno da se problem degenerisanog nivoa svede na 
problem nedegenerisanog kad god je to moguće. Pornenuto svođenje težeg problema na lakši 
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rnože se često postići ako iinarno grupu sirnetrija {U (д) | g G G} u prostoru stanja sistema i to 
takvu da je grupa simetrije i neperturbisanog harniltonijana, tj. 

[ U(g),H 0 } = 0, Уд e G, (10.1.38) 

i perturbacije, tj. 

[ U{g), H' ] = 0, Уд G G (10.1.39) 

(onda je, naravno, grupa simetrije i perturbisanog hamiltonijana H = H 0 + H'). 

U đaljern izlaganju ograničićemo se na rotacionu grupu G = R(3), pošto je to najosnovniji i 
najvažniji prirner pornenute grupe. Sve što ćerno reći prenosi se po analogiji na bilo koju drugu 
grupu simetrije porrrenutih hamiltonijana. 

Razložićemo prostor stanja % na višestruke ireducibilne invarijantne potprostore Vk, koje smo 
uveli u §6.3.4 i nazvali ”ormari sa fiokama” (videti i §8.3.10). Zapravo, nastavimo razlaganje do 
potprostora Vkm (do ”fioka”): 

n = e fe ® m= ^ k v km . (10.1.40) 

Pretpostavimo da za reprezentaciju rotacione grupe R{ 3) važe relacije (10.1.38) i (10.1.39). 
Onđa se, kao što znamo (videti T 6.4.2), ff 0 , H' i ff redukuju u svakom potprostoru V km i u 
svakorn potprostoru V k dovoljno je uzeti jedan potprostor V km , recirno V k , m =k, jer u svirn ostalirn 
potprostorirna V km unutar istog V k svi ovi operatori se redukuju u ekvivalentne operatore (”u 
svirn fiokarna istog orniara nalazirno isto”). 

Na osnovu rečenog, ceo perturbacioni račun možerno sprovesti u po jednoiri potprostoru 

V k ,m=k za svako k. Cesto će se desiti da tu dobijemo nedegenerisan neperturbisani nivo E^. 

Zadatak 10.1.10 Objasniti kako to da ne samo svaki nivo Ei krutog rotatora sa multiplicitetom 21 + 1 iz 
pretbodnog paragrafa. već i svaki nivo E n sa višestrukošću n 2 u £ 2 (r) elektrona u vodoniku sličnom atomu 
(9.1.23a) postaje nedegenerisan nivo gornjim postupkom. 

Kao što proizlazi iz iskaza u ovorn Zadatku, redukovanjem perturbacionog problema u V kmi= i 
svaki nivo Ei krutog rotatora postaje nedegenerisan, tj. jednoznačno (s tačnošću do faznog 
faktora) mu odgovara svojstveni vektor | l, m>i = (). Na osnovu selekcionih pravila (10.1.36) se 
onda lako dobija druga popravka EG') za Ei, a ргл т а popravka ffd) j e 0 p e t nula. 


10.1.7 Niski pobuđeni nivoi atoma sa dva valentna elek- 
trona 

Kompletni hamiltonijan H elektronskog omotača od Z elektrona (u neutralnom atomu rednog 
broja Z) glasi: 




2 rn e 


Z ry ^ 

Zc 

г=1 




Z 




S*. 


(10.1.41) 


gcle je 


f{i'i 


def 1 1 d У(Гј) 

2тП 2 Ti dn 


(10.1.42) 


(uporediti (9.1.37)), a U(r,) je jeđnočestični potencijal, specifikovaćemo ga niže. 
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Anticipirajući malo sadržaj odeljka § 10.4, ukazaćerno na to da se iz sabirka dvočestičnog 

tipa kao što je J2f<j 1 — г izdvaja jedan usrednjeni jednočestični potencijal W (specijalnom 

J l r i — r jl 

varijacionom metodom) : 


z 


Е‘ ;, "- + Е'ч 


-(rez) 

ij 


(10.1.43) 


г<з 


1<3 


Preostali deo Y2f<j naziva se rezidualnorn interakcijom. Za jednočestični potencijal 

V{n) u (10.1.42) se uzima (-&■ + p|c). 

U lakim i srednje teškim atomima član orbitno-spinskog sprezanja je znatno manji od rezidu- 


alne interakciie 


z 




z 


%<j 


Л rez) 

ij 


(10.1.44) 


i rnože se zarrernariti. Definiše se neperturbisani harriiltonijan jednočestičnog tipa: 


\Њ 


def 


EŽ 1 л. 


Eif 


Рј 

2 rn e 


Ze 2 


Wi 


(10.1.45) 


a rezidualna Coulomb-ova repulzija je perturbacija H' : 


Н' = Tš, ПГ 


(10.1.46) 


Obično se izdvajanje usrednjenog repulzivnog potencijala Y2f=x W 11 (10.1.43) definiše tako 
da Wi iiria rotacionu simetriju (u £ 2 (гј)), te se potpuna klasifikacija stanja za jednočestični 
hamiltonijan /р: može pisati 

1 

(| nlmim s ) | n = 1, 2, . . . ; пц = — l , .... I; l = 0, 1, 2, ... ; m s = ±-}, (10.1.47) 

gde kvantni broj n jednočestičnih energetskih riivoa igra analognu ulogu kao glavni kvantni broj 
za elektron u vodoniku sličnom atomu. Usled rotacione simetrije spektar od glasi | Vn, VI}, 
tj. ne zavisi od пц i m s . 

Svojstveni bazis za H 0 možerno izgraditi po modelu nezavisnih čestica (uporediti § 9.4.3) u 
vidu Slater-ovih determinanti. Ali, ti Z-elektronski vektori nisu prilagođeni (u opštem slučaju) 
rotacionoj simetriji od H 0 i od H' . Zato je za rešavanje perturbacionog problema pogodniji jedan 
drugi svojstveni bazis za H 0 konstruisan u LS sprezanju, u kom su jednočestični orbitni uglovni 
momenti /, г i = |, i = 1, . . . ,Z, spregnuti u U-elektronski ukupni orbitni uglovni inoment L 
odnosno u Z-elektronski ukupni spin S. Vektore u ovoj klasifikaciji stanja za H 0 pisaćerno u vidu 
\LSM l M s X). 

Ogranićićeino se sad na oinotače sa dva valentna elektrona i uzećemo kao konkretan primer 

neutralni atom ugljenika C sa konfiguracijom (He)2s 2 2p 2 , gde je (He)2s 2 core, a valentni elektroni 

su u stanju 2 p. Usrednjeni repulzivni jednočestični potencijal Цј u (10.1.43) se izračunava sa 
svih Z elektrona. Stoga se efekt zastiranja koji potiče od Z — 2 elektrona core-a uzima u obzir 
u rnodelu nezavisnih čestica H 0 (ali ne i sa većorn tačnošću). 
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Zadatak 10.1.11 Pokazati cla je osnovni nivo za Hq pomenutog atoma ugljenika degenerisan i to sa višestrukošću 
15. 


Rotaciona simetrija H 0 i perturbacije H' omogućuje nam da otklonimo pomenutu degenera- 
ciju redukujući ceo perturbacioni problem u jednu ”fioku” ”ormara sa fiokama”. ”Ormari” su 
sad potprostori sa oštriin vrednostima L i S (dvočestičnim), a ”fioke” sa oštrim vrednostima L , 
S,Ml i Mg. Naime, sada zajednička grupa simetrije G od H 0 i od H' sadrži posebno sve orbitne 

mtacije i posebno sve spinske rotacije. 

Zadatak 10.1.12 Pokazati da,je u svakoj ”fioci”, tj. potprostoru V(LSMlMs), ako su L i S međusobno kompa- 
tibilni u srnislu Postulata antisirnetričnosti (uporediti ispod Z 9.5.1), pomenuti osnovni nivo od Н 0 nedegenerisan. 

Pošto princip antisimetričnosti dozvoljava 3 P, ^S i l D stanje naša dva valentna elektrona 
(dakle, ovi kvantni brojevi definišu ”ormare” u kojima se pojavljuje naš perturbacioni problem), 
moramo izračunati energetske korekcije prvog reda E^ifP), E^^S) i E^ifD). 

Zadatak 10 . 1.13 Napisati formule za izračunavanje ovih popravki. 

Ispostavlja se da linearni efekt rezidualne 
Coulomb-ove repulzije, tj. prva aproksimacija 
ovog efekta, dovodi do cepanja neperturbisanog 
nivoa kao što je prikazano na Crtežu C 10.1. 

Da bisrno uzeli u obzir i izostavljeni mali sa- 
birak orbitno-spinskog sprezanja u hamiltonijanu, 
prvo ćemo redefinisati hamiltonijan H 0 . On će 
sad cla obuhvati linearni efekt cepanja osnovnih 
nivoa sa Crteža C 10.1, a inače će biti kao rna- 
lopre. Drugim rečima, bivši 15-struki degeneri- 
sani nivo E 0 zamenjujemo nedegenerisanim ni- 
Slika 10.1: Cepanje degenerisanog nivoa v00m до + ^(D (1^9) , kome i dalje odgovara sta- 
zbog rezidualne Coulomb-ove repulzije. n j e | L = 5 = Ml = Mg = Q, Л ); zatim 5-struko 

degenerisanim nivoom E{j + E^ifD) i, najzad, 9- 
struko degenerisanim nivoom E 0 +E^( 3 P) (sve sa nepromenjenim svojstvenim stanjima). Ostale 
svojstvene vektore i svojstvene vrednosti od H 0 ostavićemo nepromenjene (jer viši nivoi inalo 
utiču na korekcije osnovnog nivoa). Za novu perturbaciju ćeino uzeti H' = Yli=i f( r i)h ' šj 
(uporediti (10.1.41) i (10.1.42)). 

Zadatak 10. 1.1 4 Pokazati da se sad za zajedničku grupu simetrije od Hq i H = Hq + III ne može više uzeti 
grupa svih rotacija posebno u ukupnorri orbitnorn prostoru i posebno u ukupnorn spinskom prostoru, ali da urnesto 
toga možerno uzeti grupu svih rotacija u sveukupnorn (orbitno-spinskom) prostoru starija dva elektrona. 

Zadatak 10.1.15 Pokazati da uzimanjem V(LSJ) potprostora za ”ormare”, a V(LSJMj) potprostora za ”fi- 
oke”, potpurro uklanjamo degeneraciju pomenuta dva degenerisana najniža nivoa od riovog II q . 

Zadaiak 10.1.16 Napisati formulu za izračunavanje novih popravki prvog reda: (^So), E ( P ( 3 Р 2 ), 

Е^^Рг) i E^( 3 Po). 

Ispostavlja se da se neperturbisani nivo E 0 + Е^Ц Л Р) cepa kao što ja prikazano na Crtežu 

C 10.2. 


(He)2s 2 2p 2 


0 


El + E^^S) 


+ 0 + .EW( ] -.D) 


+° + EW( 3 P) 
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(He)2s 2 2p 2 


es + e^^s) 
es + em^d) 


Eš 


JZ 'o 


+ 1+0 ( 3 .P) + ЕР)( 3 Р' 


E$ + EW( 3 P), 


EV + E 0){3 P ) + eW( 3 Pi ) 


E$ + EW( 3 P) + E W( 3 Po) 


Slika 10.2: Cepanje neperturbisanog nivoa i?J + #( 3 P). 


Zadatak 10.1.17 Objasniti zašto se degenerisani nivo Е 0 + £(0( 3 Р) ne cepa (kao što je prikazano na Crtežu 
C 10.2). 

Ispostavlja se da jačina rezidualne intarakcije raste sarno sa \[Z, a jačina spin-orbitnog spre- 
zanja raste sa Z 2 . Postoji jeđan region teških atorna (oko olova) u korne su pomenute dve 
interakcije otprilike iste jačine (tzv. region interrnedijernog sprezanja). Ovde se linearni efekti 
iriogu računati sarno u jednom jedinstvenorn koraku uzirnajući obe interakcije zajedno kao per- 
turbaciju. 

U regionu veoma teških atoma orbitno-spinsko sprezanje je dominantno u odnosu na rezidu- 

alnu interakciju. Tu se moclel nezavisne čestice redefiniše tako da se u Hq u (10.1.45) uključuje 
i spin-orbitno sprezanje. Onda se potpuna klasifikacija stanja za jednočestični hamiltonijan 
sastoji od vektora vida | nljrrij ). 

U sledećem koraku sprežemo sve j, { , i = 1,2 u ukupno J i Mj. U ovom tzv. jj 
sprezanju svojstveni bazis za H Q je standardan bazis za J ili za grupu sveukupnih rotacija (grupu 
simetrije za Hq i za H) i sastoji se od vektora vida | JMj\ ). I ovde se prelazi na V(J) 
kao ”ormare”, odnosno na V(JMj) kao ”fioke”. Tako se dobija linearni efekt od Coulomb-ove 

reziđualne repulzije kao perturbacije. 


10.1.8 Coulomb-ova energija jezgra 

Ilustrovaćemo korisnost rezultata iz paragrafa §10.1.6 i na primem izračunavanja veličine iz 
naslova. U ovom slučaju imamo jedan veoma složen problem, jer neperturbisani hamiltonijan 
H 0 obuhvata čisto nuklearnu interakciju između ovih parova nukleona (imamo u jezgru Z protona 
i N neutrona, dakle Z + N nukleona). Ova interakcija je veoma složena i mi u stvari ne znamo 
rešenje svojstvenog problema od H Q . Moraćemo to zaobići tipičnim veštim domišljanjem. 
Perturbacija je celokupna Coulomb-ova interakcija između ovih parova protona: 

Z ,2 


i<j 



(10.1.48) 
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Prostor stanja jezgra glasi: 

U = Vi p) ®V { a n) , ( 10 . 1 . 49 ) 

gde je Vi p) fermionski prostor (tj. antisimetrični potprostor) Z-identičnih protona, a vi n) je 
analogni prostor iV-identičnih neutrona. 

Pretpostavićemo da neperturbisani nivo E^ ima (kao što je to obično slučaj) kvantne brojeve 
J i П (sveukupni uglovni moment i pamost). To u stvari znači da odgovarajući svojstveni vektori 
od Ho imaju vid | UJMj). Pretpostavićemo takođe da je nivo E^ samo (2J+1) puta degenerisan 
i da Mj prebrojava degenerisane svojstvene vektore (što je isto tako obično slučaj). 

Pošto rotaciona simetrija važi i za čisto nuklearnu interakciju, tj. za #o> i za Coulomb-ovu 
interakciju, tj. za H' , možemo, kao što je objašnjeno u paragrafu § 10.1.6, da redukujemo ceo 
perturbacioni problem u potprostor V(J,Mj = J) (tj. u prvu ”fioku” ”ormara” V ( J ) ) . Ovde 
nivou EE odgovara samo jedno stanje | ПЈ, Mj = J, Л ). 

Računaćemo Coulomb-ovu energiju Ec u prvoj aproksirnaciji, to će reći da ćemo je izračunati 
u vidu prve popravke #d) na EJ (vrednost samog nivoa EA ne znamo i ne treba narn). Prema 
torne, 


z ,2 

E c = Еп-Е%& Е (1) = (ПЈ, Mj = J, X | — | ПЈ, Mj = Ј,Л). (10.1.50) 

i<j Tij 

Sad ćemo se upustiti u malu digresiju. Rešićemo problem kako sve sabirke u operatoru 
interakcije ]Ci<i (^ 0 Ј е u (10.1.50)) da svedemo na Vn pomoću pogodnih permutacija. 
Ovaj se problem postavlja zato što u (10.1.50) izračunavamo (kao što je često slučaj) matrični 
element od Yfi< j U? između dva antisimetrična stanja, a na njih permutacije deluju jednostavno. 

Lema 10.1.2 Neka je dato N hermitskih ili unitarnih operatora A\, B 2 , . . . ,X N (ne nužno ekvi- 
valentnih) koji deluju u jednočestičnim prostorima EĆf, odnosnoPĆf 1 , odnosno... , odnosno 
sistema od N identičnih fermiona. Nekaje, osirn toga, data operatorska funkcija f(A\, # 2 > • • • > X N ), 

koja deluje u Ћ,\ и) ® . . . 0 #0 Onda 

P/(ii, # 2 ,..., X N )P~ l = f(Ai, B 2 ,..., X N ), Ур e E n , (10.1.51a) 

gde je, na primer 

Ap i = J Tni lii J“Ci itd. (10.1.516) 

( drugim rečima, A\ je ”prenesen ” iz EČf u ELpĆ itd.). 

Dokaz: Neka je (| п.Ј \ УпЈ svojstveni bazis od O, u +( u> , gde je O, *=* A i ili O, *= B 2 ili ... već prema tome da li 

je i = 1 ili i = 2 ili ... i = 1 , N. (Bazis se sastoji delorn i od uopštenih vektora ako 0\ irria i kontinualni spektar.) 
Pođimo od P-lika indukovanog bazisa 11 н[ и ^ 0 ... 0 H N \ tj. od {P | n i ) | n 2 ) . . . | n,y ) | Vn*, i = 1, . . . , N} i 
primenimo na vektore ovog bazisa levu stranu od (10.1.51a). 

Sledi [Pf(A u B 2j . . .,X N )P^ l ]P \ rii) ... \ n N ) = f(a ni ,b n2 ,. . .,x nN ) | n p -i )... | n p -i ). Desna strana od 
(10.1.51a) prirnenjena na isti bazisni vektor daje 

f(A P i ђ Вр 2ђ ... ђ Xp N )P I ni ) . . . I n N ) = f(A-i X N ) I п р - 1 )... I п р - 1 ) = f(a ni ђ b n2 ,..., x nN ) | n p -i )... | n p -i ) . 

Da bi se shvatio poslednji korak, treba uočiti da na prirner A Pl deluje na jpi-ti ket, a tu nailazi na stanje 
I n p - 1 ) H n i )? koje je svojstveni vektor od A sa svojstvenorn vrednošću а П1 itd. Sto se tiče operatorske funkcije 
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f i brojne funkeije /, u stvari je a priori zadata brojna funkcija, a ona definiše operatorsku preko spektralnog 
razlaganja 


f(Ai,...,X N ) = - ^ ■ ■ ■ ,x nN ) | т) ... | n N )(n t | . . . (n N | . (10.1.52) 

П з Пју 

(Ako je / polinom, onda se ispostavlja da je / isti polinom operatora.) Q. E. D. 

Korolar 10 . 1.1 Oparator interakcije i-te i j-te čestice svodi se na operator inte.rakc.ije prve i 
d/ruge čestice na sledeći način 

% = Pv n P \ 

gde P u fPp <g> . . . ® iPp) reprezentuje permutaciju p: 

7 d^f ( 1 2 ... N \ 

P \* 3 ■■■ Pn ) 

(drugim rečima, p\ = i, p% = /,... N > 3 proizvoljno) . 


(10.1.53a) 


(10.1.536) 


Dokaz: Zamišljarno Vj .2 kao određenu funkciju osnovnih skupova opservabli: V 12 ::::::: /(ri, pi, ši; r 2 , P 2 , § 2 ) 

(osnovni skup je ovde uopštenje jedne opservable 11 Lerni L 10.1.2). Iz Leme L 10.1.2 orida sledi PV12P'"" 1 = 
f(r Pl1 p PlJ š P] ; r P2 , p P2 , š P2 ) . Očigledno, ako i samo ako pi ------- г, p 2 = j, onda važi (10.1.53a). Q. E, D. 

Vratimo se sad iz naše digresije i nastavimo usrednjavanje Coulomb-ove energije E c u prvoj 
aproksimaciji. Iz (10.1.53a) sledi 


У"{ПЈ, Mj = J, A I P—P 1 I ПЈ, Mj = J.A) = PP — V, 

i<i Г12 2 


(10.1.54a) 


2 

e = (ПЈ, Mj = J, A | — | П J, Mj = J, A) (10.1.546) 

?'12 

(jer P i P \ sa p datim sa (10.1.536), deluju na svaki vektor iz Va^ jednako i to kao (— l) p = 

(— l) p , pa se ta dva faktora potiru, a Z(Z — l)/2 je broj parova protona). 


Dalje, 


- E -- E 

ГПз! rn s{Z + N) 


Фпј,Мј=ј,а 


2 б 

— drj . . . dr z+N, 

/’12 


(10.1.55) 


gde Фпј',Мј=ј,а( г 1; m si! ■ • ■ 5 *z+n, m s(z+N)) reprezentuje apstraktni vektor | П J, Mj = J, A ) u 

koordinatno-spinskoj reprezentaciji. 

Pošto se Г \2 = f |ri — r 2 | u (10.1.55) tiče samo integrala po ri i r 2 , sve ostale integracije i sve 
sumaeije se mogu odmah izvršiti. Time sa vektora stanja celog sistema prelazimo na redukovani 

statistički operator pn, koji se odnosi na orbitne stepene slobođe prve dve čestice (uporediti 

(4.4.8a)). Dijagonalni elementi od pn su 


/ | л | \ def / \ def 

(Г1,Г 2 I PV2 I Г1,Г 2 ) = Р(Г 1? Г 2 ) = 


m s i 


s(Z + N) 


) пј,лјј=ј,а|”’ dr 3 . . . dr z+n- (10.1.56) 
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Na osnovu (10.1.55), (10.1.56) rnože prostije da se piše u vidu 

e = j J —p(ri, к) dri dr 2 . (10.1.57) 

Pošto se /)(ri,r 2 ) interpretira kao gustina verovatnoće (nalaženja istovremeno prve čestice 
u ri i druge u r 2 , uporediti (4.3.12), fizički smisao formule (10.1.57) je izračunavanje srednje 
Coulomb-ove potencijalne energije dva protona u jezgm. 

Pošto ne znamo | П J,Mj = J,X), ne znamo ni p Vi . Sad ćemo defmisati jedan dosta grubi 
model za izračunavanje p(ri,r 2 ). Prvo ćemo pretpostaviti da između verovatnoća nalaženja 
čestica nerna korelacija, tj. da se inože pisati 


p( Jfi, r 2 ) = p(r])/)(r 2 ). (10.1.58) 

Zbog identienosti protona, radi se o istoj funkcionalnoj zavisnosti u p( r^) i u p( r 2 ). Druga naša 
pretpostavka (tirne je završena definicija rnodela) sastoji se u torne da je unutar izvesne sfere 

poluprečnika R verovatnoća nalaženja svugde jednaka, a van te sfere da je nula: 

Mr) d ='(p- r z R B . (1.0.1.59) 

{ 0, r > R 

Formule (10.1.59), (10.1.58), (10.1.57) i (10.1.54a) najzad dovode do rezultata 

E c k\z(Z- 1)^, (10.1.60a) 

а R, poluprečnik jezgra je, prerna jednoj empirijskoj formuli dat sa, 

R= 1, 45 (Z + jV)hO" 13 cm. (10.1.606) 

Koliko god da je grub naš inodel u kom sino izračunali E c , dobijeni razultati su ipak do- 
voljno tačni za testiranje bipoteze o izospinskoj nezavisnosti čisto nuklearne interakcije (uporediti 
§8.5.2), čija je neposredna posleđica da se energije veze u jezgrima koja pripadaju istoj izobari 
(izobara je definisana sa fiksiranim Z + N, uporediti §8.5.5) rnogu razlikovati sarno za E c . 

10.1.9 Popravka energije i stanja j9-tog reda 

Da bismo izračunali popravke iz naslova, ispišimo iz osnovne jednakosti (10.1.7) sve veličine p-tog 
reda (i skratimo oP): 

p - 1 

н 0 1 p) + н’ \ p - 1 ) = e° | p) + J 2 Eiq} I p-q) + E(p) I n)- (io.i.61) 

«=i 

Da bismo izračunali Е (р К_ pomnožimo (10.1.61) skalarno sa (n |. IJsled (n \ H Q = (n \ E~ i 
činjenice da je | n) ortogonalno ria popravku stanja bilo kog reda (to sledi iz (10.1.15) kad se tu 
zameni (10.1.6)), sledi 

E(C = (n | IV | p - 1 ), p = 2, 3, . . . . 


(10.1.62) 
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Treba zapaziti da usrednjavanje popravke energije p-tog reda zahteva poznavanje popravke 

stanja ( p — l)-tog reda. 

Da bismo iz (10.1.61) izračunali | p), pomnožimo (10.1.61) skalarno sa (пЛ |, пфп (imajući 
u vidu da je ( n | p) = 0): E®( пХ | p) + (n\ \ H' \ p — 1 ) = EL( пХ | p) + Ylq=] \ P~q)- 

Odavde sledi 


( пХ | p) 




i(nX \ H' \ p-l) - EE)( пХ I p - q)), p = 2,3, ... 


(10.1.63) 


Dakle, za izračunavanje popravke stanja p-tog reda moramo prethodno znati sve popravke 
energije i stanja do (p — l)-tog reda. 

Zadatak 10.1.18 Dokazati da se (10.1.63) može kompaktnije prepisati kao 

p - 1 

| p) = (ЕХ - HoEOiH' \p-l)-Yl E(q) Ip-9)). P = 2,3,... (10.1.64) 

q= i 


(Kada operatorom (E~ — Hq) l Q delujemo nalevo, na prirner na (n |, onda ga treba pisati u vidu Q(E^~- Hq) 1 Q . 
Za primenu ovog operatora samo na desno, tj. sarno na ketove, levi Q je nepotreban.) 


10.2 Osnovi teorije stacionarne pertubacije degenerisa- 
nog nivoa 

U ovom odeljku ćemo izložiti osnovne rezultate teorije smetnji u slučaju kada ni neperturbisani 

hamiltonijan H 0 ni perturbacija H' ne zavise od vremena, ali, za razliku od slučaja u prethodnom 
odeljku, posmatrani neperturbisani energetski nivo E§- je degenerisan. Izvešćemo za opšti slučaj 
popravku energije prvog reda. Popravku drugog reda za energiju i popravku prvog reda za stanje 
izvešćemo za specifični slučaj kada se degeneracija otklanja u prvoj aproksimaciji. Prikazaćemo 
linearni Stark~ov efekt pobuđenih stanja vodonikovog atorna kao ilustraciju. 

10.2.1 Uvod 

U teoriji stacionarnih perturbacija degenerisanog nivoa takođe imarno od vrernena nezavisne 
operatore H 0 , H', H i razvijamo H(a) = f H 0 + aH' u Taylor-ov red po a oko a = 0. Zapravo, 
svojstvenu jednakost perturbisanog hamiltonijana H opet pišemo u vidu (prepisujemo (10.1.7), 

sarno umesto | n) stavljamo | 0)): 

(H 0 + aH')(\ 0 ) + a | 1 ) + a 2 |2) + ...) = (Е~ + аЕ {1) + а 2 ЕИ) + . . ,)(| 0) + a | 1 ) + a 2 | 2 ) + . . .). 

(10.2.1) 

Ova jednakost daje, sa svoje strane, sledeće jednakosti u nultom, prvom i drugom redu: 

Ho \0) = H 10 ), 

H 0 I 1 ) + H' I 0 ) = EA\1) + E {1) I 0), 

H Q I 2) +Н' I 1) = E~ | 2 ) + E {1) | 1 ) + E {2) | 0 ), 


( 10 . 2 . 2 ) 

(10.2.3) 

(10.2.4) 
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Kao i u prethodnom ođeljku, pretpostavlj amo da srno rešili svojstveni problem rreperturbisanog 
hamiltonijana Hq : da je {EE | Vn} rrjegov čisto diskretni spektar, a {| пЛ) | Л = 1 , 2 , , . , , d n ; Vn} 
odgovarajući svojstveni bazis. (Opet se lako uopštava na slučaj kada Н 0 ima i kontinualni spektar, 
samo ako je rreperturbisarri rrivo Е~, koji posmatramo, điskretan.) 

Jednakost (10.2.2) jasno kazuje da u nultoj aproksimaciji energije imamo, tzv. neperturbisani 
nivo EE, koji je svojstvena vrednost od Hq. (Ро pretpostavci ona je uvek diskretna, kao što smo 
već istakli.) Iz (10.2.2) se takođe vidi da je nulta aproksimacija stanja (koja odgovara EE), tzv. 
neperturbisano stanje | 0), svojstveni vektor od H 0 i da kao takav pripada svojstvenoj vrednosti 
E2. U ovom odeljku, međutim, pretpostavljamo da je neperturbisani nivo E~ degenerisan. Prema 
torrre, | 0 ) je nepoznata lirrearrra korrrbinacija svojstverrih vektora { | nA ) | A = 1,2 ,...,d n } od 
Hq i rešavarrje rnoramo započeti u rrultoj aproksimaciji. 

Zamišljamo da neperturbisanom nivou E~ odgovara, s perturbisanih nivoa E\, E 2 , ... , E s 
(”odgovaranje” opet znači da ovih s rrivoa konvergira ka EE kada a -+ +0). Perturbisani nivoi 
su takođe po pravilu degenerisani. Neka su odgovarajući multipliciteti D\, D 2 , , D s . Orrda 
imamo 

D\ + D 2 + . . . + D s = d n , (10.2.5) 

jer prilikom kontinualne promene parametra a od jedan do nule ni jedna diskretna veličina, kao 
Di, i = 1, . . . , s ili ne može skokovito da se promeni. 

Pretpostavlj amo da izračunavamo jedan ođređeni perturbisani nivo, recimo E\. Njega je 
najlakše fiksirati kada se radi o osnovnom nivou, a za druge nivoe E\, izdvajanje vršimo pomoću 
određenih kvantnih brojeva (koji ođređuju taj rrivo) . 

Pretpostavićemo da sva degeneracija od E\ potiče od jedne poznate grupe sirnetrije G i da 
svi operatori u reprezentaciji te grupe komutiraju sa H 0 , Н' i H; da srrro metodom izloženim u 
§ 10.1.6 ceo perturbacioni problem sveli u jednu ”fioku” jednog ”ormara” reprezentacije grupe G i 
da srno tako dobili nedegenerisani perturbisani nivo Е г . U pomerratom invarijarrtnom potprostoru 
("fioci”) se sad sve redefiniše (spektar od H 0 , degeneracije itd.). Mi ćemo zadržati gornju notaciju, 
samo što je od sada prostor stanja ta jedna ”fioka”. Znači, postigli smo da u (10.2.5) imamo 
D i = l. Isto tako. i dalje је d n > 1, jer dopuštamo da H 0 ima širu grupu simetrije nego H' (i 
H). 


10.2.2 Popravka energije prvog reda i neperturbisano sta- 

nje 

Obeležimo sa Pj svojstveni projektor od H 0 , koji projektuje na svojstveni potprostor definisan 
svojstvenom vrednošću E ( J (sad je TrPd > 1). Primenimo P^ na (10.2.3): 

1) + Ć+' 1 0) = ElP« 1 1 ) + E m P2. | 0). (10.2.6) 

Pošto H 0 = J2 n (Pn su svojstveni projektori), imamo H 0 P£ = E2p2 (jer = б пп РЕ) i 
prvi sabirci na levoj i na desnoj strani se potiru. Ostaje 

P^H' I 0) = P (1) P° I 0). (10.2.7) 

Jednakost nulte aproksimacije (10.2.2) kazuje da iniarno P2 | 0) =| 0), stoga rnožemo na 

levoj strani od (10.2.7) | 0) zameniti sa P~ | 0), a na desnoj strani rnožemo izostaviti 7=. Tako 
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najzad dolazimo do jeđnakosti: 


P~H'P~ | 0) = E (l) | 0). (10.2.8) 

To znači da je E (l ) svojstvena vrednost od P^H'PL, a | 0) je odgovarajući svojstveni vektor. 

Svojstveni problem (10.2.8) se obično rešava dijagonalizacijom matrice koja u reprezentaciji 
neperturbisanog hamiltonijana, tj. u bazisu {| пХ ) | Л = 1, 2, . . . , d n , Vrt}, reprezentuje operator 
pL 'H'Pll | 0). U stvari dovoljno je uzeti d n х d n podmatricu (na dijagonali) matrice H' , koja u 
istorn bazisu reprezentuje H' (videti oivičerru podmatricu na Crtežu C 10.3(a)). 

Treba zapaziti da se H' ne redukuje (u opštem slučaju) u svojstverrorn potprostoru od H 0 
koji odgovara EL, što na matričnom jeziku znači da nemamo vandijagonalne podmatrice susedne 
našoj jednake nuli kao što imamo na Crtežu C 10.3(b). Stoga P^H'P- | 0 ) znači neku vrstu 
”isecanja” podmatrice, koju, prema (10.2.8), treba dijagonalizovati. Cesto se kao sinonim za 
” dijagonalizovanje” koristi termin ”rešavanje sekularnog problema” . Znači, da bismo dobili prvu 
korekciju energije i (istovremeno!) stanje u nultoj aproksimaciji, moramo da reširno sekularni 
problem ”isečene” perturbacije P^H'P^ | 0). 








(n, 1 I H' I n, 1 } 

(n, 1 

H' 

n.d -п) 

(n, 1 

H' I n фп, А = 1 ) 

(n, d m | H' I n, 1 } 

(n, d m 

| Н' 

| п ) 

{n,dw 

Н' | п ф п ђ \ = 1 ) 

(n Ф n, A = 1 | H' | n Л } 

• • * (п фп,\- 

= 1 | 

H’ \n,d Tl ) 
(C 

(п фп ђ \~ 

= 1 | Н' | п ф п, А = 1 ) • • • 



0 

0 

0 


(0 


Slika 10.3: Popravka degenerisanog nivoa. (a) Matrica operatora H' i (b) odsečka P£H'P£ 
(čije su svojstvene vrednosti prve popravke energije) u energetskoj reprezentaciji neperturbisanog 
hamiltonijana. 


10.2.3 Popravka energije drugog reda i korekcija stanja 
prvog reda 

Sad ćemo ići dalje od E (1) pod jednom pretpostavkom: da smo dobili Е (1) kao nedegenerisanu 
svojstvenu vrednost 10 ' 2 - 1 od P^H'Ph u (10.2.8), tj. da smo iz (10.2.8) izračunali jednoznačno (s 
tačnošću do faznog faktora) neperturbisano stanje | 0). Ako ova pretpostavka ne stoji, teorija 
se znatno usložnjava i u nju nećemo ulaziti, niti ćemo izračunavati popravke više od druge (čak 
i ako važi pomenuta pretpostavka). Važenje pomenute pretpostavke se iskazuje rečima da smo 
degeneraciju d n uklonili u prvorn redu aproksimacije. 

J0.2-J Ako je čitaocu potrebna potpuna teorija perturbacija degenerisanog nivoa (za stacionarne Н 0 i H'), videti: 
A. Messiah, Quantum Mechanics , Vol. II, North-Holland Publ. Comp., Amsterdarn, 1969; glava XVI, odeljak 

III. 
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Počnimo sa izračunavanjem iz (10.2.4). Množeći ovu jednakost skalarno sa (0 |, sledi 


E ( N = (0\H>\1) 


(10.2.9) 


(( 0 | 1) = 0, kao i u prethodnom ođeljku, jer smo opet | E w ) norrnirali na jeđiničnu projekciju 
na | 0 )). 

Dakle, za izračunavarrje popravke energije drugog reda, rreophodrro je prethodno raspolagati 
ne samo sa | 0), nego i sa popravkom stanja prvog reda. 

Vektor | 1 ) ćemo izračunati iz dve njegove projekcije. Naime, poći ćemo od projektorske 

jednakosti: 

I = Qo + Qi+ | 0)(0 |, (10.2.10a) 

gde je 

Qo ( d: f / ™ (10.2.10 6) 

tj. komplementarni projektor od P^. Definicija (10.2.10a) za Q\ može da se prepiše u vidu 


Qi = 4 - ! o><o 


(10.2.10c) 


Kao što sirio rekli, ( 0 | 1) = 0, to primenjujući (10.2.10a) па | 1 ), sledi 

I 1) = Oo I 1) + Qi | !>• (10.2.11) 

Izračunaeerno svaki od sabiraka na desrioj strani posebno. 

Primenorn projektora. Qo na (10.2.3) dolazirno do 

HoQo I 1 ) + Qo& I 0) = E°Qo I 1). (10.2.12) 


Zadatak 10.2.1 Objasniti zašto [ Qq,Hq ] = 0. 
Iz (10.2.12) odmah sledi 


Qo ] 1) = (^ - | 0). 


(10.2.13) 


Zadatak 10.2.2 Objasniti zašto iz (10.2.3) ne možemo izračunati i Qi | 1)- 

Primenom projektora Qi na (10.2.4) dobija se 

Qi(H 0 -E°) | 2 ) + QjT | 1 ) = E^Q\ | 1 ), (10.2.14) 

jer Qi | 0 ) = 0 (preina (10.2.10c)). Podsetimo se da, obeležavajući sa 7Z(. . .) oblast likova 
operatora, potprostorska relacija 1Z(Q\) < 1Z(PN) na jeziku projektora glasi: QiP£ = Qi- 
Zbog ove rnogućnosti da dopišerno ili izbrišerno P2 desno od Q\, sledi QiH 0 = Q x P n En = 
QiP£Ek + QiFwFnEfz (Hn^n = 0’ V /г Ф n). Stoga prvi sabirak u (10.2.14) otpada i ostaje 
sarno 


(10.2.15) 
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Na levoj strani od (10.2.15) ćerno u sledećem koraku zarneniti H 1 sa H'I, a / sa desnorn 
stranorn od (10.2.10a) i uzećerno u obzir da ( 0 | 1) = 0. Sledi 

QiH'Qo i 1 ) + QiH'Qi 1 1) = E^Q 1 I 1). (10.2.16) 

Ovu jeđnakost možemo da rešimo po Qr | 1): 

Qi | 1 ) = (E {1) - GiH'Gj-'diH'Go | 1 )• ( 10 . 2 . 17 ) 

(U stvari, drugi sabirak na levoj strani od (10.2.16) uzeli srno u vidu (Q\H'Qi)Qi | 1)). 

Zadatak 10.2.3 Pokazati: 

a) da iz (10.2.10c) i (10.2.8) sledi da, i | 0 )(0 | i Qi komutiraju sa PLH' Р— i 

b) da PgH'Pg = QiH'Qi+ | 0)(0 | H' | 0)(0 |= Qi H'Qi. + Е (1( | 0)(0 |, a da iz pretpostavke da je E (1 > 

nedegenerisano rešenje u (10.2.8) sledi da Q\H'Qi nema svojstvenu vrednost Е (1( ; 

c) da se operator (E (1( — Q\H'Qi) redukuje u nesingularan operator u 1Z(Qi), te je invertovanje operatora u 

(10.2.17) opravdano. 


Zanrena Qq | 1 ) iz (10.2.13) u (10.2.17) daje 

Qi I 1) = (E {1) -Qii/ , 4)” 1 4^ , (^-ffo)” 1 Qoi7 / i 0). 

Najzad, iz (10.2.11), (10.2.13) i (10.2.18) imarno 


!) = [/+ (E (1) - diH'^-^iH^ - H q )~ 1 QoH' i 0 ) 


(10.2.18) 


(10.2.19) 


Pretpostavirrm da srrm u svojstvenom potprostoru H(PE) od # 0 , koji odgovara nepertur- 
bisanom nivou EL, prešli sa prvobitnog podbazisa { | пЛ ) | Л = 1 ,...,dn} na nov podbazis, 
koji ćenro jednako obeležavati, a koji je svojstveni bazis od P-H'Pll u H(PE), i to tako da: 
| n, X = 1 ) = # {1) | n, X = 1 ), Р°#'Р| | n,\) = E^ | n, Л), \ = 2,...,dn. (E^, X > 1 
su popravke prvog reda koje od degenerisanog neperturbisarrog nivoa EP idu ka drugirn pertur- 
bisanim nivoirrra E n ф E n ). 


Zadatak 10.2.4 Pokazati da iz (10.2.13) sledi 


n ф n =Ф ( n\ | 1) = 


(10.2.20a) 


а da (10.2.18) dovodi do 


Л ф i -ф. ( n \ | i) 


A'IJt'IO) 


еЛ 1 )- 


r (i) 


Еп+ггЕхРга\н'\п'Х')^±ш^ 


( 10 . 2 . 206 ) 


( n, А = 1 | 1) = 0 . 


(10.2.20c) 
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10.2.4 Linearni Stark-ov efekt u vodonikovom atomu 

Као što je dobro poznato, Stark-ov efekt nastupa kada se kvantni sistarn u čijem su sastavu 

naelektrisane čestice stavi u hornogeno i konstantno električno polje. Efekt se sastoji u cepanju 
energetskih nivoa, sličrio kao Zeeman-ov efekt. Mi ćerno sad proučiti Starkov efekt u pobuđenom 
vodonikovom atomu. Orr se zove linearni, jer, kao što ćerno videti, efekt se iriože u dobroj 
približnosti račrmati u prvoj aproksimaciji perturbacione teorije 10 ’ 2-2 . 

Kao što sledi kvantizacijom odgovarajuće Hamilton-ove funkcije u klasičnoj teoriji elektro- 
magnetnih pojava, harniltonijan elektrona koji je u vodonikovorn atornu izložerr pornenutom 
delovanju spoljašnjeg polja E glasi: 


H = — — h \e\Ez (10.2.21) 

2 m e r 

(prostor stanja je £ 2 (r) ® C 2 , z-osa, je duž električnog polja E, čija je jačina E). 

Pod pretpostavkom (koja je u uobičajenirn eksperimentima zadovoljena), da E nije đovoljno 

jako da nadvagne dorninaciju Coulornb-ovog polja od jezgra — ™ (r je rrralo!), srnatraćerrro sabirak 
\e\Ez u (10.2.21) za periurbaciju H' , a 


H 


def Р 


2 m f 


e 

r 


(10.2.22) 


za neperturbisani hamiltonijan. 

U odeljku § 9.1 rešili srrio diskretni svojstverri problem vodorriku sličnog atorrra. Pođirno od 

osrrovnog nivoa EE = E n= \ (n je na desnoj strarri glavrri kvantni broj), čiji je multiplicitet 2. Ovde 
rrernamo lirrearrri Stark-ov efekt, jer osrrovno stanje (bilo koje iz pornenutog đvodimerrziorralnog 
potprostora) ima određenu parnost (П = (— 1) г = (—1)° = +1), a operator 2 u perturbaciji H' 

je neparan operator. 


Zadatak 10.2.5 Objasniti kako iz selekcionog pravila za parnost (uporediti (8.1.17)) sledi da je svaki matrični 
element perturbacije H' u pomenutom svojstvenom potprostoru osnovnog nivoa, l,s jednak nuli. 

Zadatak 10.2.6 Napisati izraz za popravku drugog reda energije osnovnog nivoa (kvadratni Stark-ov efekt u 
£ 2 (r)). Ograničiti se na sabirke koji odgovaraju diskretnom spektru od H$ i objasniti koji su matrični elementi 
nula usled selekcionih pravila. Od kojeg matričnog elementa očekujemo najveći doprinos? 

Pređirno sad na prvi pobuđeni nivo E ( J = f E n= 2 od H' koji ima multiplicitet 4 u £ 2 (r). Već 

srno pojednostavili problern zanemarivši irelevantni spinski stepen slobode (jer sav H rz (10.2.21) 
deluje u £ 2 (r)). Dalje pojednostavljenje ćerno dobiti ako £ 2 (r) razložimo na ”ormare sa fiokama” 

u odnosu rra zajedničku grupu simetrije G perturbisanog harrriltonijana H i neperturbisanog 
hamiltonijana H 0 . 

Fizički je evidentrro cla za G rnožerno uzeti grupu svih vrtnji oko z-ose. ”Ormari” su sad 
svojstverri potprostori 10,2 * 3 od l z , karakterisarri rriagnetnim kvantrrim brojern пц. 

10 - 2 - 2 Linearni i kvadratni Stark-ov efekt (uporediti § 10.1) ne razlikuju se samo teorijski, već i eksp er iment alno . 
Nairne, linearni efekt je znatno ” jači” , tj. lakše ga je detektovati (i sa slabijom rezolucijom mernog aparata). 
i°.2.3obratiti pažnju da je sad broj ” fioka” jedan. Više od jedne ”fioke” irnaino sarno u slučaju nekomutativne 
grupe simetrije G. 
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U svakom svojstvenom potprostoru У(ггр) ocl l z (”ormaru”) se sad redukuju H 0 , H' i H, tj. 
ceo perturbacioni problem. Utvrdimo, pre svega, za koje vrednosti пц, se u V(mi) pojavljuje 

neperturbisani nivo E^ =* E n=2 koji posmatramo. Pošto n = 2 dopušta I = 0, 1, imamo mi = 
0, ±1. Uzećemo potprostor V(np = 0). 

Zadatak 10.2.7 Pokazati da u potprostorima V(m; = ±1) nemamo linearni Sta,rk-ov efekt neperturbisanog 
nivoa E n= 2 ■ 


U potprostoru V(mi = 0) neperturbisanom nivou E n=2 odgovaraju dva svojstvena stanja 
od H 0 : | n = 2, l = 0, m-i = 0 ) i | n = 2, l = 1, пц = 0 ), koja su uzajamno suprotne parnosti, 
te njihove linearne kombinacije nernaju određenu parnost. Zahvaljujući torne irnarno linearni 
Stark-ov efekt. 

Dve vrednosti prve popravke energije, tj. E(^ i E^ su rešenja sekularnog problema: 


Ле|£{2,0,0 | z | 2,0,0) -^ 1 ) 

det V \e\E(2, 1,0 | | 2,0,0) 


e\E(2, 0, 0 | ,г | 2, 1, 0 ) \ _ 

■<2,1,0 | г | 2, 1,0) — EN J " 


(10.2.23) 


Zadatak 10.2,8 Pokazati da (2,0,0 | z | 2,0,0) = {2,1,0 | ^ | 2,1,0) = 0, te da iz (10.2.23) sledi 

Е { ЈЈ = ±|e|£J|(2, 0, 0 | z | 2,1, 0)|. (10.2.24) 

Kada u (10.2.24) zarnenirno ( r, в, <p | 2, 0, 0) = Rn= 2 j=o(r)Y[ = o ^ °( 0 , <p) itd. i uzrnemo kon- 
kretne funkcije R. n i i Y™ iz (9.1.27) odnosno (6.6.8, 6.6.9), orrda možemo izračrmati desnu stranu 


od (10.2.24): (2, 0, 0 | z | 2, 1,0) = / 0 °° dr // d0 f 0 * d џ> r 2 sin 0(2(2 a 0 ) 2 (1 — 

'(^( 2a °) cos в) =Af 0 °° drr 4 (l - ^)е~ч // d0sin0cos 2 0 =-3a 0 . Stoga 


0 Г COS i 


(!) 

-^ 1,2 


±3|e 


(10.2.25) 


Zadatak 10.2.9 Pokaz ati da neperturbisana stanja | 0 )i ? 2 tj. starija koja 11 rrultom redu odgovaraju popravkama 
E ( fl iz (10.2.25) (videti (10.2.8)) glase: 


0) 


1,2 


V2 


(| 2 , 0 , 0 )±| 2 , 1 , 0 ». 


(10.2.26) 


Zadatak 10.2,10 Proučiti linearni Stark-ov efekt za n = 3u V(m/ = ±1), svojstvenim potprostorima od l z . 

Zadatak 10.2.11 Neka je G' najmanja grupa koja sadrži sve vrtnje oko z-ose i refleksiju kroz жг -ravan. Pokazati: 

a) da je G ! zajednička grupa simetrije od Hq r H datih sa (10.2.22), odnosno (10.2.21); 

b) da pomenuta refieksija prevodi | m/ ) u | — m/ ); 

c) da se svaki ”ormar sa fiokama” za G ! može karakterisati sa \mi\ I da za m/ ф 0 irna po dve ”fioke” (G je 

nekomutativna grupa!) i da se one karakterišu sa sign(m/) (sign znači: predznak); 

d) prodiskutovati rezultate prethodnog Zadatka u svetlosti simetrije G ! , 

Zadatak 10.2.12 Kad brsrno urnesto Stark-ovog rrnali Zeeman-ov efekt (umesto E jačiriu rnagnetnog polja В ђ 
umesto |e| magnetni dipolni rnoment elektrona), da li bi i onda G ! iz prethodnog Zadatka bila zajednrčka grupa 
simetrije od Hq i H? Ukazati na jednu rnoguću takvu grupu sirnetrije G i drskutovati G-deganeraciju perturbrsanrh 
nivoa. 
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10.3 Teorija vremenski zavisne perturbacije 

U ovoni poslednjem odeljku posvećenom teoriji perturbacije najzad rešavamo dinamički problem 
nekonzervativnog kvantnog sistema, tj. slučaj kada perturbisani hamiltonijan zavisi od vremena 
(ali ovi rezultati jednako važe i ako ne zavisi). Sada u fokus pažnje stupa evolueija proizvoljnog 
početnog stanja (a ne više svojstveni problem perturbisanog hamiltonijana). Izložićemo detaljnije 
integralni prilaz (preko evolucionog operatora), a samo ćerno nabaciti diferencijalni prilaz. Na 
kraju, proučićemo verovatnoću prelaza iz datog početnog neperturbisanog stanja u proizvoljno 
neperturbisano stanje u kasnijem trenutku i to u proizvoljnom redu aproksimacije. 


10.3.1 Definicija problema i program teorije 

Pretpostavlj amo da imamo hamiltonijan H{t), koji može da zavisi od vremena i koji rnože da se 

napiše kao zbir dva člana 

( 10 . 3 . 1 ) 

gde je Hq neperturbisani hamiltonijan, dominantni član koji ne zavisi od vremena; pretposta- 
vljarno da je njegov svojstveni problern vee rešen. Operator H'{t) je rnali, tj. perturbacija, i 
rnože da zavisi od vremena; H{t ) je perturbisani hamiltonijan. 

Ako Hq nije kompletna opservabla, pretpostavljamo da srrio H 0 na pogodan način dopunili 
do kompletnog skupa kompatibilnih opservabli, rešili zajednički svojstveni problem i tako đobili 
potpunu klasifikaciju stanja za H 0 : 

{| nA) | Л = 1,2, ...,d n ;Vn} 

i odgovarajući spektar 

{El | Vnj. (10.3.26) 

(Radi jednostavnosti pretpostavljamo da H 0 ima čisto diskretan spektar (10.3.26), sa d n kao 
multiplicitetom nivoa E®.) Dakle, H 0 jnA ) = E® \ n\), VA, Vn. 

U početnom trenutku t 0 imamo proizvoljno zadato početno stanje | ip{t 0 ) ). U kasnijem 
trenutku t > t 0 imaćemo stanje | tp(t) ) koje treba izračunati: 

| ф(1 j ) = U(t - t 0 , t 0 ) | Ф(1 0 ) ), (10.3.3) 

gde je U evolucioni operator perturbisanog harniltonijana H{t). 

Program teorije vremenski zavisne perturbacije sastoji se u pisanju | ф(ф) ) kao stepenog reda 
po H'(t): 

(10.3,4) 

i u izračunavanju pojedinih članova | фФ р ' 1 {t) ) . 

Dakle, i u teoriji stacionarne perturbacije i u teoriji vremenski zavisne perturbacije entitete 
vezane za perturbisani hamiltonijan razvijamo u stepeni red po maloj perturbaciji. Ali, dok u 
stacionarnoj teoriji ovako izračunavamo svojstveni problem (nivoe i stanja) samog perturbisanog 
hamiltonijana, u vremenski zavisnoj teoriji na ovaj način izračunavamo stanje kvantnog sistema 

| ф{ф), u koje evoluira proizvoljno početno stanje | фЏ 0 ) ) (đakle, ni | ф(ф 0 ) ) ni | фф) ) ne rnoraju 
biti svojstvena stanja perturbisanog hamiltonijana H{t) !). 


m) = EZ 0 \u (p 4t)) 


(10.3.2a 


H(t) = Ho + H'(t) 
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10.3.2 Pojedine popravke evolucionog operatora 

Na osnovu (10.3.3), možemo (10.3.4) rešavati u integralnom vidu, tj. preko evolucionog operatora 
U. Onda se (10.3.4) svodi na 


U(t - «0, to) = E,Po U ir) (t - <0. *«) . 


(10.3.5) 


pri čemu | tJUft) ) = U^Jt — R.tp) | Uitp) ),Vp. Kao što smo viđeli. u odeljku u koine smo 

proučavali interakcionu sliku zakona kretanja, evolucioni operator se niože faktorisati (uporediti 

(3- 4 - 5 )) : 

U (t — to, to) = L'o(t — to, to)U'(t — to, tg), (10.3.6) 

gde je Uo evolucioni operator neperturbisanog harniltonijana Hq. Kao što srno viđeli (uporediti 

(3.4.6) ), unitarni operator U' , koji je definisan sa (10.3.6), odgovara perturbaciji H' u torn srnislu 
da ih povezuje standardna diferencijalna jedrračina 

^dU^-to^ = ^ t() y (10.3.7a) 

Ali, pošto u (10.3.7a) perturbacija ulazi u interakciorroj slici, 

Hi(t) = Ш - to,t 0 )H'(t)Uo(t - t 0 ,t 0 ), (10.3.7 b) 

operator Г/ 0 je implicitno prisutan u (10.3.7a) i ova jednačina nije potpuno nezavisna od neper- 
turbisanog problema. Inače H' nije sam po sebi nikakav hamiltonijan (za razliku od H Q ) i stoga 
(10.3.7a) ne znači da je U' evolucioni operator perturbacije H'; veza koju (10.3.7a) uspostavlja 
između U' i H' je sarno formalna (za razliku od fizičke povezanosti H i U ili Hq i Uq). 

Diferencijalna jednačina prvog ređa (10.3.7a) sa početnirrr uslovorn U'(0,t 0 ) = I (koji sleđi iz 

(10.3.6) ) očigledrro je ekvivalentna integralrroj jedrračirri 

U'(t - t 0 , t Q ) = I - 1 / H'j(ti)U'(ti - t 0 , to) dtj. (10.3.8) 

n Jto 


Razvijanje evolucionog operatora U u red (10.3.5) svodi se preko (10.3.6) na razvijanje U' u 


red: 


OO 

U'(t^to,to) = J2'0 4p) (t-to,to 

p = 0 


(10.3.9) 


Zamena (10.3.9) u (10.3.8) daje (izjednačavajući članove istog reda po H' s leve strane i s 
desne strane): 


U'^(t-to,t 0 ) 
U ^(t — t 0 , to) 

U'®(t-to,to) 


I, 

dfl ’ 

f d < 2 U d он^ти), 

\ Ш ) Jto Jto 


(10.3.10a) 

(10.3.106) 

(10.3.10c) 
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tj. za p = 1,2, 


U' (p) (t -t 0 ,t 0 ) 


(гћ)Р „ 


d t p / dtp-i 
to J t 0 


t e 2 


dt l H l I (t p )...H , I (t 1 ). (10.3.11) 


to 


Kad se, najzad, vratimo na pravi evolueioni operator sistema II , s jedne strane ga pišemo u vidu 
reda (10.3.5), a s druge strane 


и = и 0 и' = и 0 Ј2 &{р) - 

p = 0 

Stoga, U ( U = Ujj'dd, p = 0 , 1 , 2 ,.... To znači 


U (0) (t - t 0 , t 0 ) = U 0 (t - t 0 , t 0 ) 


U w (t ~~ t 0 , t 0 ) = A f dti U 0 (t - t u tfH'ftfUfti - t 0 , t 0 ) 


t t 2 

U (2) (t - t 0 ,t 0 ) = ==2 f dt‘2 f dti il 0 (t - t2,t‘ ž )H]{t2)U 0 ft 2 - ii, ti)H'jfti)U{ti - t 0 ,t 0 ) 

to to 


pa je opšta formula za p = 1,2,.. 


U {p) (t - t, 0 ,t 0 ) 


1 


(гћ)Р 


dt p / dtp-i 

t‘Q J to 


t 2 


dti х 


(10.3.12) 

(10.3.13a) 

(10.3.136) 

, (10.3.13c) 

(10.3.Ш) 


to 


х U 0 (t t p , tp)H)(tp)U 0 (t p - tp-iUp-^H'jf.p-i) • • • U 0 (t 2 - ti, i^H^Uiti - t 0 , t 0 ), 


Zadatak 10.3.1 Objasniti kako je došlo do zavisnosti od početnih trenutaka. i intervala kao što je napisano u 
(10.3.134). 

U ekvivalentnom diferencijalnom prilazu stanje | U(f) ) se reprezentuje u neperturbisanom 
bazisu (10.3.2a): 

đn 

I ) = У^ У^ a n\(t) | пХ ) (10.3.14) 

П Л 

i brojna. koloria koja reprezentuje | j(t) ) piše se u interakeionoj slici. 

Zadatak 10.3.2 Pokazati da elementi ove brojne kolone glase 

K\(t) = a n \(t)eA {t to)E n. (10.3.15) 


Radi jeđnostavnijeg pisanja. pretpostavićerno da. H 0 irna. prost spektar ( d„ 
Zadatak 10.3.3 Pokazati da pomenuta brojna kolona zadovoljava zakon kretanja 


гћ 


gde su 


h (t) \ 
K (t) 

= 

/ HR 

HAer^Mto) ~ 

"Л 

'■ / 


\ '■ '■ 

■■) 





'Ш' 

ш 


1, Vn). 


(10.3.16a.) 


zH' nn , d ^ (n\H'(t)\n'). 


( 10 . 3 . 166 ) 
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Zadatak 10.3.4 Pokazati da razvijanje stanja u red po H' daje (pišemo brojne kolone i matriee pojednosta- 

(6»(0) = (o n (t 0 )), (10.3.17a) 

gde su a n koefidjenti razvoja početnog stanja 

\ф(С)) = J2 a n0o)\n), (10.3.18) 

П 

i da zap= 1,2,... važi: 

гћ^ ( btt\t) ) = ( H' nn ,e^dt-to ) ) ( 5 ( Г 1) (<) ) . (10.3.176) 

10.3.3 Izračunavanje verovatnoća prelaza pomoću dija- 
grama 

Opet ćemo radi jednostavnijeg pisanja zanemariti eventualnu degeneraeiju neperturbisanih nivoa 
E®, tj. pisaćemo neperturbisana stanja s jednim kvantnim brojem: | n). 

Pretpostavimo da je u početnom trenutku 0 naš kvantni sistem bio u neperturbisanom sta- 

nju | n). Neka onda perturbacija H'(i) deluje u intervalu dužine i — i 0 . Pitamo se kolika je 
verovatnoća da pri merenju opservable H 0 sisteni pronađerno u proizvoljno odabranom nepertur- 

bisanorn stanju | n ) . 

Očigledno, odgovor daje verovatnoća prelaza 

v(n, t 0 — > n, t) = |(n | U(t — t 0 ,t 0 ) | n)| . (10.3.19) 


Po izloženoj rnetodi teorije vremenski zavisne perturbacije, evolucioni operator razvijamo u 
red po H' i tako dobijarno verovatrroću prelaza u pojedinirn aproksimacij ama u [mJ , rn = 0, 1, 2, . . .. 

Za m > 1: 

(10.3.20) 

Nulta aproksimacija jednaka je nultoj približnosti desne strane od (10.3.19): 


,[o] 


j P =i 


,(p) 


,! 0 ] 


(10.3.21) 


(jer C/(°) = JJ 0 ), Ostale aproksimacije u [mJ , m = 0,1,2, .. . dobijaju se dodavanjem odgovarajućih 
popravki п р \ a pojedine korekcije v (p) su jednake odgovarajućim popravkaina desne strane 
od (10.3.19). 

Na prirner, usled identiteta 


(X) OO 

l<» I »!'“(* - fo.to) I «)| 2 = EE<’ ! I f)w I ">< n I I ">*■ < la3 - 22 > 

p = 0 p f = 0 

prva korekcija verovatnoće prelaza glasi 

v (l) = 2R e((n | П (1) | n)(n | П {0) | n)*). 


(10.3.23) 
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Zbog П {0) = По i vida od П {1) datog sa (10.3.136), rnožerno (10.3.23) eksplicitno pisati na sledeći 
način: 


v {l) = б пп > ~~Re ( ге to)En f dtie ћ {t tl)En {n \ H'(t\) \ n )e R<1 to)En ). 

n Jto 

Što se tiče druge popravke iN 2 \ iz (10.3.22) sleđi 

v ( 2 ) = 2Re «n | R (2) | n)(n | П {0) \ n}*) + \{n \ П {1) \n)\\, 
što opet pornoću (10.3.13c) daje (uz sumiranje po neperturbisanom bazisu): 


(10.3.24) 


(10.3.25) 


. {2) - s /— Re ( —e~ 

””ГР v + 

jr (f-fo )En 

£ 

n 1 " 

/ dt 2 / dt] х 
to Jto 

X 

e ћ( - 1 t2)En {n 

H'(h) 

1 n\ ' 

) е -№-*1)Егч( П1 | 

1 

к 2 

1 Ito dt N гМ 

■~~ti )R n ijj 

1 н>{ 

ti) | n )e 4 {ii to)E ' 


Lako se vidi da proizvoljna popravka glasi: 



V 

29 + 1 ) _ у 'Ч 

/ .х г- 

=o 2Re (( n 1 

U {2q+L r) | n)(n | U 

(r) | ri)*) 

ako je neparnog reda, tj. ako je p = 

= 2q + 1, a 





"to 

II 

м 

ij 2Re ( {n | 

U {2q r) | n)(n [J {r) 

\ny ) 

5 


+ 

(10.3.26) 

(10.3.27a) 

(10.3.276) 


ако je parnog reda, tj. ako je p = 2 q. Pri touie, za rnatriene elernente korekcija evolucionog 
operatora U irnarno: 


(n | U {s) | n ) 


х 

X 


+ dt,x 

e IV t 3 )E„^ n | | n s _i )e fJ ts ts ~ l)En s-~i (n s _i 

• • • e % {t2 fl)£ra i {n\ | | n)e tS tl ( о) Б п 




n , 


(10.3.28) 


gde svaka od suma prelazi celi neperturbisani bazis. 

Da bi se lako upamtio na prvi pogled komplikovani algoritam izračunavanja matričnog ele- 
menta (n | U {s) | n) napisan u (10.3.28), pogodno je koristiti se mnemotehničkim đijagmmima 


kao na Crtežu C 10.4. 


Pod uslovom da se ne srnetne s uina da se radi saino o grafičkorn pomagalu, čitalac se rnože 
koristiti i žargonorn koji obično prati čitanje dijagrama na Crtežu C 10.4, i to s desria na levo: 
sistem se od trenutka t Q do t\ propagira po hamiltonijanu Ho, i to u početnom stacionamom 
stariju | n); u tremrtku t\ pod uticajern perturbacije sistem prelazi u intermedijerno stacionarno 
starije | n\ ) i ono propagira od t\ do itd. Ne treba zaboraviti ni to da su samo t 0 , n i n, t 
fiksirani; po svim ostalim kvantnim brojevima se sumira i po svim ostalim trenucima se integriše. 


Zadatak 10 . 3.5 Izvesti (10.3.21), (10.3.24) i (10.3.26) u diferencijalnom prilazu. 
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t s l) t.s—2 h H'(h) tl 




Slika 10.4: Dijagrami izraza (n \ \ n). 


Vredno je zapaziti da je verovatnoća prelaza u različito stanje n ф n veća od nule tek u drugoj 
aproksimaciji; drugim rečima, ova verovatnoća je bar drugog reda malosti. U ovom slučaju imairio 


,( 2 ) 


_I_ 

ft 2 


j’l d t ie -^- E ^(n I H'(t i) I n) 


(10.3.29) 


(fazne faktore e л гЕп i e * tE ’ 


smo izvukli ispred integrala i tu su otpali usled uzimanja modula) . 


Zadatak 10.3.6 Pokazati da je u drugoj aproksimaciji verovatnoća prelaza n -4 n jednaka verovatnoći prelaza 
n -4 п. Kontrastirati ovaj zaključak sa mikroreverzibilnošću (videti § 8.4.7). 

U literaturi se često naziva verovatnoća prelaza prvog reda, jer se izračunava iz č/(« =1 ). 


10.3.4 Fermi-jevo zlatno pravilo 

Od najveće praktične važnosti je verovatnoća prelaza u najnižoj nenultoj približnosti, tj. dato 
sa (10.3.29). Doradićemo ovaj izraz pod osnovnom pretpostavkom da je perturbacija nezavisna 
od vremena. Formulu pod nazivom iz naslova paragrafa izvešćemo za slučaj kada su svi energetski 
nivoi diskretni, a oko nivoa E n (| n) je krajnje stanje u prelazu) irnarno veliku gustinu nivoa. 

Definišući u > nn = f (E n — Е п )/ћ, pišući u nn kao c o i stavljajući to = 0 u (10.3.29), u oba slučaja 
dobija se izraz: 


„И = 4](n I Н' 1 5j)ij/,l I 2 = 4к" I & I «)| 2 /K<) 


ћ 2 


(10.3.30a) 


gde je 


f(u, t) = — — (1 — coscut). 


UJ 


(10.3.306) 





Funkcija f(u, t ) u zavisnosti od ш prikazana je na 
Crtežu C 10.5. Sirnetričnost i riule funkcije se odrnali 
vide iz (10.3.306), a iznos maksimuma proizlazi iz 

f(co, t) ~ Ф -f- O(cu^) , oo — ~f"0, 


(10.3.31) 
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što se clobije kad se cos uit razvije u red oko UJ — 0 (0(uj 2 ) 
je sabirak reda veličine 10-ЗЛ ш 2 ). Može se pokazati da se 
za velike vređnosti parametra t funkcija. f(u),t) ponaša 
kao delta funkcija 10 " 3 ' 2 : 


f(u), t) ~ 27гМ(сј), t — >■ oo (10.3.32) 

Zbog velike gustine nivoa oko E n (slučaj (i)) ili zbog 

neprekidnosti nivoa oko E n (slučaj (ii) ) upoređenje sa 

eksperimentom je moguće samo ako izračunamo vero- 
vatnoću prelaza ne tačno u neko stanje | n), već u neku 
okolinu stanja | n ), recirno u energetski interval Ie . 
Znači, izračunavamo : 


■i’P J (n, 0 —> Ie, n, t) 


|(n I H' 


п 




Ie 


(10.3.33) 

fizici) na sledeći način: 
U svakorn podintervalu 


Sa sume se prelazi na integral (kao što se to često čini u teorijskoj 
interval I E se razbije na surnu ”malih” podintervala Д/ (”velika” suma). 

Д/ irna više sabiraka (”mala” surna), ali tu su sabirci približno jednaki, te se ”mala” surna 
zarneni jednirn sabirkom porrmoženirn brojern sabiraka u podintervalu. Ovaj broj je očigleđrm 
jednak gustini nivoa, p(E) oko E ponmoženoj sa dužinom podintervala AE (ovde se koristirno 
”velikom” gustinorn nivoa). ”Velika” surna se prepisuje (približno) kao integral, a AE se piše 
kao dE. Tako (10.3.33) postaje 


i/ 2 l(n, 0 — > I E , n, t) 


jer je dE = lidu), a p(E) je preko E = /> + ћио funkcija od ш. 

Naša sledeća pretpostavka 10-3 * 3 sastojaće se u torne da je I E u stvari sa eksperimentalnog 

gledišta infinitezimalni interval (E n — |e, E n + |e), ali da je istovremeno ovaj interval mnogo veći 
od jedne periode od f(gj,t) (uporediti Crtež C10.5): 


-Џ \(n I H' | n)ff(uj,t)p(E)dE 

j J I (n | H’ | n)\~f(w, t)p(E) d ш, 


(10.3.34) 


€ > -j-, (10.3.35) 

tako da integral f T đou inožemo približno zamen.it i integralom po ceioj realnoj osi fJJ^du, Ako 
iiakon ove zamene u (10.3.34) iskoristimo (10.3.32), dolazimo do rezultata: 


(10.3.36) 

1 0 • 3 • 1 engleski : order of m agni tude 

10 - 3 - 2 Može se izračunati da f^ /(cu, = 1« Po potrebi videti detaljnije o delta funkeijama u Dodatku A.II 

odiičnog udžbenika: A. Messiah, Quantum Mechanics , Vol. L North-Holland Publ. Cornp., Amsterdam, 1969. 
m.s.sObratiti pažnju na pretpostavke pod kojirna se jedna formula izvodi! Formula se rnože prirneniti sarno na 
slueaj koji zadovoljava sve pretpostavke izvođenja! 


10 (n, 0 -+ (E n 


\e,E n + \e) oko | п)Л) 


2тгј 

ћ 


(п | Н' | п)\ р(Е) 
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Zbog korisnosti ove formule u raznim primenama (na primer u Fermi-jevoj teoriji ,5-zračenja; 
u rasejanju u Coulomb-ovom polju itd.), ova formula je poznata pod specijalnim nazivom Fermi- 

jevo zlatno pravilo. 

Pošto u (10.3.36) linearno zavisi od vrernena, često se u literaturi urnesto daje njena 
vremenska gustina t0/t. 

Obratiti pažnju da oštri maksimum funkcije leži u co '= ш пп (uporediti Crtež C 10.5), 

što znači da važi: 

E n = En, ( 10 . 3 . 37 ) 

tj. radi se o prelazu u drugo stanje | n) Ф\ n ), ali koje ima istu energiju (održanje energije pri 

prelazu). 

Najzad, treba još imati u vidu da iako dužina vremenskog intervala t (koliko traje proces 
koji đovođi do prelaza) rnora biti dovoljno velika da važi (10.3.35), ona rnora biti istovremerro i 
dovoljno rnala da važi druga aproksimacija za pralaz, tj. da je desna strana od (10.3.36) mnogo 
marrja od 1. 

10.4 Varijacioni račun i metod samousaglašenog polja 

Poći eemo od osnovnih ideja na kojirna. se zasniva varijacioni račun u kvantnoj rnehanici. Spe- 
cijalnu pažnju ćerrio obratiti na osnovno i na prvo pobuđeno starije. Posle toga ćerno do 
kraja odeljka ograničiti proučavanje na Slater-ove determinante kao probne funkcije varijacio- 
nog računa. Izvešćemo njihove jednočestične i dvočestične (redukovane) statističke operatore, 
jer su od Slater-ovih determinanti jedino oni relevantni za dinamički problem. Na kraju ćemo 
izvesti tzv. Hartree-Fockove jednakosti ili metod samousaglašenog polja, što u stvari znači iz- 
nalaženje stacioname Slater-ove determinante za opisivanje osnovnog stanja. Mi ćemo se koristiti 
umesto samirn Slater-ovim determinantama njima ekvivalentnim projektorima (jednočestičnim 
statističkim operatorima) u jednočestičnom prostoru. Uz pomoć ”usrednjenog potencijala” for- 
mulisaćerno i rešićemo ceo varijacioni problern u prostoru stanja jeđnog fermiona. Fizički srnisao 
toga je ne uzirnanje u obzir nikakvih korelacija rneđu ferrnionirna osirn onih koje rrarneće Pauli-jev 
princip (koje su prisutne u Slater-ovoj determinanti) . 

10.4.1 Varijaciona reformulacija svojstvenog problema ha- 
miltonijana 

Počećemo sa dokazivanjem jednog teorema od osnovnog značaja za varijacioni račun u kvantnoj 
mehanici. 

Teorem 10.4.1 Posmatramo očekivanu vrednost hamiltonijana 

(10.4.1) 

kao funkcional na skupu svih nenultih vektora | ф ) € Ћ. prostora stanja datog kvantnog sistema. 
U odnosu na sve varijacije бф vektora | ф), Е(ф) ima stacionamu tačku, tj. 


def 


{ф \H 1 ф ) 


( 10 . 4 . 2 ) 
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ako i samo ako je | ф ) svojstveni vektor od H i onda je Е(ф) upravo odgovarajuća svojstvena 

vrednost: 

H \ф) = Е(ф) | ф). (10.4.3) 

Dokaz: Napiširno (10.4.1) u vidu { ф \ ф)Ерф) = (Ф \ H | ф). Prva varijacija ove jednakosti daje d({ ф | ф))Е(ф) + 
( ф | ф)бЕ(-ф) = б((ф | Н \ф)) => (( бф | ф) + ( ф | бф))Е(ф) + (ф | ф)бЕ(ф) = (бф | Н | ф) + (ф\ Н | бф) 
=> (ф | ф)бЕ(ф) = (бф | (Н — Е(ф ј) | ф ) + (ф | (Н — Е(ф)) | бф). Pošto је 0 < { ф \ ф) < оо, uslov бЕ(ф) = 0 
је ekvivalentan uslovu 

(бф | (Н - Е(ф)) | ф) + (ф | (Н - Е(ф)) | бф ) = 0. (10.4.4) 

Pošto (10.4.4) važi sa sve rnoguće бф, možerno u (10.4.4) da бф zameiiimo sa гбф, a to daje —г(бф \ (H — 
Е(ф ј) | ф ) + г(ф | (Н — Е(ф)) | бф ) = 0 i imaginarnu jedinicu možemo izbaciti. Oduzimanje od (10.4.4) i 
sabiranje sa (10.4.4) onđa daje sledeće dve jednakosti (koje su zajedno očigledno ekvivalentne sa (10.4.4)): 

(бф | (H - Е(ф)) \ ф) = 0 = (ф \ (Н - Е(ф )) | бф ). (10.4.5) 

Zbog arbitrernosti vektora бф (samo mu norma mora biti ”mala”), (10.4.5) je očigledno ekvivalentno sa 

(H - Е(ф)) | ф ) = 0, 0 = (ф | (Н - Е(ф)). (10.4.6а,5) 

Pošto је (10.4.66) bra-jednakost od (10.4.6a) (tu se koristirrm hermitskorn prirodorn oporatora H i realnošću 
očekivane vredrrosti Е(ф)), konačna jednakost ekvivalentna sa (10.4.2) je (10.4.3). 

Kada koristimo (10.4.3) kao dovoljni uslov za (10.4.2), ne morarno posebno zahtevati da se svojstvena vrednost 
podudara sa Е(ф), jer to desna strana od (10.4.1) daje automatski. Q. E. D. 

Sa gledišta varijacionog računa, treba uočiti sledeće pojraove u gornjem rezultatu: vektor | ф) 
sa kojim se u (10.4.1) izračunava Ерф) naziva se probnim vektorom WAA ; skup svih probnih vektora 
je ceo % (sa izuzetkom nultog vektora; to je skup % © {0}); skup svih varijacija бф u ođnosu 
na koje važi (10.4.2), tj. u oclnosu na koje irnarno stacionarnu tačku 10-4 * 2 (zapravo stacionarni 
vektor | ф )) je bez restrikcija cela okolina nule n TL, tj. irnarno tzv. bezuslovnu stacionarnu 
tačku. 

Varijacioni račun, kao i perturbacioni, stupa na scenu kada ne umemo da rešimo svojstveni 
problem hamiltonijana. Onda, naravno, ne umemo da rešimo ni njegovu ekvivalentnu formu 
(10.4.2). Tada se umesto % © {0} uzima neki određeni podskup S € 'H © {0} kao skup svih 
probnih vektora. Skup S je obično određen s jedne strane čisto računskim mogućnostima, a s 
druge strane vidom probnih vektora za koje se pretpostavlja (ili zna) da su relevantni za opisivanje 
starrja sistema (tj. da su na neki način usklađeni sa dinarničkom strukturorn sisterrra) . 

Ograničenje na S izaziva a fortiori i ograničenje skupa svih varijacija. Nairne, varijacija 
бф = ф' — ф mora biti takva da ф, ф' e S. 

U svojoj najgrubljoj i, možda, najčešće korišćenoj formi varijacioni račun bazira na očekivanju 
da će stacionarne tačke u S približno reprodukovati svojstvene vektore od H, a očekivane vred- 
nosti Е(ф) energetske nivoe. Približnost će biti tim bolja što je S obuhvatniji skup (što je bliži 
skupu Ћ © {0} i (ovo je u praksi najvažnije) što je bolje pogođen vid probnih vektora. 

10-4.1 Engleski: trial vector; čitatl: trajl vekte. 

10.4.2 Хегшт ” stacionarna” tačka u varijacionom računu nije u direktnoj vezi sa ” stacionarnim” rešenjern zakona 
kretanja, osim u slučaju sadržaja Teorema T 10.4.1. 
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10.4.2 * Ocena greške 

U perturbacionom računu ako je perturbacija H' rnala, svaka korekcija je znatno manja ocl 

prethodne i čovek irria neki osećaj koliko je dobra aproksimacija, iako ne postoji precizna ocena 
greške. Varijacioni račun veštački iseca pomenuti skup S probnih vektora iz % 0 {0}, a jeclino 
fizičko opravdanje za to je, kao što srno rekli, relevantan vid sarnih probnih vektora | ф ) G S, 
koji može (i ne mora) biti dobro pogođen. 

Postoji jedan apsolutni iskaz (nezavisan od skupa S ) koji daje neku ocenu greške pri aproksi- 
miranju egzaktnog nivoa hamiltoriijana H srednjorn vredrrošću Е(ф) iz (10.4.1), ako II irrra čisto 
diskretan spektar. 

Lema 10.4.1 Za svaki 0 Ф\ ф ) € % postoji bar jedan egzaktni nivo E no hamiltonijana H u 
intervalu 

\Е(ф) - AE, Е(ф) + AE\ (10.4.7) 

oko očekivane vrednosti Е(ф). Ovde je AE = f AH = f yj (ф \ (H — Е(ф)) i 2 | ф ), tj. neodređenost 
energije u stanju \ ф ) . 

Dokaz: Sledi odrnah iz dve druge lerne, koje su konceptualno veorna jednostavne i dobro je irnati ili na urnu i 

inače. Q. E. D. 

Lema 10.4.2 Linearna devijacija od srednje vrednosti proizvoljne opservable A je u srednjem 

uvek nula: 

( (.4 - ( i )) ) = 0. (10.4.8) 

Zadatak 10*4»$ Dokazati (10.4.8) za čisto i za mešano stanje, u oba slučaja za A sa čisto diskretnim spektrom 
i za A koji ima i kontinualni spektar. 

Zadatak 10 *4 »^ Pokazati da za realan broj џ za koji ( (A — џ) ) = 0 nužno važi џ — ( A ). Drugim rečima, 
relacija (10.4.8) je karakteristična za srednju vrednost. 

Lema 10*4*3 Ako opservabla A irna čisto diskretan spekiar , onda postoji bar jedna njena svoj- 
stvena vred/nost a no takva da a no < { A ) . 

Dokaz: Neka je kvantni sistern u čistom stanju | ф) : a neka je spektralna forrria opservable A = УЈ п a n P n . Onda 

iz Leme L 10.4.2 sledi 0 = Уј п v n (( A ) а п ) ђ gde je v n d = ||P„/L|| 2 , Vn. Obeležirrm sa prim vrednosti od n za 

koje je ( ./1 ) > а Г1 / ђ a sa seconde 10,4,3 vrednosti od n koje daju а п ч > { A ). Onda 

D v n . ({ A) - a n i ) = v n n (a n n - { A )) (10.4.9) 

п' п" 

i svaki sabirak je pozitivan. Sad učinimo ah contrario pretpostavku da mema ni jedne n' vrednosti indeksa. Onda 
desna strana od (10.4.9) rnora biti nula (jer je leva nula). Pošto su po pretpostavci а п п — { A) >0, Vn ;/ , morarno 
irnati v n n = 0, Vn, zapravo v n = 0, Vn (jer nerna n'-ova), a to nije rnoguće zbog ( ф | ф) = Уј п v n = 1. Q. Е. D. 

Zadatak 10*4*3 Dokazati što elegantnije simetričan iskaz iskazu Leme L 10.4.2. 

Zadatak 10*4*4 Dokazati Lemu L 10.4.2 za mešano stanje. 
ro.4.3 čitati: zgond. 
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Dokaz: (Završetak dokaza Leme L 10.4.1.) Pošto opservabla (H — Е(ф)) 2 ima spektralnu forrnu Y n (E n ~~ 

Е(ф ј) 2 Р п ako sam hamiltonijan H ima spektralni vid Y n E n P n , Lema L 10.4.3 ima za posledicu cla postoji 
nivo Е По takav da (E n 0 — Е(ф)) 2 < (Д E) 2 <£> | E m — Е(ф) \ < Д E, a to je očigledno ekvivalentno sa (10.4.7). 
Q. E. D. 

Zadatak 10. 4-5 Pokazati da lerna L 10.4.1 važi i za opštiji slučaj kada H ima i diskretan i kontinualan spektar, ali 
Е(ф) leži ispod celog kontinualnog spektra, tj. za svaku neprekidnu svojstvenu vrednost E od H važi Е(ф) < E. 

Dakle, neodređenost AE može da posluži kao (većinorn veorna gruba) ocena greške za egzaktni 
nivo od II koji aproksirniramo sa Е(ф). 

Jedan prigovor na ovaj rezultat rnože da bude da ne znarno koji srno nivo ”ulovili” u irrtervalu 
(10.4.7). Sta zrrači ”koji” nivo? To u kvantnoj mehanici rnože samo da zrrači da ne znamo koje 
su vređnosti dodatrrih kvantrrih brojeva kojima doprmjujemo energetski rrivo do potpunog skupa 
kvantnih brojeva (do potprme klasifikacije stanja). Na prirner, možda znarrro (kao što običrro jeste 
slučaj) da svaki egzaktni nivo ima određenu vrednost ukupnog uglovnog momenta J i određenu 
parnost П. Pitamo se koje su vrednosti Ј п "ulovljenog” nivoa. Na ovakvo pitanje odgovor daje 
sladeća lenia. 

Lema 10.4.4 Neka hamiltonijan H ima izvesnu grupu simeirije G, tj. neka 

[ U(g), H ] = 0, Уд G G, (10.4.10) 

i nekaje | ip) vektor iz neke ”fioke” Vk m u odnosu na G. Ornla u intervalu [Е(ф)—АЕ, Е(ф)+АЕ] 

postoji bar jedan egzaktan nivo sa kvantnim brojevima k i m. 

Dokaz: Pretpostavimo cla je ceo prostor % ortogonalno dekomponovan na ” fioke” po grupi simetrije G i da je 

| ф ) vektor iz ”fioke” Ф\т- Onda iz T 6.4.2 sledi (ako G Ф R(3), onda po analogiji) da se H redukuje u Vk- m i 
rezonovanje iz dokaza Lerne L 10.4.1 važi u V* m kao da je to ceo prostor. U V* m , naravno, svi nivoi od H irnaju 
kvantne brojeve k i rn. Q. E. D. 

Drugi prlgovor na ocenu greške AE iz Lerne L 10.4.1 ili Leirre L 10.4.4 može da se sastoji u 
tome da AE nije lako izračunati. Pošto (AE) 2 = ( H 2 ) — E(ip) 2 , irrora se izračunati ( JEP ), a 
to je zbog kvadriranja često znatno ozbiljniji računski problem nego izračunavanje samog broja 

е(ф) = (н). 

Treći prigovor na našu ocenu greške može biti taj da ona, izgleda, nema nikakve veze sa 
variranjem | гр ) po skupu S probnih vektora i specijalno sa stacionarnim tačkama. 


10.4.3 Varijaciono izračunavanje osnovnog nivoa 

Као što je čitaocu poznato, struktura realnih kvantnih sistema je takva da uvek postoji najniža 

svojstvena vrednost hamiltonijana, tzv. osnovni nivo E 0 . Za njegovo varijaciono izračunavanje 

korisno je znati iskaz sledećeg teorema. 

Teorem 10.4.2 Za proizvoljni normirani vektor | ip) G % srednja vrednost E(ip) == (ip \ H \ ip) 

sigurno nije ispod osnovnog nivoa E 0 : 


E(ip) > Eo. 


(10.4.11) 
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Dokaz: Pretpostavimo opet radi jednostavnosti da hamiltonijan H ima čisto diskretan spektar, tj. spektralni 

vid H = Е п ЕпРп ■ Onda Е(ф) = £ „«„£?„ (v n ‘= \\Р п ф\?), te Е(ф) > E„ v n E o (jer E n > E 0 , Vn); dalje, 
Е(ф) > E 0 = E 0 . Q. E. D. 

Nažalost, ako n.e ziiarno osnovni nivo E 0) , ne znarno ni koliko је Е(ф) iznad njega, sarao znamo 
da ga majorira. 

Kada se fiksira skup S probnih vektora, onda (10.4.11) znači da je Е(ф), kao realna funkcija 
na S, ograničena odozdo, što znači da ima konačni infimum i on je takođe majoranta za E 0 . 
Obično se S bira tako da je zatvoren na uzimanje limesa (konvergentnih nizova | ip n ) G S), tako 
da S sadrži i vektor | ф 0 ), koji daje najnižu (znači najbolju) aproksimaeiju Е(ф 0 ). 

Pitanje je kako pronaći | ф 0 ). To je tačka apsolutnog rninimuma vrednosti Е(ф) u S. Apsolutni 
minimum spada u lokalne minirmirne, a ovi spadaju u stacioname tačke. Stoga je potrebari uslov 
za | ф 0 ): 

(10.4.12) 

što nas ponovo đovođi do varijacione jeđnakosti (10.4.2), ali ovoga puta bez oslanjanja na svoj- 
stveni problem od H u %. 

Dakle, | ф 0 ), koji daje apsolutni minimura, ćerno naći rešavanjem jednakosti (10.4.12). Ako 
ova jednakost irna sarno jeđrio rešenje, onda je to sigurno traženo | ф 0 ), jer, kao što srno viđeli 
da sledi iz Teorema T 10.4.2, apsolutni minimuin u S rnora da postoji. Ako (10.4.12) irna više 
rešenja, onda pre svega moramo odvojiti lokalne minimume od eventualnih drugih stacionarnih 
tačaka (lokalnih maksimuma i prevojnih tačaka). Lokalne minimume prepoznajemo po tome što 
je druga varijacija pozitivna: 

б 2 (ф) > 0, (10.4.13) 

bez obzira kako variramo | ф 0 ) (za lokalne maksimume irnanio б 2 (ф) < 0 za sve varijacije, a za 
prevojne tačke pri različitom variranju imamo različit predznak). Ako imamo samo jedan lokalni 
minimum, onda je to apsolutni minimum | ф 0 ). Ako ih ima više, moramo odabrati najnižu 
vrednost od dotičnih Е(ф). 

10.4.4 * Varijaciono izračunavanje prvog pobuđenog ni- 

voa 

Prvi pobuđeni nivo £j hamiltonijana H se najpouzdanije može izračunati ako znamo da je svaki 
vektor u skupu S ortogonalan na egzaktno osnovno stanje, odnosno na osnovni potprostor V(J5o) 
ako je egzaktni osnovni nivo E 0 degenerisan. Nairne, to znači S C V(E 0 ) L , tj. S pripada 

ortokomplementu svojstvenog potprostora V(E 0 ). Hamiltonijan H se redukuje u pomenutom 
V(ito) 1 , a Ех je (formalno) osnovni nivo u V(E 0 ) 1 i važi sve što je rečeno u prethodnora paragrafu. 

Da bismo se uverili u važenje pomemite osobine ortogonalnosti S C V(ifo) 1 , nije neophodno 
poznavati V(E 0 ). Dovoljno je znati jedan kvantni broj (ili više njih) koji ima E 0 , recimo k, koji 
definiše potprostor (”ormar”) Vk- Onda V(E 0 ) C Vk i dovoljno je uzeti S C V^, onda očigledno 
sledi S C V(Ko) 1 . 

Ipak, često nemamo ovakav pogodan skup S, ali iniarno približno osnovno stanje | Ф 0 ) i 

biramo S _L | Фо ) . I u ovorn slučaju postoji jedan opšti rezultat koji je koristan. 


АЕШ = 0 
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Lema 10.4.5 Neka su Eg i E\ osnovni i prvi pokuđeni egzaktni nivo. neka su oha nedegenerisana 
i neka irn odgovaraju ( egzaktna ) stanja | E 0 ), odnosno \ Ei). Neka, osim toga. 

e = 1 - |{ E 0 | Ф 0 )| 2 (10.4.14a) 

rneri veličinu prornašaja prihližnog osnovnog stanja | Ф 0 ) u odnosu na tačno osnovno stanje, 

| Eq). Onda za svaki normirani vektor \ ф ) G S, iz S _L| Ф 0 ) sledi 

Е('ф) > Ei - e (Е г - Eq). (10.4.146) 

Dokaz: Uočirno bazis { | x.i ) = l Фо ), | X 2 ) =| Ф), | Хз ), | Хл ) ■ ■ •} u prostoru stanja H. Oncla 1 = ( Eq \ EJ) = 
|{ Фо | Е 0 )\ + |( ф 0 | E 0 )\ + Е„>з l( Хп | E 0 )\ . Zamenjujući prvi sabirak na desnoj strani pomoću (10.4.14a), 
irnamo 1 = 1 - e+ |( фо | E 0 )\ 2 + Ј2 п >з К Хп I Е 0 )\ 2 => е = |( ф | Е 0 )\ 2 + Јј п >з К Хп I Е 0 )\ 2 , odakle 

\( ф\Е 0 )\ 2 <е. (10.4.15) 

Uzrnimo sad svojstveni bazis od H (opet pretpostavljamo, radi jednostavnosti, da H ima čisto diskretan spektar): 
{| E m ) | rn = 0,1,2 ,.. Onda Е(ф) = (ф \Н\ф) = Јф т |( Е т | ф)\ 2 Е т = |( Е 0 \ ф)\ 2 Е } - |( Е 0 | ф)\ 2 (Ег - 
Е 0 )+ Em>i К Е т | ф)\ Е т > Ei E m >0 К Е т | ф)\ — |{ Е 0 | U)| (Е\ — Е 0 ), jer E rn > EiJim > 1. Pošto 
jP,m > o K Е т | Ф ) | 2 = { Ф | Ф) = 1, rnajoriranje negativnog člana pomoću (10.4.15) najza,d dovodi do konačnog 
umanjenja leve strane: Е(ф) > E\ — e(E\ — E 0 ). Q. E. D. 

Kada pronađemo, na način koji smo objasnili u prethodnom paragrafu, u pomenutom skupu 
S vektor | ф 0 ) € S, koji daje apsolutni minimum Е(ф 0 ) za Е(ф), na osnovnu (10.4.146) inožemo 
očekivati da srno đobili približni nivo Е(ф 0 ) kao aproksimaciju na E\ i približni vektor | фо), kao 
aproksimaciju na odgovarajući svojstveni vektor | E\ ) od H. 


10.4.5 Uloga jednočestičnog i dvočestičnog statističkog 
operatora 


Као što smo videli, u varijacionom račumi izračunavamo očekivanu vrednost Е(ф) = (ф | H | ф) 
za neki normirani | ф) G Н. Sad ćemo proučiti mogućnost zamene celog vektora | ф) sa njegovim 
redukovanim statističkim operatorima. 

Pretpostavićemo da imarno kvantni sistem od N identičnih čestica. a da je egzaktni hamilto- 


nijan vida 


N 


N 


н 



(10.4.16) 


Ovde je % operator kinetičke energije г -te čestice, V) je operator spoljašnjeg potencijala (ako 
ga ima) koji deluje na česticu, a Ijj je operator interakcije i-te i j-te čestice. Pošto su čestice 
identične, V, l (kao i Тф) su jednake operatorske funkcije osnovnog skupa opservabli i izvesnih 
spoljašnjih pararnetara za svih N čestica; takođe su \јј date jeđnoni te istom funkcionalnorn 
zavisnošću od osnovnog skupa opservabli u Ttf ® TČf 1 za bilo koji par čestica. 

Smatra se da je IV-čestični hamiltonijan vida (10.4.16) najopštiji, koji opisuje strukturu re- 
alnog kvantnog sistema, tj. da se interakcije tročestičnog tipa itd. ne pojavljuju u 

prirodi 10-4 ' 4 . 
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Pošto iV-če stični sistem ima N jednočestičnih stepeni slobode, irrra i N jednočestičnih redu- 
kovanih statističkih operatora. Ali, pošto se radi o identičnim česticama, ispostavlja se da su svi 
ti operatori uzajamno ekvivalentni. Zato se govori sarno o jednom jeđnočestičnom statističkom 
operatoru p\ (ispušta se reč ”redukovani”, a uzirna se u Često se govori i o jednočestičnoj 

matrici gustine) . 

Zadatak 10. 4-6 Pokazati da je jednočestični statistički operator i- te čestice N ekvivalentan analognom opera- 
toru pi, bilo da se radi o identičnim fermionima, bilo o identičnim bozonima. 

Može se izdvojiti i đvočestični stepen slobode iV-čestičrrog sisterna i | Ći...nXi...n | redukovati 
u dvočestični statistički operator ру 2 (koji je opet ” isti” za bilo koje dve čestice). 

Ispostavlja se da zbog vida (10.4.16) u očekivanoj vrednosti (ipi...N \ H \ Ći...n ) učestvuju 
samo pi i pi 2 . 

Teorem 10.4.3 Ako je hamiltonijan N identičnih čestica vida (10.4-16), onda u proizvoljnom 
sta/nju | ф\ ,.,N ) iz prostora stanja dotičnog sistema očekivana vrednost Е(ф i...n) = (Ф\...к | 
H | či...v ) vnože da se napiše u vidu 

( 10 . 4 . 17 ) 

gde su 

Pl '= Tr 2...Л' | Ф -i...n )(Či ...n |, (10.4.18) 

№=Tr 3 ...AHČi...v)(Či n |. (10.4.19) 

Dokaz: Pođimo od E(4>i...n) = Тг i...n(H \ Li,.,n )('<Pi...n |) = Yli=i Tr i...a'(№ + U) | Li...n ){Li...n \ 

) + Tr 1 ...Np'ij | Pl ...n )(Di...n D* Neka je Рц operator perrnutacije (u Ћ,{ ' O • * • 0 'H'jJ) koji transpomije 
prvu i i-tu česticu, a ostale ne rnenja. Onda irriamo, kao što se lako vidi, (Tj + Vj) ------- Рц\1\ + УрРц^ Vi + 1. 

Analogno, za svaki par indeksa i < j postoji operator perrnutacije Рцсј) , takav da Vjj = Рцсј) Fi2P(7<?) (uporediti 
(10.1.53a). Kada zarnenimo ove izraze u gornju formulu za očekivanu vrednost i izvršimo cikličnu permutaciju 
pod tragom, imamo K(+i...jy) = Eili Tr 1 ...а г ((Ћ + УРјРц | ф)(ф | Рц)< Jjfcj Tr 1 ...аК т 12-Р ( 7<ј) I Р )(Ф I 
Рџсј)). Stanje | ф) с = | +1...A- ) је fermionsko ili bozonsko, u svakorn slučaju Рц | ф)(ф | Рц =| ф)(ф | i 
Рр<ј) I vH'P I Р(г<ј) “I 'Ф)(Р I (uporediti (9.3.23, 9.3.24) i Postulat VIII u odeljku §9.3.6). Stoga Е(ф i...a) = 
i¥Tr + Vp | ф)(ф D+ NlAzTlTr 12 Vi 2 | ф)(ф D- Ova formula se pomoću deflnicija (10.4.18) i (10.4.19) 
očigledno može pisati u vidu (10.4.17). Q. E. D. 

Formuli (10.4.17) se može pripisati sledeći fizički smisao : Približna energija Е(ф \„, n) sistema 
od N identičnih čestica sastoji se od N jednočestičnih energija i od N(N — l)/2 (broj različitih 
parova) energija parova čestica. 

10.4.6 Redukovani statistički operatori Slater-ove deter- 
minante 

Sada ćeino normirane probne vektore | ip\...N ) sistema od N identičnih fermiona ograničiti na 
Slater-ove daterminante. Proučićemo šta su onda pi i pi 2 . 

10 * 4 * 4 Ovo nije konkluzivno utvrđeno. Vršena su uspešna teorijska istraživanja i sa interakcijama tročestičnog tipa. 
Strogo uzev, pornenuti iskaz treba razumeti u srnislu da nernamo dovoljno razloga da kvantne sisteme opisujemo 
hamiltonijanima, koji bi bili složenijeg vida nego što je (10.4.16). 


E(Ui... n ) = NlNi((fi + Vi)pi) + ^V^Tr 12 Vi 2 pi2 
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Teorem 10.4.4 Neka je {| n\ ), | n 2 | )} skup N (potpuno uređenih) ortonormi- 

ranih vektora u a | п,\ < ... < ) neka je Slater-ova determinanta, koju oni određuju. 

Jednočestični statistički operator ovog N -čestičnog vektora glasi: 


Pi 


1 -с—л 

1 

i = 1 


def 

1 — 



(10.4,20) 


tj. P\ = N pi, gde je P\ projektor na N -dimenzionalni potprostor od TČp\ koji obrazuju pomenuti 
vektori | n\ ), | n 2 ),..., | ). 


Dokaz: Biće dat u Dodatku § 10.4.10. Q. E. D. 

Teorem 10.4.5 Dvočestični statistički operator p\ 2 Slater-ove determinante je sledeća funkcija 
jednočestičnog statističkog operatora p\ iste Slater-ove determinante: 

(10.4.21) 

gde je p 2 jednočestični statistički operator u Тб 2 \ a Л\ 2 == |(/ 12 — E\ 2 ) je antisimetrizator u 
TČf^ ® Tt^ Фп je operator izrnene). 

Dokaz: Biće dat u Dodatku § 10.4.11. Q. E. D. 

Zadatak 10.4-7 Kao što smo videli u § 9.3.3, dekompozicija 'Нр' ® 'Нр' = V a ® V s je invarijantna dekompozicija 
za svaki simetričan operator, pa i za p\ 2 . Pokazati da važi 

Р 1 Р 2 Л 12 = Л 12 Р 1 Р 2 = A 12 P 1 P 2 A 12 , (10.4.22a,6) 

i da se P1P2A12 na sledeći način odnosi prema pip 2 '. 

i) oba ova operatora redukuju se u isti operator 11 V a , 

ii) za, razliku od pip 2 , operator P1P2A12 se redukuje u nulu u V s . 




Pl2 = 

( i¥ -_l)Plp2^12 


Zadatak 10. 4-8 Objasniti zašto pip 2 Av 2 treba renormirati i to baš faktororn т(нгр (Indikacija: Izvesti relaciju 
Tr i 2 {piP 2 Ai 2 ) = 1), računajući trag u V a i koristeći se sa (10.4.20)). 


Kad bi đvočestični statistički operator bio p\p 2 , onda bismo rekli da je nekorelisan. Operator 
Slater-ove determinante, p 12 , koji je dat sa (10.4.21), je korelisan, ali ima isključivo korelaciju 
od antisimetrizacije , tj. od Postulata 0 identičnim fermioriima. Drugiin rečima, p 12 ne sadrži 
nikakvu korelisanost koja bi poticala od interakcije dve čestice. 

Pošto p\ određuje p 12 , nameće se pitanje ne određuje li p\ i samu Slater-ovu determinantu 
| n-\ < ... < пм ) čiji je on jednočestični statistički operator. 

Lema 10.4.6 Svaki jednočestični statistički operator, dat kao u (10.4-20), jednoznačno određuje 
(neredukovani) statistički operator Slater-ove deterrninante, tj. | гц < ... < п^)(п\ < ... < пд, | 
iz којед se р\ dobija redukcijom (10.4-18). Sarrm Slater-ovu determinantu pornenuti р\ određuje 
s tačnošću do otvorenog faznog faktora. 
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Dokaz: Kada pođemo od p\ = jtPi , gde je Д projektor u takav da Tr iA = N , treba samo da izaberemo 

bazis {| п\ ), | П 2 | riN )} u 7Z(Pi) i Teorem T 10.4.4 nam kazuje da je p\ jednočestični statistički operator 
Slater-ove determinante | n\ < . . . < пд/ ). Pitanje je šta daje izbor drugog bazisa 

{.I П 1 )? I П 2 )? * * • 5 | n N )} 

u ЋлЈ\). Neka je | п[) = I n q)i gde je U d = ( Иц ) unitarna matriea razvoja. Onda (uporediti (9.4.12)): 

| nj < . . . < n' N ) = det ( | п \ ) ) = det ( U\ q | n q ) ) . Setirno se da se dve determinante množe i na sledeći 

način: det ( а Гј ) det ( b {ј ) = det ( a iq b qj ) . 

Na osnovii toga 

| п[ < . . . < n ' N ) = ( det ( Uij ) ) | ni < . . . < Пју ). (10.4.23) 

Iz (10.4.23) odmah sledi | п\ < . . . < n' N ) (n\ < . . . < n' N | = | n\ < . . . < пдг ){n\ < . . . < пдг |, pošto је det U fazni 

faktor (zbog L T W = I). Q. E. D. 

Treba imati u vidu da 


E(\ П\ < . . . < rt,v )) = (n : I < . . . < n N | H | Tli < . . . < n N ) = 

= Ir ] v (Г/ | / / j < . . . < n N ) (ri\ < . . . < / / I), (10.4.24) 

iz čega je očigledno da je u varijacionorn pristupu od važnosti sarno statistički operator 

| n\< ... < n N )(n i < . . . < n N |, tj. inožemo Slater-ove determinante uzimati s tačrmšću do 
faznog faktora. Takva jedna klasa Slater-ovih determinanti je onda tačrm određena projektororrr 

A = Npx (10.4.25) 

na neki iV-dimenzionalni potprostor u ■ 


10.4.7 Usrednjeni jednočestični potencijal 

Neka je naš probni vektor Slater-ova determinanta. Videli smo u Teoremu T 10.4.3 da se 
očekivana vrednost izražava preko jednočestičnog i dvočestičnog statističkog operatora. Zame- 
njujući u (10.4.17) jednakosti (10.4.20) i (10.4.21) dolazimo do 

N 

E(\ ni < . . . < n N )) = У^(пј | (T + V) | п -i ) + V 2 Tr uiVuPifcAn)- (10.4.26) 

i = i 

Sad je pogodno definisati usrednjeni jednočestični potencijal 10 ' 4 ' 5 : 


def 


ITj = 2VTr 2 T 12 Vj 2/ ) 2 


(10.4.27) 


(Tr 2 je parcijalni trag po svirn koordinatama druge čestice). Treba zapaziti da je TTj funkcija 
izbora Slater-ove determinante (što ulazi u (10.4.27) preko p 2 ), tj. za svaku datu Slater-ovu 

ro.i.o čitala, C će u Hteraturi često naći da se umesto +12 = \(Ii2 ”<2) u ( 10 . 4 . 27 ) pojavljuje posebno J12 i posebno 
J?i2- Tako se dobijaju dva usrednjena potencijala, običan iz V12J12 = V r2 i tzv. izrnenski (engleski: exdmnge 
potentml) od Vi 2 E r2 
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determinantu (10.4.27) definiše se po jedan l+j, Drugi sabirak na desnoj strani od (10.4.26) uz 
pornoć (10.4.27) postaje уТг \{WiPi) = \ ( п г I I n i), a (10.4.26) prelazi u jednakost 

(10.4.28) 

Rezultat (10.4.28) ima veoma jednostavnu fizičku interpretaciju : Ako je stanje sistema od 
N identičnih fermiona dato Slater-ovom determinantom | n\ < ... < n N ) (bez obzira da li se 
radi o tačnom ili o približnom opisivanju stanja), onda je energija sistema (tačna ili približna) 
zbir jednočestičnih energija (п^ | ( T + V + \W) | ), koje odgovaraju pojedinim popunjenim 

jednočestičnim stanjima | гц ), i = 1,2,..., N. Pri torne pomenuta jednočestična stanja ”vide” 
od dvočestične interakcije saino usrednjeni jednočestični potencijal |И 7 . 

Uzgred budi prirneeerio, nerazličivost čestica ogleda se u torne što nije određeno koja čestica 
je u kojem od stanja | п\ ), | n 2 ),..., | n N ). Ali, pada u oči da su sada ova stanja itekako 
različiva (pošto su ortogonalna) , tako da nrožemo govoriti o stanjima umesto o česticama. Ovu 
ćemo ideju iskoristiti u glavi 11 za uvođenje tzv. druge kvantizacije (to neće biti nov postulat, 
nego samo pogodna reformulacija formalizma kojim već raspolažemo). 

Citaocu verovatno nije jasno 

i) zašto stanje | ?+) ”vidi” interakciju kao \W, čiirie sarrio izražavamo čiirjenicu da je sabirak u 

(10.4.28) (m | \W | n, ); 

ii) zašto sino usrednjeno polje definisali kao u (10.4.27) (a ne, na primer, bez faktora 2). 

Detaljniji odgovor na pitanje (i) sledi iz: LS = (гц \ | W | тц) = \2N(m \ Tr 2 (A 12 Ui 2 p 2 ) | +:); 
uvodeći bazis {| m) 2 | rn = 1, 2, . . .} u l-Ćf 1 tako da su prvih N vektora upravo naša popunjena 
stanja (u Slater-ovoj determinanti) | n\ ) 2 , | n 2 ) 2 , . . . , | n N ) 2 , iriiamo LS = NY), m (ni,m \ 
A12V12P2 | m,m ), a pošto imarrio projektor N p 2 = Ep= 1 I n j ) г Лпј (2 i A 12 = Л 12 (takođe 
i 12 Vi 2 = V 12 ii 2 ), to daje LS = ( п г, n j I A 12 V 12 A 12 \ гц,Пј) => 

1 i N 

<\pV\n,} = - ^ («, % |V' 12 |r,r,). (10.4.29«.) 


E ( I «!<...< n N )) = Ef=i(+: I (T + v 


+ \W 


M ) 


gde je | гцпј ) Slater-ova determinanta, tj. s tačnošću do predznaka | гцпј ) = \J2A 12 \ тц : ) | rij ) 
(predznak je plus ako гц < rij, iriače je rninus). Sabirak | тц, гц) sam otpada, jer ne daje Slater-ovu 
determinantu. 

Izraz (пјПј | V 12 | гцпј ) u (10.4.29a) možemo fizički interpretimti kao interakciju čestice u 
stanju | тц) i čestice 11 stanju | Пј }, a zbir u (10.4.29a) kao interakciju čestice u stanju | тц) sa 
svim ostalim česticama. Pošto je leva strana od (10.4.29a) sumand u (10.4.28), gde se sabira. sa 
popunjenim stanjima, rnora. se na desiioj strani od (10.4.29a) pojaviti faktor |, inače bi se svaka 

interakcija (тцп.ј \ V 12 | гцпј) računala dvaput, jedanput njen doprinos u (гц \ W | гц), a drugi 
put u (пј | W | Пј ). 

Lako se vidi, zamenjujući eksplicitni vid A 12 u (10.4.29a), da (10.4.29a) može da se napiše 11 
ekvivalentnoi formi: 


(п г | '-W | п г ) 


■ ^2 (( r b, Пј | V 12 | П г ,Пј ) - (m, Пј I V 12 I Пј, тц )), 

j = 1 0+9 


(10.4.296) 
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g'de je | гц.Пј ) = f | гц )<g> | rij ), Kao što je rečeno i u Primedbi 10.4.5, prvi sabirak na đesnoj 
strani riaziva se običnim ili direktnim članorn, a drugi sabirak izrnenskirn članom, tj. članom koji 
potiče od izmenske interakcije VnEn- Izrazi (10.4.29n) i (10.4.296) su dva ekvivalentna vida 
ispoljavanja Pauli-jevog principa u dvočestičnoj interakciji. 

Odgovor na pitanje (ii) ćemo đobiti u sledećem paragrafu. 


10.4.8 Samousaglašeno polje i Hartree-Fock jednakosti 

U prethodnorn paragrafu suro pošli od proizvoljne Slater-ove deterrnirrante (kao probnog vek- 
tora). Sada ćemo izvesti jednakosti koje određuju najbolju Slater-ovu determinantu za opisivanje 

osnovnog stanja sistema od N identičnih fermiona. Drugim rečima, rešavamo varijacioni problem 
osnovnog stanja, a skup S probnih funkcija je skup svih iV-čestičnih Slater-ovih determinanti. 

Videli smo u paragrafu § 10.4.3 da je potreban uslov za vektor | п\ < ... < n N ), koji daje 
apsolutni minimurn (u pornenutonr skupu S) za E ( | гц < ... < %)) da: 


бЕ( | n i < ... < пдг )) = 0. (10.4.30) 

Pišući kao u (10.4.25) P\ = NjR, (10.4.17) i (10.4.21) daju 

E(\ fh < . . . < n N )) ^ E(P{) = Tr .((E + Vi) Д) + Tr niAviVnPi A). (10.4.31) 

Tražimo stacionarne tačke ovog funkcionala, tj. tražimo P\, za koje бЕ(Р\ ) = 0, a da pri 
torne rešenja zadovoljavaju 

Tr iPi = N, Pi = P? , (10.4.32o, 6) 

i da su herrnitski operatori. Ograničenja (10.4.32) treba da važe i za varijacije, tj. rrii tražinro 
uslovne stacionarne tačke (među hermitskim operatorima), pod uslovom (10.4.32). 

Teorem 10.4.6 Slater-ova deterrninanta je uslovna stacionarna tacka pod uslovom (10.4-32), 
tj. pod uslovom da varijacije ne izlaze iz skupa Slater-ovih deterrninanti, ako i sarno ако 


h\,pi ] = 0 


(10.4.33) 


gde je h\ jednočestični hamiltonijan: 


h\ — T] + V\ + ] 


(10.4.34) 


a p\ je jednočestični statistički operator Slater-ove deterrninante, koji istovremeno i određuje tu 
Slater- ovu determinantu. 

Dokaz: Iz (10,4.31) se dobija бЕ(Р\) = Ћп((Тј + V\)5P\)+ Tr 12 (A 12 Vi 2 (SP l )P 2 )+ \ 2 (А 12 \' 12 Р\(бР 2 )). 

U poslednjem sabirku pod tragorn rnožemo da prirnenimo transformaciju sličnosti unitarnim oporatorom E 12 
(operatorom izrnene), a E 12 A 12 V 12 Pi(SP 2 )Ep) = A 12 V 12 (SPi)p 2 , te stoga imamo бЕ(А) = Tn((Ti + VRjSPi) + 
2Tr 12 (A 12 Vi 2 (6Pi)P 2 ). Ako sad iskoristimo izraz za I+i iz (10.4.27) i hi iz (10.4.34), onda бЕ(Р\) = Tri((Ti + 
Vj + IVpSPi) = Tr i(/iičPi). Prema tome, бЕ(Р\) = 0 se svodi na 

тп(МДмД) = o. 


( 10 . 4 . 35 ) 
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Pored (10.4.35), moramo još imati (10. 4.32б) kao ograničenje na prvu varijaciju 10 - 4 - 6 , što daje 

б!\ ~~ (бРАРг ~~ РАбРг) = 0. (10.4.36) 

Variraćemo I\ u skupu hermitskih operatora, a varijacioni uslov (10.4.36) ćerno uzeti u obzir metodom Lagrange- 
ovih rnultiplikatora 10 * 4 * 7 (kojirn se u teoriji uslovnih varijacija svodi uslovno variranje na bezuslovno). Operatorsku 
jednakost (10.4.36) pomnožićemo operatorskirn rnultiplikatororn Ai (nepozrratirn herrrhtskirn operatorom u 
Nakon mrroženja s leva sa Ai, uzećemo trag i onda ćerno tu jednakost oduzeti od (10.4.35). Tako ćerno dobiti 
(permutujući ciklično pod tragorn, gde je to potrebno): 

Tr 1 ((h 1 - Ai + AAi + Л]_ P\ ) б.Р i ) = 0, (10.4.37) 

kao izraz koji je variran bazuslovno, tj. бР\ je sad proizvoljan niali hermitski operator (a traže se dva hermitska 
operatora: P\ koji je projektor sa tragom N i A] , tako da važi (10.4.37)). 

Zbog proizvoljnosti б.Р, sledi kao potreban i dovoljan uslov za rešenje da se nađu P i A takvi da 

h - A + Pl + A P = 0, (10.4.38) 

gde izostavljamo indeks ”1” (sad smo stalno u %\ u ^). 

Zadatak 10J f J) Pokazati da Tr AB = 0, gde je A određeni, a B proizvoljan hermitski operator, iziskuje A = 0. 
(Indikacija: Neka je | ф) proizvoljno stanje. Staviti B =| ф){ф |, V | ф) i dokazati da {ф | A | ф) = 0, V | ф) 
irna za posledicu А = 0.) 

Pomnožimo jednakost (10.4.38) prvo s desna sa P, a posebno s leva sa P i oduzmimo drugu od prve. Tako 
sleđi 

[h,P] = 0, (10.4.39) 

što je zbog p = jfP ekvivalentno sa (10.4.33). 

Da je jednakost (10.4.39) ne sarrio potrebna nego i dovoljna za (10.4.38), rrmžemo videti definišući 

Л d = h - iip - Ph. (10.4.40) 

Kad zarnenimo (10.4.40) na levoj strani od (10.4.38), onda sleđi LS = h~ h + hP + Ph + Ph - PhP - P 2 h + 

'hP - hP 2 - PhP, što zbog P 2 = P i Ph = hP daje nulu, tj. važi (10.4.38). Q. E. D. 

Zadatak 10.ЈЛ0 Uzeti u obzir i (10.4.32a) kao varijaciono ograrhčenje. To će dodati sabirak — Л, gde je Л 
realan broj, u maloj zagradi pod tragom u (10.4.37). Pokazati da se dobija isto rešenje (10.4.39). 

Komutaciona relacija (10.4.33) je tzv. Hartree-Fock-ova jednakost l0A - s To je, kao što se to 
kaže, Euler-Lagrange-ova jednakost našeg varijacionog problema, tj. u stvari modelni dinarnički 
zakon, gde je ”modeI” skup S svih Slater-ovih deterrninanti kao probnih funkcija. 

ro.4.6 p 0 gt 0 je TrP = dim77(P), diskretna funkcija projektora P, u infinitezimalnoj okolini bilo kog projektora 
mora biti бТг P = ТтбР = 0, a (10.4.32a) kao varijaciono ograničenje bi dalo upravo to. Prema tome, to u stvari 
nije ograničenje na varijaciju projektora i ovaj uslov rnožeino izostaviti (uporediti Zadatak Z 10.4.10). 
10 * 4 * 7 Metod Lagrange-ovih multiplikatora je standardan naein nalaženja uslovnih stacionarnih tački (videti, na 
primer, Г. Корн и T. Корн, Справочник по математпике , Наука, Москва, 1968, 11.5-2.). Ovaj metod se 
uopštava na operatore tako da u slučaju kada je jednakost koja je ograničenje na varijaciju operatorska jednakost 
(kao što je (10.4.326)), orrda je odgovarajući Lagrange-ov rnultiplikator takođe operator. U našem slučaju on je 
hermitski operator, jer je ograničenje (10.4.326) jednakost hermitskih operatora. 

10 * 4 * 8 Čitati: Hartri-Fok. 
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Prepiširno (10.4.33) u vidu [ h, P ] = 0 i setirno se da dva hermitska operatora kornutiraju 
ako i sarno ako postoji zajednički svojstveni bazis za njih. Neka je {Ј m ), | n 2 ),..., | n N )} 
zajednički svojstveni podbazis, čijim vektorima odgovara svojstvena vrednost 1 za P. Orida 


(10.4.41) 

i Ym = i I n i )( n i |= P Ш | «r < • • • < пдг ) je Slater-ova determinanta o kojoj je reč. Kao što se 
odrnah vidi, (10.4.41) je ne sarno potrebno, nego i dovoljno za (10.4.33) i prerna torne, predstavlja 
ekvivalentnu (i više korišćenu) forrnu Hartree-Fock-ovih jednakosti. 

Slater-ova determinanta | ni < ... < n N ) definiše h = T + V + W, zapravo usrednjeni 
jednočestični potencijal W (videti (10.4.27)), koji jedini u h nije a priori zadat. S druge strane, 
kao što vidimo iz (10.4.41), h definiše Slater-ovu detarminantu, tj. ”krug” se zatvara: 

(10.4.42) 

Zbog toga se W , pošto je đefinisan Slater-ovom deterrninantorn koja je rešenje Hartree- 
Fock-ovih jednakosti (tj. koja je stacionarna tačka), naziva samousaglašeno polje (ovde je reč 
”polje” sinonim za potencijal). A meiodom samousaglašenog polja naziva se postupak iznalaženja 
stacionarnog rešenja | ri\ < . . . < пдг ), tj. Slater-ove determinante za koju se ”krug” (10.4.42) 
zatvara. 

Samousaglašenom polju odgovara razlaganje 


(P 4+1 ri\ < ... < n,y )) — > ( h = T + V + W) 


P. 


h | гц ) = бј | гц ), * = 1,2,..., N 


(10.4,43) 


operatora interakcije N identičnih fermiona na samousaglašeno polje i na rezidualnu interakciju 
Е^У<Г\ koja je definisana upravo sa (10.4.43). 

Na hamiltonijanu Hq = Yli=i koji preko )ц sadrži samousaglašeno polje W, se obično gradi 
model nezavisnih čestica (ili: model ljuski, uporediti § 9.4.3) i Hq se često uzima za neperturbisani 
hamiltonijan (uporediti (10.1.45). Istakli smo u § 10.1.7 da W ukida ”slučajnu” degeneraciju koja 

postoji u Coulornb-ovorn polju i, osirn toga, omogućuje cla se efekat zastiranja elektrona iz core-a 

uzine u obzir bar u nultoj aproksimaciji (po H' = Y2n<j Vij^)- 

Pažljivi čitalac je zapazio da samousaglašeno polje možerno da dobijemo od bilo kojih N 
rešenja svojstvenog problema od h (ako se ”krug” (10.4,42) praktično zatvorio). S druge strane, 
nismo još ostvarili našu nameru da varijaciono izračunamo baš osnovno stanje. Upravo radi toga 
uzimamo N svojstvenih vektora u (10.4.41) tako da Eg = U bude što je moguće manje, tj. 
da imamo osnovno stanje Hq = Y2i=i ^* (naravno, unutar V e , videti §9.4.3). 

Koliko god uzimanje E® izgledalo prirodno, treba irnati na umu da E(\ гц < ... < ny )) ф 

Eti U = EtiK I (T+V+W) I m), nego je E(\ n x < . . . < n N )) = Е г = х К I (T+V+\W) \ гц). 
Ipak, u većini slučajeva uzirnanje Eq vodi ka iznalaženju apsolutnog minimuma. 

Na kraju da napomenemo da se Hartree-Fock-ove jednakosti obično rešavaju tzv. iteracionom 
metodom (kompjuterski): pođe se od neke manje-više dobro pogođene Slater-ove determinante, 

pa se iz nje izračuna W i h. Onda se rešava svojstveni problem ocl h i dobije novi vektor stanja 
| гц < ... < n N ). Tiine se završava prva iteracija, tj. oba koraka u (10.4.42), ali ”krug” se 
još nije zatvorio. Rezultat prve iteracije (tj. P\ <r\ гц < ... < n N )) je početak druge iteracije, 


>4 N ту 

A<j 


Er 


*=iWi 


v/V -|y(rez) 

Л<ј ij 
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koja je analogna prvoj, itd. Iteriranje se zaustavlja kad više ne daje prornene van intervala 
tačnosti računanja (koji je unapred fiksiran), tj. kada se ”krug” (10.4.42) praktično zatvorio. 
Ako postupak ne konvergira, mora se početi iznova drugorn polaznorn Slater-ovom determinantom 

koja će biti bolje pogođena. 

Ponekad se iteracija započinje sa h. Pođe se od nekog W (koji još nije samousaglašeno polje, 
samo neka vrsta usrednjenog potencijala) i reši (10.4.41) uzimajući najniže nivoe e,> Iz dobijenog 
| п\ < ... < пјм ) se ponovo računa W itd. 

Naravno, iteracioni postupak se ne vrši u celorn 'Н[ и ' > nego u nekorn njegovom pogodno oda- 
branorn konačno-dirnenzionalnom potprostoru. Ovakvo ograničenje je neophodno da bi se uopšte 
rrioglo računati. 


10.4.9 * Ograničenje Hartree-Fock rešenja zahtevom ro- 

tacione simetrije 

Као što smo pomenuli u prethodnom paragrafu, hamiltonijan = Yli=i hi, hi = 7} + V) + W h 

gde je Wi samousaglašeno polje, se često koristi kao neperturbisani hamiltonijan (a H' == V h ( ez ^ 
je onđa perturbacija). Tako se kombinovanjem varijacionog računa (iznalaženje samousaglašenog 
W) i perturbacionog računa postižu bolji rezultati. 

Pri proučavanju perturbacionog računa u primeni na harniltonijan H 0 sa određenom gruporn 
sirnetrije G uverili smo se da u slučaju kada neperturbisani hamiltonijan H 0 irna istu grupu 
simetrije G, onda nam se pružaju velike prednosti uklanjanja degeneracije koja potiče od G 
(redukcijom problema u ”fioku ormara” ) . Postavlja se pitanje možemo li (i ako da, na koji 
način) da samousaglašeno polje W izračunamo tako đa H 0 ima simetriju G. 

Ograničićemo se na najvažniji slučaj rotacione grupe G = R(3), ali svi rezultati će važiti po 
analogiji i za druge grupe simetrije. Poći ćemo od pretpostavke da perturbisani hamiltonijan 
H = Yli=i(Ti + Vi) + Vij sistema od N identičnih fermiona ima rotacionu simetriju i to u 
jačem smislu da ova simetrija važi posebno za sabirak jednočestičnog tipa X)i=i№+^) i posebno 
za sabirak dvočestičnog tipa ^i* Drugim rečima, pretpostavljamo da važi: 

[ Tj + Vj, Ui((pu) ] = 0, [ Vj 2 , 6h(+u)P 2 (+u) ] = 0, Vcpu iz тг -lopte (10.4.44a, 6) 

Zadatak lO.J.ll Pokazati da je (10.4.44a) ekvivalentno sa [ J2i=i(T + Vj), t/j ('pu) . . . Un(<A) ] = 0, Vspu, 
a (10.4.446) da je ekvivalantno sa [ Kj> Ui((pu) . . . f/,v('P u ) ] = 0, Vpu. (Indikacija: Da iz poslednjih 
jednakosti slede (10.4.44) pokazati preko bazisa u Ћ[ и> N , kojeg indukuje neki bazis {| n)i | Vn} C Ћ.\ и ' i preko 
matričnih elemenata. Prethodno pokazati da na primer ('Tj + Vj) i (Г 2 + V 2 ) imaju jednake rnatrične elemente u 
odgovarajućim bazisima.) 

Lema 10.4.7 Ako važi (10. 4- 44)> onda je rotaciona simetričnost jednočestičnog statističnog ope- 
ratora Slater-ove determinante, tj. 


Pi,Ui((pu) ] = 0, V+u, 
[ м, Ui(<pu) ] = 0. 


(10.4.45) 


dovoljan uslov za 


(10,4.46) 
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Zadatak 10«4°$2 Pokazati prvo da važi poznati stav da Tr A = Tr (OAO ^), gde je A proizvoljan operator, a 
O proizvoljan nesingularan operator. Pokazati zatim da analogan iskaz važi i za parcijalni trag: 

Tr 2 i 12 = Tr 2 6 2 A 12 6^\ (10.4.47) 

gde je ii 2 sada proizvoljan dvočestični operator, a 0 2 proizvoljan nesingularan operator za drugu česticu (jed- 

nakost (10.4.47) važi u a i 12 deluje u Oš ti 2 ^). 

Zadatak 10*4» $3 Pokazati da važi 


A(Tr 2 i 12 )(7i = Tr 2 (.Bii 12 Ci), 


(10.4.48) 


za svaka tri operatora u odgovarajućirn prostorirna. 


Dokaz: (Leine L 10.4.7) Pođirno od definicije (10.4.27) W\ d = 2NTr 2 Vi 2 Ai 2 p 2 (ovde je i 12 antisimetri- 

zator) i izračunajmo pod pretpostavkom (10.4.45): UiWiU-[' 1 = 2Д г Тг 2 (U 2 " ^UiU^Vi 2 A 12 p 2 U'{ 1 ) = 

2NTi 2 0~4 12 A 12 UW2P2U; 1 ) {V l2 komutira sa U-\_U 2 usled pretpostavljene simetrije (10.4.446), a i 12 f = 
|(/i 2 — Е Г2 ) komutira sa UiU 2j jer E 12 komutira, a ovo komutiranje potiče od simetričnosti samog operatora 
&iU 2 ). Dalje, U^V^U] 1 = 21VTr 2 (L2 12 A 12 U 2 p 2 ) = 2ДТг 2 {T 12 A 12 {U 2 p 2 U 2 ^)) — 21VTr 2 (ki 2 ii 2 p 2 ) = Hfi. 

Dokazano komutiranje kFi sa proizvoljnom rotacijorn Lfi usled (10.4.44a) očigledno povlači (10.4.46). Q. E. I). 

Iz Leme L 10.4,7 vidiino da započinjući iteriranje sa pi = jjPi, koji ima rotacionu simetričnost 
(10.4.45) dolazimo do h\ koji je takođe rotaciono simetričan. Sad moramo videti kako ćemo 
rešavanjem svojstvenog problema (10.4.41) doći do popravljenog pi = јт i I n i )( n i I) koji je 
takođe rotaciono simetričan. 

Pretpostavićemo da je n kvantni broj energije, tj. svojstvenih vrednosti od h u (10.4.41), 

i da smo hamiltonijan h dopunili do kornpletnog skupa kompatibilnih opservabli sa K 2 , K z i 
eventualno drugim opservablama. Onda rešenja od (10.4.41) pišemo kao | nkm.A), a Д = | 

nkm\)(nkmA | sa N sabiraka, čiji su odgovarajući nivoi e n k\ najniži (imajući u vidu Paulijev 
princip), još izračunavamo osnovno stanje. 

Lema 10.4.8 Projektor Д = | nkmA )(nkm\ \ komutira sa svirn operatorima rotacije ako i 

samo ako ovaj zhir sadrži sarno cele rnultiplete, tj. ako i sarno ako P\ sa svakirn | nkrnA ) {nkrnA | 
sadrži као sabirke i ostalih 2 k projekiora pravaca sa istirn n, k, A. 

Dokaz: Dokaz se lakše vidi na jeziku potprostora. Komutiranje Д sa operatorima rotacija znači invarijant- 

nost oblasti likova TZ{P\) za rotacionu grupu u 'Нр . Onda se nastavljanjem invarijantne dekompozicije od 
TZ(Pi) do ireducibilnih potprostora (tj. do ”kolona” u ”orrnarima sa fiokama”) dolazi, očigledno, do pomenu- 
tih multipleta ( Ytm=-k I nkmA)(nkmA | projektuje na jedriu ”kolonu”, tj. na jedan ireducibilni potprostor) . I 
obratno je očigledno: uzirnajući ortogonalni zbir ireducibilnih potprostora nužno dobijarno invarijantni potprostor. 
Q. E. D. 

Dakle, samousaglašeno polje W koje je rotaciono simetrično rnožerno đobiti ako se N najnižih 
nivoa e n k\ multipletski zatvara u smislu leme L 10.4.8. U slučaju zatvorenih podljuski atornskog 
omotača, na primer, baš se to dešava. 

Porneriuto multipletsko zatvaranje, u kojern se sastoji rotaciona simetrija od Р г je ipak više 
izuzetak nego pravilo. Cesto se radi dobijanja sferno simetričnog H Q za perturbacioni račun 

odustaje od varijacronog iznalaženja samousaglašeiiog usrednjenog polja W, tj. od Hartree-Fock 
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metoda 10,4 * 9 . Urnesto toga, koristi se jedan fiksirani, manje-više dobro pogođeni srednji potencijal 

W, koji nije samousagiašen, ali ipak daje odgovarajuće razbijanje interakeije (10.4.48), tako da 

se Hq i H' definišu u punoj analogiji sa Hartree-Fock slučajem. 

Citalac je verovatno stekao utisak da u slučaju da je zadovoljen pomenuti uslov multipletskog 
zatvaranja N najnižih nivoa od h (i to u svakoj iteraciji) , ne možemo ništa bolje nego li naći 
upravo to rotaciono simetrično Hartree-Fock rešenje. Međutim, iskustvo pokazuje da nije nužno 
tako. U literaturi su poznati slučajevi u kojima je nađeno ne-rotaciono-simetrično Hartree- 
Fock rešenje sa znatno nižom energijom (osnovnog stanja) nego što je dalo rotaciono-simetrično 
Hartree-Fock rešenje iako je ovo bilo prirodno u smislu multipletskog zatvaranja N najnižih nivoa 
(za razliku od ” neprirodnog” rešenja iz Primedbe 10.4.9). 

Zadatak 10. 4- 14 Pokazati da rotaciona simetričnost projektora P\ znači da odgovarajuća Slater-ova determi- 
nanta | ni < . . . < пју ) sadrži sarno cele multiplete. 


Zadatak 10*4» 15 Objasniti zašto rotaciono simetrična Hartree-Fock rešenja (bilo da su ”prirodna” za osnovno 
stanje kao u tekstu, bilo ”neprirodna” kao u Prirnedbi 10.4.9) pripadaju užern skupu probnih vektora, koji su 

Slater-ove determinante koje sadrže sarrio cele multiplete, ali da stacionarnost (nultost prve varijacije) važi u 
odnosu na širi skup svih Slater-ovih determinanti. 


10.4.10 * DODATAK 1 — Izračunavanje jednočestičnog 

statističkog operatora Slater-ove determinante 

Dokaz: (Dokaz Teorerna T 10.4.4.) Uzećemo bazis { | m)i | Vm} u tako da rnu se prvih N vektora podudara sa 
vektorima | ri \ ),..., | п_м) zadatim u Teorernu T 10.4.4. Izračunačerno р\ Slater-ove determrnante | ri\ < ... < пдг) 
u reprezentaciji bazisa u 0 ... 0 %)) koji dobijamo direktnim množenjem pomenutog bazisa u Ћ[ а ' sa 

njegovim izomorfnim bazisima u . . .Hffl (naravno, reč je o izomorfizmima J 3 < i , j = 2,3, .. . , IV — 

videti §9.3.4 — koji leže u osriovi formalizma identičnih čestica). Irnarno (гпј | p\ | тп{ ) ------- Y m2 S m3 * * • E m , v 

( mi, m 2 , • • • , mjv \ тц < ... < njsf) ( ni < . . . < njv | т' 1? m 2 , . . . , mj v), kao što siedi iz (10.4.18). Eksplicitno, 
koristeći se definicijom Slater-ove determinante (9.4.7) i (9.3.17), sledi: 


{mi I h I m i ) = јујЕЕ*"Е J2 IZ I п рр’ п Р р’-‘-’ п рР 

m 2 m 3 m N peS N p f eS N 


{ П /_1,П /_i, . 

X P i /о 


i,m 2 ,...,mM = M £ Е EE-E^d^T 


pO.S N р' e.S N rn-2 m 3 rn N 
1 "PI 


{ ®1 I п р р){ n p [ 1 I mj){ m 2 I n p - 1 ){ п р '-г | m 2 ) ...( m N \ n p - i)( п р -- г | m N ). (10.4.49) 


IJ poslednjern koraku iskoristili srno okolnost što su IV-čestični ketovi i braovi 11 kojima se pojavljuju zapete 
nekorelisani, te je skalarni proizvod kornpozitrrih vektora jednak proizvodu skalarnih proizvoda jednočestrčnih 
faktora. Preuredili smo redosled faktora na kraju da bi bio pogodan za narednu diskusiju. 

Zakijučak 1. Pošto | n p - 1 ) i | ry.~. i ) pripadaju skupu vektora {| n,i ),..., | пд/ )}, sigurno (mi | p\ | m[ ) ------- 0, 

osim ako i | mi ) i | m[ ) pripadaju istom skupu vektora (inače, jedan od prva dva faktora u svakom sabirku 
na desnoj strani od (10.4.49) daje nulu). 

10 - 4 ' 9 Pošto je N fiksirano, moguče je ograrričiti se na takve P\ , koji jesu rnultipletski zatvoreni r samo pod tirri 
uslovom tražiti najniže nivoe е п т\< Tako će se forrnalno uvek dobiti rotaciono simetrično rešenje. Ali, gledano iz 
varijacionog skupa svih P\ (bez rotacionog ograničenja), u ovakvom slučaju je obično jasno da srno daleko izriad 
energije osnovnog starija. 
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Zaključak 2. Da ne bi nijedan od preostalih vektora na desnoj strani od (10.4.49) bio nula u svakom sabirku, 
moramo imati | rm_i ) =1 n p -i ),..., | rm_i ) =| n p - 1 ), što iziskuje i | n p >- 1 ) =| n p - i ), jer i permutacija P 

i P ! deluju na isti vektor | n\ ) | n^ ) • • * | пм ), te ne možerno dobiti različito stanje sarno u prvom faktoru. 
Onda p -1 = p _1 , tj. p ! = p, kao potreban uslov za sabirke koji ne daju nulu na desnoj strani od (10.4.49). 
Prva dva faktora sad pokazuju da ćemo ipak imati uvek nuiu osim ako m\ = m{, Dakle, naša matrica p\ 

je dijagonalna. 

Zaključak 3. Najzad, izračunajmo dijagonalni elernent (m\ | p\ | ui\ ), | rri\ ) £ {| n\ ), | ), . . . | п^ )}. Zbog 

pomenutog р ! = р, imamo samo jednu sumu po permutacijama, a (— l) p (—l) p = +1. Neka je p jedna 
(arbitrarna) fiksirana permutacija takva da | n~- 1 ) =| m-\ ), a p !! neka je tekuća permutacija koja ostavlja 1 
invarijantnim (tj. p ! { = Ij.Onda p !i teče po podgrupi od Sn, koja je izomorfna sa Sn-i i, prema tome, ima 
(N — 1)! elemenata. Lako je videti da sarno permutacije vida p n p ne daju nulu (inače ( m\ | n - 1 ) = 0). 
Od (10.4.49) preostaje 

{m i | p i | rn i ; 


1 ^ EE-Ei< m2 i w^l 


дп 

’ p"eS N - 1 m 2 rn 3 


mjsf | ri 


(р"р)г 


-oi a . 


Za flksirano p ;/ , u svakoj sumi X) m2 , Л тз • • • E mv tačno po jedan sabirak ne daje nulu (nego daje 1) 
tako da 

p"es N -! 


1 

m 


Odrnah se vidi da operator ]TN_ i 
zakjučcima. Q. E, D, 


(m i | pi | rni ) 

rii )i {n,i |i irria sve matrične elemente iste kao što srno dobili u gornjirn 


10.4.11 * Dodatak 2 — Izračunavanje dvočestičnog sta- 

tističkog operatora Slater-ove determinante 

Sada ćemo dokazati Teorem T 10.4.5. 

Poći ćemo od istog bazisa i računaćemo u istoj raprezentaciji kao u dokazu Teorema T 10.4.4. 
Iz (10.4.19) se dobija (analogno kao (10.4.49) u prethodnom paragrafu) : 

(mi, m 2 | Pi 2 | ) = N J 2 P es N J 2 P 'es N Em 3 Em 4 • • • E mjv (” 1 ) р (“ 1 ) р ' • 

•{ mi | n v7 1 ){ n v[ , | mj){ m 2 | n p -i){ n^ г | m' 2 ) • • • { m N | n p -i){ n^ ;1 | m N ) (10.4.50) 


Zaključak 1. Iz prva četiri faktora vidimo da je traženi rnatrieni element rnila, osim ako | m \ ), 
mj ), | m 2 ), | rn'. 2 ) e {| ni ),..., | n N )}. 


Zaključak 2. Iz ostalih vektora sleđi da je za različitost od rrule matričnog elementa potrebno da 


vazi 

I Пз 1 ) 

{| n '-1 
u p 1 

Ш | Пр -i ) 
sabirka: p ! 


n /_! I n- 1 ) =1 n /_] 

Рз ' f ' 1 p n ! 1 Pn " 

n /_i )}. što znači da moramo imati ili I n 

P 2 J '' ' 


), 


Odavde sledi jednakost skupova {| n -i ), | n - 1 )} 


p.i. 


a;- 1 ) :i I V 2 1 ) =1 n p'f s )• Znači ’ iz E P 'es N 


n /_1 ) i 

Pi 7 


Pi 

n *‘ > 


n /_i 

Рг 


moženio zadržati sanio dva 


p i p' = P 12 P, gde je p 12 transpozicija prve i druge čestice. Dobićemo di- 
jagonalne matrične elemente (т г , m 2 \ p\ 2 | m l5 m 2 ) i jedino (m\,m 2 \ p\ 2 \ m 2 ,m\) 
kao nenulte vandijagonalne matrične elamente. Dijagonalnorn elementu doprinosi sarno 
p' = p, a pomenutorn vandijagonalnom sarno p' = р Г2 р (što daje (— l) p (— l) p = 1, odnosno 
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Zaključak 3. Za fiksirane | rn i ), | rn [ ), | rn 2 ), | т' 2 ) u sumi Yl P es N možemo se ograničiti na 
permutacije koje permutuju sarno čestice 3, . . . , N, a čestice 1 i 2 ne menjaju (podgrupa 
Sn -2 sa (N - 2)! elemenata). Za fiksirano p i p' u svakoj sumi £ тз , Ет 4 ’--->Ет* 
doprinosi tačrio jedan sabirak. Stoga, 


(nii,m 2 | P 12 | rrii,m 2 ) 


(rrii, m 2 | pi 2 | m 2 , rrii ) 


1 

m 


E i 


pns N 


1 

m 


-i) 




^ n - 2 > ] = nW- 


i) 


1 

m. 


(N — 2)! 


1 


N(N-1)' 


(10.4.51a) 

(10.4.516) 


S druge strane, desria strana od (10.4.21) daje (mi,m 2 


N 1 


L.A л 

Т 2 . 777 / 


N 1 




. бто , 


K4 


jv(Li) ^i^4(L - E 12 ) I т[,т' 2 ) 


:д„ 


дг i j\' 2 '-’mi,m 1 ' J m 2 ,m: 2 дг j дг2 w mi ,m' 2 ,т! г N(N 1 ) V u mi ,m\ ^тг ,m' 5 

I mi ), | m'| ), | m 2 ), | т/ 2 ) *G {| п \ ),..., | rgv )}, ostali rnatričrri elemerrti su riula. 


6toi ,т 2 6'm 2 ,Ш| ) з i to samo ako 
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OSNOVI DRUGE KVANTIZACIJE 


11.1 Sistemi identičnih fermiona 

U ovom odeljku izgradieemo kvantno-mehanički formalizam tzv. druge kvantizacije za opisivanje 
sistema identičnih fermiona. Tu se naporedo proučavaju sistemi sa brojevima čestica N = 
0,1,2,... Baš na račun ovako široko zamišljenog prostora stanja uspećemo da veoma složeni 
Pauli-jev princip inkorporiramo u proste algebarske relacije novih operatora druge kvantizacije 
(kreacionih i anihilacionih operatora). na kojirna počiva ceo pomenuti formalizam. 

Na kraju odeljka dati su veoma teški dokazi osnovnih teorema, koji se odnose na prenošenje 
aditivnih operatora iz prve u drugu kvantizaciju. Ovi dokazi (obično se izostavljaju) su prven- 
stveno namenjeni čitaocima koji će da koriste drugu kvantizaciju u svorn teorijskom istraživačkorn 
radu. Za njih je korisno da prouče jedan primer detaljnog rezonovanja sa operatorirna druge 
kvantizacije (i sa permutacionim operatorima u prvoj kvarrtizaciji) . 

11.1.1 Prostor druge kvantizacije za fermione 

Irnarno u vidu jedarr određeni ferrnion, na prirner elektron (rnože biti i proton ili neutron ili 
nukleorr) i uzirrramo u obzir sva moguća starrja svih mogućih iV-identično-ferrnionskih sistema, 
pri čemu N = 0, 1, 2, ... (tačka znači ”može biti”). 

Za dva, tri ili više fermiona (nećemo ponavljati ”identičnih”) znamo iz postulata VIII b) 

(§9.3.6) da je prostor stanja antisimetrični potprostor == V a C 0 ... 0 H^\ Za jedan 

fermion prostor stanja je, naravno, sam H^ = f Va' l ~ 1 \ Za opisivanje nula fermiona, tj. stanja u 

koine nerna ni jednog od naših fermiona, uvešćemo jedno jedino stanje, tzv. vakuum i obeležićemo 
ga sa | 0). Obratiti pažnju da je to relativan pojam, odnosi se na određenu vrstu fermiona. (| 0) 
nije nulti vektor, rrego je { 0 | 0) = 1!) Pravac (jedrro-dirnenzionalrri potprostor) koji | 0 ) 
obrazuje obeležićemo sa [Н\ и \ а = Vi A ”~°^ (u reprezentaciji, u bazisu || 0)} Vi°^ prelazi u C 1 ). 
Na taj načiri N ferrrriorra opisujerno u prostoru starrja vF^ koji je rV-ti arrtisirnetrični steperr od 
H ( *\N = 0,1,2,... 

Prostor stanja koji dozvoljava proizvoljan broj ferrniona, n = 0,1,2,..., će biti ortogonalni 
zbir svih rravederrih potprostora 

vf } = [H ( f } f, vi 1} = нТ\ (11.1.1 a,b,c) 


U f u = 


iV^oVa 


(N) 
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W u se naziva prostorom druge kvantizacije ili Fock-ovim (Fok) prosiorom za dotični fermion. 

Čitaocu je bez sumnje jasno da sadrži i stanja (to znači čista stanja!) čiji broj čestica 
nenia određenu, tj. oštrn vrednost; drugim rečirna, u kojima A 2 iV = N 2 — N > 0. Međutim, 
u nerelativističkoj kvantnoj fizici masenih čestica (tj. čestica sa pozitivnorn rriasom rnirovanja) 
nisu pozriati aspekti ponašanja, tj. opservable ili rrierenja koja bi bila nekompatibilna sa brojern 
čestica i koja bi omogućila preparaciju čistog ansambla fermionskih sistema sa neodređenim bro- 
jem čestica. Drugim rečima, pomenuta stanja (koja nisu elementi pojedinih sabiraka u (11.1.1a), 
nego su superpozicije više takvih) nemaju fizičkog smisla. Laboratorijski se obično ne priprema 
ansambl fizičkih sisteina sa nula fermlona, tj. vakuum je obično bez fizičkog smisla (što nije 
slučaj u relativističkoj kvantnoj mehanici ili kvantnoj teoriji polja !). Dakle, sva stanja u kojima 
N nenia određenu vrednost 1, 2, ... služe sarno kao maternatičko upotpunjavanje forrnalizma. Za- 
hvaljujući baš matematički kompletnoj i zaokrugljenoj forrni (11.1.1a) prostora Tijj matematički 
aparat ili forrnalizarn druge kvantizacije je neobično rnoćan i praktičan. 


11.1.2 Bazis brojeva popunjenosti 

Cim je definisan prostor stanja, kvantno-mehanički formalizam po pravilu zahteva uočavanje 
najpogodnijih bazisa ili reprezentaeija. Stoga se pitamo kavim ćemo se bazisima koristiti u 'Нј 1 . 

Odgovor na postavljeno pitanje u stvari je već dobijen u T 9.4.2. Pošli smo od proizvoljnog 
jednočestičnog bazisa {| n )i|Vn} C i izgradili bazis od Slater-ovih determinanti u 
Kada ovaj rezultat prenesemo u Tijj onda traženi bazis glasi: 

{| rii < ri 2 < ... < п?\г ) | sve kombinacije bez ponavljanja za dato N = 0, 1,2...} C Tijj, (11.1.2a) 

gde smo, naravno uključili podbazise 


N = 1 : {| n)!|Vn} C ?4 И) , A = 0 : {] 0 )}. (11.1.26, c) 


Bazis (11.1.2a) je po sadržirri, tj. po vrsti vektora od kojih se sastoji, sasvirn prilagođen zahtevu 
najprostijeg opisivanja ferrnionskih sisterna. Ali sainu forrrru zapisivanja bazisnih vektora ćerno 
još rnorati da doradimo. 

Kao što smo pretpostavili u T 9.4.2, vrednosti jednočestičnog kvantnog broja n su potpuno 

uređene: ri\ < < ... Biće praktično da prosto pišeino 1 < 2 < 3..., tj. da n zamenimo sa rn 

čije su vrednosti prirodni brojevi. Drugim rečima, bazis {] n)|Vn} C H^ prepisujemo u vidu 

{| m)|m = 1,2,...} C Ћ!( 1) . (11.1.3) 


Lako je videti da je svaka Slater-ova determinanta u (11.1.2a) karakterisana podacima koji 
kazuju koja su od stanja | m ) popunjena, tj. prisutna u dotičnoj Slater-ovoj deterninanti, a 
koja nisu. To možemo izraziti funkcijom u m koja uzima vrednosti 1 ili 0, pri čemu u m = 1 znači 
da je | m ) popunjeno, a u m = 0 znači cla stanje | m r ) nije popunjeno. Pri tome, očigledno, 
Y!m=i = ^ < oo. Imajući u vidu ovakve funkcije u m , vektore bazisa (11.1.2a) (i sam bazis) 
možeino da prepišemo na sledeći jedinstven način: 


OO 


Ui, u 2 , ... ) | sve funkcije u m za koje V u m < oo} C % 


4i 


(11.1.4) 
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Bazis (11.1.4) (koji se sastoji od istih Slater-ovih determinanti, ali pogodnije napisanih) naziva 
se hazis hrojeva popunjenosti , jer su v m po svom fiziekorn smislu brojevi popunjenosti. Reprezen- 
tacija koju (11. L4) definiše naziva se rep rezentacij o m brojeva popunjenosti. 

Zadatak 11.1.1 Zašto se u (11.1.4) ne pojavljuju stanja | i/i, ) sa Ylm = i ]Јш ::::::: 00 ? Sta bi ona značila 

fizički? Kako se vidi da takva stanja ne pripađaju 'Hj/? 

Zadatak 11.1.2 Napisati eksplicitno vakuum i jednofermionske bazisne vektore iz (11.1.4). 

Zadatak 11.1.3 Napisati како se reprezentuje proizvoljan vektor | ф) £ Ljj u bazi.su brojeva popunjenosti. 

Zadatak 11.1.4 Kako se u sistemima brojeva (to su uopštenja od ”brojnih kolona”) koja se pojavljuju u odgo- 
voru na prethodni Zadatak razlikuju stanja sa oštrorn vrednošću broja čestica od ostalih stanja? 


11.1.3 Kreacioni i anihilacioni operatori 

Bazis brojeva popunjenosti (11.1.4) nije krajnji domet formalizma druge kvantizacije za fermione, 

već pre sarno njegova ođskočna daska. Ali i đalje će se raditi o istirn sadržinarna, a prornena će 
se odnositi na forrnu entiteta. 

Izabravši jednofermionski bazis (11.1.3) i konstruisavši pomoću njega bazis brojeva popunje- 
nosti (11.1.4), možemo da definišemo tzv. anihilacione operatore a m kao linearne operatore koji 

na sledeći način deluju na bazisni vektor: 


Vm{~ l) 6(m) 


U, 


1 ,-), 


m 


1 , 2 . 


gde je b(m) broj popunjenih stanja u | v\ , ..., v m , ... ) koja su ispred | m ), tj. 


b(m\ 


m — 1 

= E 


Пгг, ! • 


(11.1.5a) 


(11.1.56) 


Treba zapaziti da je b(m) ceo broj koji zavisi kako od vrednosti m jednofermionskog kvantnog 
broja tako i od Slater-ove determinante | ..., v m , ... ), a ova druga zavisnost nije obuhvaćena 

sirnbolikom (irnarno nekornpletnost sirnbola radi jednostavnosti). 

Pošto je | V\, ..., v rn , ... ) proizvoljni vektor bazisa (11.1.4) može biti v rn = 0 i, prema tome, 
vektor | v\, ..., v rn — 1, ... ) nedefinisan. Uprkos toine, (11.1.5) dobro definiše a m , jer bez obzira 
koji je vektor | v x , ..., v m — 1, ... ), faktor v m ionako daje na desnoj strani od (11.1.5) nulti vektor 
(zbog v m = 0). 

Termin ”anihilacioni” operator potiče otud što za v m = 1 (na levoj strani (11.1.5)) dobijamo 
v' m = v m — l = 0 na desnoj strani, tj. kao da se jednofermionsko stanje | m) anihiliralo, odstranilo 
iz | v\, ...,v m , ...). 

U bazisu brojeva popunjenosti (11.1.4) anihilacioni operator a m se reprezentuje matricom čiji 
su elementi 

(U., Un | ®ra | U , Už 1 •■•) Un( Р ^ ^ ,v\ Z' 2 ,U2'" Z' m ,v m — 1 • • ■ 


( 11 . 1 . 6 ) 
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Adjungovani operator od a m piše se al m i naziva kreacionim operatororn. Pošto se na rna- 
tričnorn jeziku adjungovanje sastoji iz kompleksne konjugacije i transponovanja (tj. uzajamne 
zamene uloge vrsta i kolona) , iz (11.1.6) sledi 


( z/ l ) v 2i 


4n I v li v 2,- 


z/ m( 1) TO,=1 б : 




-1м п 


m—1 

E v 

(i-i/ m )(-ih'=i б, 


v [Mi 


(11.1.7) 


Poslednji korak je rezultat sledećeg rezonovanja: ako je matrični element ioriako nula, onda riije 
važno što faktori nisu jednaki (na prirner surrra po v' m , prelazi u surnu po rv), a kad je rnatrični 
element nejednak nuli, onda ti različiti faktori upravo daju i obezbeđuju isto. Tako v m 6 v i \ +m 
daje 1 samo ako v' m = 1 i v m = 0, inače daje nulu; a isto važi i za (1 — v m )5„/ „ m+ i. 

Iz (11.1.7) se vidi da kreacioni operatori irnaju sledeće delovanje: 


a\ n | vi, .... v m , ... ) = (1 - z/ ra )(-l) 6(m) | vi,...,v m + l,...) 


( 11 . 1 . 8 ) 


Terrnin ”kreacioni” ukazuje na činjenicu da al m kada god pri delovanju na bazisni vektor ne 
daje nulti vektor, a to je slučaj kad | v\, v 2 , ... ) ne sadrži | m) onda ”kreira” stanje | rn ), tj. 
dođaje ga na | v\, v 2 , ... ) (ali tako da opet rezultuje Slater-ova determinanta). 

Zadatak 11.1.5 Dokazati da nijedan a m i nijedan а(, г nije ni hermitsld ni unitarni operator. 


Podsetimo se da je antikomutator dva operatora A i B, tj. [A,B] + , definisan sa AB + BA, 

te ” antikomutiranje” [A,B] + = 0 znači AB = —BA, tj. izmenu poretka operatora koja se plaća 
množenjem sa minus jeđan. 

Anihilacioni i kreacioni operatori zadovoljavaju sledeće tzv. antikom,utacione relacije: 


(11.1.9a,b,c) 


Ove relacije igraju najvažniju ulogu u formalizrnu druge kvantizacije za ferrnione. 


4 г,4п' 


L a mi a m f\ 


drnrnJ , Vm, rn ! 


Zadatak 11.1.6 Dokazati (11.1.9). 


Zadatak 11.1.7 Pokazati da su i kreacmni operatori c4 m i anihilacioni operatori a m nilpotentni, tj. da im je 
kvadrat (ili bilo koji viši stepen) jednak nuli. 


U rrmogim račuiiirna sa ferrriionskiiri kreacionim i anihilacionim operatorima korisno je iniati 
na umu da su a m i neprekidni operatori. Nećemo to dokazivati 11,1,1 . 

11.1.4 Operatori brojeva popunjenosti i operator broja 
fermiona 

Pođimo opet od jednofermionskog bazisa (11.1.3) i uzmimo N proizvoljnih različitih kreaci- 
onifi operatora a) mi т4« 2 = ''’ a U i fo tako da m + < m 2 < ... < тдг. Formirajmo vektor 

n ‘ J J Sto se tiče maternatički rigoroznog tretrnana, videti G.G. Ernch, Algebraic Methods in Statictical Mechanics 
and Quantum Field The,ory, Wilay-Interscience, London, 1972, glava 1, odeljak c. 
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a mi a mr-- a m N I 0) G %{ l i izračunajnio njegove koeficijente razvoja po vektorima bazisa brojeva 
popunjeriosti (11.1.4). 

Oi, v 2 , ... | al rll ...al rlN | 0 ) = (11.1.10) 

Um ( — 1 ) 6l (mi } Uno, ( — 1 ) 62 {m2 } ■■• Un N ( — 1 ) 1>N ( ' т ‘ ч } ( Vn-I'rm ~ - 1, - i 0). 

Treba imati u vidu da je (v\, i/ 2 , ... | a| rei bra od keta a mi \ vi,v 2 ,...), itd. Sarno se bi(m\) 
izračunava u | v\, i / 2 , ... ), b 2 (m 2 ) se izračunava u | v\, ...v mi — 1, ... ) itd. 

Iz (11.1.10) se inože zaključiti da aj„ ...а* | 0 ) ima razvojne koeficijente nula po svim 

vektorima bazisa, osirn po jednom jedinom i to onorn u kojern su baš rn\, rn 2 , .... m N popunjeni i 
ni jedno drugo stanje nije popunjeno. Ako pretpostavimo da je | V\, v 2 , ...) taj bazisni vektor, onda 
usled rrii < rn 2 < ... < m N , (— l) 6 ( mi ) = 1, isto tako (— l) 6ž ( m2 ) = 1, jer je u | v x , ...v mi — 1, ... ) 

| rn 2 ) prvo popunjerio stanje, itd. Znači, а^ ■■■al n | 0 ) je upravo jednak dotičrmm bazisnom 
vektoru. 

Tako smo zaključili da se bazis brojeva popunjenosti (11.1.4) može drugačije napisati u 
sledećem vidu: 


{®mi • 




i o: 


sve kornbinacije bez ponavljanja 


Zadatak 11.1.8 Prepisati definicionu jednakost (11.1.5) za anihilacioni operator pornoću vektora iz (11.1.11) i 
svesti je na identitet. Tako se vidi da faktor (— l) 6 ( m ) potiče od (11.1.9c). 


Zadatak 11.1.9 Pokazati da u Ћ Т1 postoji jedan i sarrio jedan (s tačnošću do brojrrog faktora) vektor | ф) koji 
zadovoljava а ш | ф) = 0, Vm i da je orr (s tačrrošću do brojnog rnnožioca) jednak vakuumu | 0). Stoga se vakuurn 
često definiše zahtevom 

a m | 0 ) = 0, rn = 1,2,... (11.1.12) 

uz neke dodatne zahteve (videti niže, § 11.1.8 i §11.1.9). 


Treba zapaziti da je vakuum | 0 ) jedan te isti za sve moguee j ednofermionske bazise 
(| m) \ m = 1, 2, ...} C Ћ { { Ј ' } . 

Zadatak 11.1.10 Pokazati da je za svako m operator projektor, da su vektori bazisa (11.1.11) njegovi 

svojstveni vektori i da odgovaraju svojstvenoj vrednosti 1 ili 0 prerna tome da li je stanje rn popunjeno ili ne u 
dotičnom vektoru. Na jeziku vektora bazisa brojeva popunjenosti (11.1.4): 

a f m a m | vi,v 2 ,...) - v m | v\,v 2 ,-), m = 1,2,... (11.1.13) 

Zadatak 11.1.11 Pokazati da je projektorski niz а) т а тђ rn = 1,2,... potpuni skup kompatibilnih opservabli u 
Ћ ijj sa п m , rn = 1,2,... kao ođgovarajućirri potpunirn skupom kvantnih brojeva (ili svojstvenih vrednosti). To 
daje drugi pogled na vektore bazisa (11.1.4). 

Operatori aj m a m nazivaju se operatorima brojeva popunjenosti, a operator 

oo 

N = J2 a ka r n ( 11 . 1 . 14 ) 

m = 1 


naziva se operatorom broja čestica, jer 


N | Vl,V 2 , ... ) = (]P V m ) | V \ , V 2 , ... ) = /V | V\, v 2 , ... ). 

m = 1 


(11.1.15) 


Zadatak 11.1.12 Pokazati da a] n i a m nisu normalni operatori. 
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11.1.5 Transformacione osobine kreacionih i anihilacionih 
operatora 

Као što sino stalno naglašavali, sve entitete ovog odeljka određuje unapred odabrani jednofer- 
mionski bazis {| m)\m = 1,2, Postavlja se pitanje kako će da glasi tmnsformaciona teorija, 
tj. kakve će promene reizbor jednofermionskog bazisa izazivati u bazisu (11.1.11) i u samim 

operatorima «} г i a m . 

Lema 11.1.1 Neka je u zadato razvijanje novog bazisa po starom: 


Q ) = Em=i и чга I m) ,9 = 1,2,.. 


(11.1.16) 


Usled (11.1.16) imamo sledeće razvijanje novog bazisa iipa (11.1.11 ) po starom: 

<-4v i °> = E (Ен^-^Л-Ч, i o>. 

m i<...< m n peS N 


(11Л.Г 


Dokaz: LS = a] n ...a) qN | 0) =| q\ < ... < д.дг), te na osnovu (9.4.7) irnarno LS = \/NlA | q : \ )... | qjy - ) . Zamenjujući 
ovde (11.1.16), dolazimo do LS = Ј2т г ^1 **• Em jY =i U q ^ mx ...U qNmN y/N\A | m i )... | тд). Zbog antisimetrizatora 
A vektori | m± ) | m^ )... | m lN ) sa ponavljanjem (istog jednofermionskog stanja) ne daju nenulti doprinos 
(uporediti Ll-9.4.2). Lako je videti da preostale sabirke možerno pogodnije prebrojati sledećirn zbirovirna LS: 


LS 


m\ 


E 

<...<m N peS N 


J q\m Pl ••• u q N m,p N 


m 


'Pi 


m. 


'Pn 


E E и <пш Р1 -U m>N <V!ir 1 I m\ )... I m N ). 

mi<...<m N peS N 

Zbog AP~ l = 1 A = (—1) P A (uporediti dokaz L 9.4.1) i definicije Slater-ove deterrninante (9.4.7), najzad, 

sledi: 

LS= ( E < 1 У Ри иш Р1 -U qNmpN ) | ffi\ < ... < m N ) = DS 

toi<...<tojv pes N 

od (11.1.17). Q. E. D. 


Lema 11.1.2 Pod pretpostavkom (11.1.16), razvijanje (11.1.17) može se napisati i u vidu 

OQ OO 

a \i*'* a \ N | 0} = 'У ^ •** У ^ &qimi---bq N m N a m 1 --- a m N I (11.1.18) 

mi = l m N = l 

Dokaz: Zbog nilpotentnosti kreacionih operatora na desnoj strani otpadaju svi članovi sa ponavljanjem iste vred- 

nosti kvantnog broja,. Stoga DS = E m 1< ...<m N K P es N U Qim P1 - u q N m PN 4n P1 - a L PN I 0 ). Najzad, koristeći se an- 

tikomutiranjem kreacionih operatora, dolazimo do: DS = E ( E « u qi m P1 ■■■Uq N m PW ) a L, ■•■ a m N I 0). 

То 1 <...<толт P es N 

Iz ( 11 . 1 . 17 ) onda sledi DS = LS od ( 11 . 1 . 18 ). Q. E. D. 

Razvijanje (11.1.18) odlikuje se redundancijom (suvišnošću), jer ne saino da, su prisutne nule 
(zbog ponavljanja kreacionih operatora na, desnoj strani), već se i nenulti vektori pojavljuju 
N1 puta, sa svirn mogućirn permutacijama vrednosti kvantnog broja. Ali baš na račun ove 
redundancije dobija se praktičrriji vid, koji je ponekad (kao u dokazu sledećeg teorema) veorna 
koristan. 
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Teorem 11.1.1 Kreacioni operatori se transformišu kao ketovi, a anihilacioni kao hraovi, tj. 
(11.1.16) indukuje sledeće transformacije 


Cf t = y°° 

q L-jrri- 


T! „Т 
i-' qm u m ’ 


a q — Em=l 


q = 1 , 2 ,... 


(11. 1.19a, b) 


Dokaz: Dovoljno je dokazati (11.1,19a), а (11.1.196) onda, sledi adj ungovanj em . Primenićemo obe strane od 

(11.1.19a) па proizvoljni vektor bazisa tipa (11.1.11), koji definiše rmvi jednoferrnionski bazis {| q)\q = 1,2,...}. 
Leva strana od (11.1.19a) đaje: 


LS 


def 


4 (« 4 , 



а\ л ...а\...а ч 


0 ), 


ako q G qi,...,qN 


mace. 


(11.1.20) 


(postigli srno (]i < ... < q... < ддг, tj. dobili smo bazisni vektor tipa (11.1.11)). Desna strana od (11.1.19a), zbog 


(11.1.18), dovodi do: DS d = ( У] 


77 

qm u, m 


Нг 


’" a QN 


o ) = (E u q nHm) E • • • E O 


■ ■■Uq N m p а) П1 ...aj nN 


0 ). 


m=l ГП m 1 rnjs T 

Pronađimo u uređenom skupu q\ < ... < gde spada q, tj. kako ćerno dobiti qi < ... <q< ... < д,у (dobijamo 
N + 1 članova, q rnože biti I prvi i poslednji i čak rnožerno Imati q < q jedno pored drugog ako q\ < ... < q,\ r 

sadrži q). Onda 


ĐS = £- E-Ee 


• • Uq m • ■ ■ U g N m д. 


(-l) b{q ) C 


...aL ...a! 


0), 


(11.1.21) 


m\ m m N 


gde je b(q) broj članova u q± < ... < q 2 \ koji dolaze ispred q (i baš toliko aj^ smo ”preskočili” sa aj^). 
Ako q &{qi, onda, se iz (11.1.18) vidi da i (11.1.20) daje (11.1.21), tj. LS = DS. 

Neka je q = G{gi, ...,ддт). Onda (11.1.21) u stvari glasi 


DS — ... ••• /*< ^ J qimi --D qrr Jj qrni ..L)q N m N ( У а \ П1 ••• a m a rrii •• ° a \n N I ^ )* 

m i rn rrii rn N 


( 11 . 1 . 22 ) 


Sabirci u kojirna je m = m, daju nulu, jer aj^a^ = 0. Za svaki sabirak u kojerrr rn < m » postoji sabirak m > m* sa 
istirn vrednostirna kvantnog broja ostalih kreacionih operatora. Pošto U qm U qmi = U qmi U qm , a = -ајд.вј,, 

ta dva sabirka se potiru. I tako se (11.1.22) svodi na nulu baš kao i (11.1.20). Q. E. D. 

Citalac je verovatno zapazio cla smo redundantno razvijanje (11.1.18) u Lemi L 11.1.2 dokazali 
samo za bazisne vektore tipa (11.1.11) sa leve strane, ali sađ, kad smo dokazali (11.1.19а), 
(11.1.18) važi za bilo koji proizvod kreacionih operatora na levoj strani (za dati bazis {| q)\q = 

I, 2, ...}), sa ponavljanjem i za bilo koju permutaciju fiksirane sukcesije. 

II. 1.6 Operatori polja 

Mnogo puta sirio iniali prilike da vidirno da se uopšteni bazis koristi u punoj analogiji sa pravim 
bazisom, sarno što se surna zamenjuje integralom. Tako se i trarisforrnacione forrnule (11.1.16) 
i (11.1.19) neposredno uopštavaju ria slučaj kontinualnog (tj. uopštenog) bazisa. U ovom pa- 
ragrafu proučićemo najvažniji prirner svojstvenog bazisa operatora radijus vektora i projekcije 
spina u ulozi ”novog” bazisa. 

Uzmimo kao specijalan slučaj od (11.1.16) sledeće razvijanje: 


r ,т 8 ) = Уи 


Ш = 1 


r rn s ,m 


m ) 


(11.1.23) 


(očigledno: U rms . m = ( rn | r ,rn s ), tj. ф гп (г,тп 3 ) = f ( r,rn s \ rn ) = С/* т? m je koordinatno-spinski 

reprezentant vektora | rn) ”starog” bazisa) . 
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Anihilacioni i kreacioni oparatori koje definiše bazis {| r rn s ) | Vr, rn s = —s, .... s) obeležavaju 
se sa ф(г,т 3 ) odnosno sa lA{r ,m s ) nazivaju operatorirna polja. (Svakoj tački pridružuje se 
operator, slično kao što se na primer u klasičnom električnom polju svakoj tački pridružuje vektor 
E(r).) Operatori polja, naravno, ne zavise ni od kojeg drugog bazisa, več sarno od pomenutog 
bazisa || r, m s )|Vr, m s }, ali na osnovu (11.1.23) mogu se izraziti pomoću a m i preko formula 
(11.1.19 a): 


CXD 

фЦг, rn s ) = Фт (*1 "V'Kn, 

т=1 


'Ф{т, m s 


0 m г, m*)a rr 


m=l 


(11. 1.24 a, 6) 


(iskoristili smo i forrnule ispod (11.1.23)). 

Pošto razvijanje koje je inverzno od (11.1.23) glasi: | m) = f đrč7,f m m | r ,m s ) = 
f dr0 m (r ,m s ) | r ,m s ), inverzne transformacije od (11.1.24) glase 

a m = Y <1тф т (т,т 8 )фЦг,тф, a m = Y / dr0 m (r, т 8 )ф(г, m s ). (11.1. 25a, b) 

J 1 1 J 

m s m s 


Zadatak 11ЛЛЗ Dokazati da operatori polja zadovoljavaju sledeće antikomutacione relacije: 

= 0, [ф(г ђ = 0, (11.1.2ба,6) 

Џ(г, т $ ),ффг', m' s )]+ = б тагт -б ( r - r'). (11.1.26c) 


11 . 1.7 Operator kinetičke energije, spoljašnjeg polja i in- 
terakcije 


U j edriofermionskom prostoru starija operator kinetičke enei 

•gije giasi Ћ = N, a u 

glasi 

rji def ууУ ,ji 

5 

(11.1.27a) 

gde je 




i = l.... 

2 m ' 

, N. 

(11.1.276) 


Pošto je f\...N simetričan operator, on se redukuje u ferrnionskorn prostom ТЛ C 'Нф N . 
Analogno, kako god da glasi operator spoljašnjeg polja u 'Нф (na piirner, V] = — za elek- 

tron u vodoniku-sličnom atoinu), istom funkcionalnom zavisnošću od osnovnog skupa opservabli 
dat je i operator V) spoljašnjeg polja koje deluje na i-tu česticu (sve čestice su u ”istom” polju, 

stoga su operatori V) ekvivalentni po izomorfizmima Jj+~i iz §9.3.4). U fermionskom prostom 

V { a N) C deluje £,=i Ц. 

Zadatak 11ЛЛ4 Kako glasi operator kinetičke energije i operator spoljašnjeg polja koji deluju na vakuurn | 0)? 
Dati fizieko obrazloženje za odgovor. 
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Operator spoljašnjeg polja Ј е istog tipa kao operator kinetičke energije (11.1.27a). 

Oba pripadaju tzv. aditivnim operatorima jednočestičnog tipa. Za formalizam druge kvantiza- 
cije je od velikog značaja da se proizvoljan operator ovog tipa izrazi kao što prostija funkcija 
kreacionih i anihilacionih operatora aj n i a m . 

Teorem 11.1.2 Neka je u jednofermionskom prostoru stanja %f zadata opservabla B\ i neka 
je u zadatom bazisu {| rn)\rn = 1,2,...} reprezentuje rnatrica B = ( B mrn > == ( rn \ B\ | m! )). 
Onda aditivni operator jednočestičnog tipa B = Сјк Д>? koji deluje u sabirku u (11.1.1a), 
u celom Fock-ovom prosioru % Ј П glasi 

(11.1.28) 


Tfh X j TJh " 


; 1 B mm t CL m CL m r 


Dokaz ćemo dati 11 Dodatku § 11.1.10. 


Zadatak 11 . 1.15 Nabrojati nekoliko opservabii iz koje po svom fizičkom. smislu definišu aditivne operatore 
jednočestičnog tipa u 'Hjj« kao i one za koje to nije slučaj. 


Zadatak 11 . 1.16 Pokazati da su operator kinetičke energije i vektorska opservabla impulsa u impulsno-spinskoj 
reprezentaciji u lijj 


f = J_^ Ј_^ dP^4p,m s )rKp,m s ), 


(11.1.29) 


odnosno 



dppd 1 ' (p, m s )ip( p, m s ), 


(11.1.30) 


gde su i/d(p,m s ) 5 ^(p,m s ) impulsno-spinski operatori polja, tj. kreacioni i anihilacioni operatori koji odgovaraju 
bazisu {| p,m s )|Vp,m s } C 

Zadatak 11 . 1.17 Pokazati da operator Coulombovog polja koje deluje na elektronski ornotač u koordinatno- 
spinskoj reprezentaciji u ЦЈј glasi 


V t dr— ’/-t 


ei 


ф ' ( г , m s )ф(т,т 3 ). 


(11.1.31) 


Neka je interakcija dva identična fermiona zadata operatorom Vu u Vjj • Onda je interakcija 
i-tog i j-tog fermiona u ЋЈЈ izražena operatorom Уц koji je ista funkcija odgovarajućeg osnovnog 

skupa opservabli u kao Vj 2 u ■ Operator interakcije sisterna od N identičnih ferrniona 
onda glasi 


E N тг 

i<j Dt * 


(11.1.32) 


Operator interakeije (11.1.32) je prirner tzv. aditivnog operatora dvočestičnog tipa. Sad ćerrm 
i ovaj operator izraziti na jeziku druge kvantizacije. 

Teorem 11.1.3 Neka je l'u simetričan operator u i neka ga u bazisu (| m) | m' )|m, m' = 
1,2,...} C reprezentuje mairica Vj 2 = {V mim2)m ' im ' 2 = {mi,m 2 \ Vj 2 | mj,m! 2 )), gde je, na 
primer, \ mj,m'. 2 ) =| mj)® \ rnj ), iid,. Neka, osim toga, Vj 2 definiše u pojedinim ferrnionskim 
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( N) -r 

prostorirna Va operator tipa (11.1.32), N = 2,3, 


i j( Nz 

a u V a 


:,) . u vf : 


л) 


пека deluje kao nula. 


Onda u Fock-ovom prostoru 'H I II dotični aditivni operator dvočestičnog iipa glasi 


1 v -лоо V^ 00 V^°° Y~^OC 

2 2^mi = l 2 = 1 =fl Z~j r m! 2 


/ mim2,m' 1 m' 2 a m 1 




(11.1.33) 


Dokaz videti u Dodatku § 11.1.11. 

Obratiti pažnju da je redosled anihilacionih operatora a m > a m i , a redosled istih vrednosti 
kvantnog broja u matričnom elementu je V^ m ' m > . 

Značaj formula (11.1.28) i (11.1.33) je u tome što predstavljaju pogodnu formu dotičnih 
operatora za izračunavanje matričnih elemenata u bazisu (11.1.11). 


11.1.8 * Prostorna inverzija i Galilej-evie transformacije 

u Fock-ovom prostoru 

Kao što sino viđeli u odeljku § 8.1, operator prostorne inverzije J p je multiplikativni operator, tj. 
u H[ a \ N deluje kao J^ 0 J^ 0 ... 0 J^ . Pitamo se kako deluje u %{ r Zapravo, dovoljno je 
da znamo u šta preslikava vakuum i kako deluje na kreaeione i na anihilaeione operatore. 

Pošto je J^ unitami operator, proizvoljni bazis {| rn)\rn = 1,2,...} C %^ prevodi u nov 

bazis (I q ) = f Ј^ | m) | q = m = 1,2,...} C %^ i možemo iskoristiti formule (11.1.16) i 
( 11. L 19a- 11.1. 19 b). Drugim rečima, ako znamo kako se J^ reprezentuje u bazisu {| rn)\m = 
1,2,...} (matrica reprezentant je inverzna od matrice razvijanja), (11.1.19) narn odrnah daje 
delovanje na operatore druge kvantizacije. 

Deo fizičke ideje vakuurna | 0 ) je u tome da operator parnosti ne izaziva prornene u njernu 
tj . da J p | 0 ) = | 0 ) . 


Zadatak 11.1.18 Pokazati da, oheiežavajući sa J v operator parnosti (tj. prostome inverzije) i u !i NI , imamo 

Јрф Ј (т ђ rn s )J p = ( r , m s ), Јрф{т ђ m s )Jp = ф(-г, m s ) (11.1.34а ? б) 

Ј р ф\р ђ т 8 )Ј р = ф\-р ђ т 8 ) ђ Ј р ф(р ђ т 3 )Јр = ф(-р,т 8 ) (11.1.3 БаЉ) 

pod pretpostavkom da je unutrašnja parnost fermiona pozitivna. 

Zadatak 11.1.19 Neka se jednofermionski kvantni broj m sastoji od četiri kvantna broja: n,l,mi,m s , gde je 
n kvantni broj u radijalnom faktor prostoru itd. (Za prirnere videti vodonikov atorri §9.1.7 i harrnonijskr 
oscilator §9.2.5). Pokazatr da operator prostorne inverzije deluje rra odgovarajuće operatore druge kvantizaeije u 
Tipj na sledeći način: 


® ! nl m i rn s ^ ) G?I m i m 


Zadatak 11,1,20 Pomoću §9.2.6 dokazati 

f a t j- — (л\ n x +n y +n z f 

Пр и п х п у п г Пр “ V *-) a n 


Jp u nlmim s Jp — ( 1) u nlm im s 

n x n v n z N Jp a n x n y n z Jp — ( — 1 ) Пх+Пу+Пг a n x n y 


(11. 1.36a, b) 


(1 1.1. 37a. 6 ) 


Što se tiče Galilej-evih transformacija (rotacija, translacija i specijalnih Galilej-evih transfor- 
macija), one su takođe multiplikativni operatori i prenose u %{j analogno kao J p , 

Zadatak 11.1.21 Izvesti delovanje proizvoljne rotacije i proizvoljne translacije na operatore druge kvantizacije 
koji se pojavljuju u Zadacima Z 11.1. 18-Z 11.1.20. 
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11.1.9 * Operator vremenske inverzije u Fock-ovom pro- 

storu 

Na kraju, postavirno i pitanje kako operator inverzije vremena J v deluje na operatore druge 
kvantizacije u 'Н{ 1 . 

Neka je proizvljan antiunitarni operator u н!( 1) (na prirner j[ v \) pomnožen operatorom 
neke Galilej-e\ T e transformacije) . Pri delovanju na proizvoljan bazis || m)|m. = 1, 2, ...} C Нф 
pogodno je da operator U a faktorišemo 

U a = UUi m \ (11.1.38a) 

gde je П а т) po definiciji antilineami operator za koji je svaki bazisni vektor | m ) invarijantan: 

U\ m) | m ) =| rn ) , rn = 1, 2, ... (11.1.386) 

(gornje m je simbolično, ne uzima vrednosti). Ui m) je, naravno, antiunitama involucija. (Ope- 
rator U a se u pomenutom bazisu reprezentuje antilinearnom matricom UK, gde matrica U re- 
prezentuje gornji unitami operator U , a K reprezentuje U a n) . Uporediti iznad (Z 2.7.5)). 

Pošto se operator U a isključivo pojavljuje u ulozi operatora simetrije, on je multiplikativan 
operator. Drugim rečima u deluje U a ,i ® U a ,2 ® ... ® U a ,N, gde su U aN i = 2, 3, ...N 

ekvivalentni operatoru U a , i = U a a deluju u н\ а \ Ovaj N-čestični operator ja simetričan i stoga 
se redukuje u V ( f } C H^] N . 

Multiplikativnost je analogna kao za linearne operatore. Novo je to što u N i Vf'* 
prenosimo i faktorizaciju U a = UU a m \ Obeležavajući i iV-čestični operator sa U a , imamo: 

U a = {Ih ® U 2 ® ® Un)(U\\\i ® U$ ® ... ® U$), (П.1.39) 

gde su faktori i = 2, 3, ..., N ekvivalentni odgovarajućem prvom faktoru. 

Koji gođ da je operator simetrije U a , po definiciji vakuuma U a | 0) =| 0). U stvari, svaka 
Galilej-eva transformacija (i J p , kao što smo videli) deluje na | 0 ) kao identični operator, a 

vakuurn se bira tako u Vf~”°^ đa važi J v | 0 ) =| 0). 

Kad se sve to prenese u 7i{ { (irnajući u vidu (11.1.1)), obeležavajući i đalje neprornenjeno i 
U a i njegov lineami i antilineami faktor (u smislu (11.1.38a) i (11.1.39)), imamo opet 

U a = UU {m) . (11.1.40) 

U a m) je antiunitarna involucija koja ostavlja svaki vektor bazisa brojeva popunjenosti (11.1.4) 
ili (11.1.11) invarijantnim. A unitami operator U se dobija iz odgovarajućeg linearnog faktora 
ocl U a u l-\' v) u punoj analogiji sa J p ili sa operatorima Galilej-evih transformacija. 

Sve što smo rekli svodi se praktično na sledeće: u Н-ф faktorišemo U a prema (11.1.38a), 
tj. па osnovu definicije (11.1.386), i izračunavamo lineami faktor U. A njega onda prenesemo 
analogno kao J p u H{j. Pri delovanju na operatore drage kvantizacije i na vektore bazisa (11.1.11) 
koristimo se sanio linearnim operatorom U. Kada delujemo na proizvoljni vektor u Hjj, razvijemo 
ga u red po vektorirna bazisa (11.1.11) i oncla se koristirno i faktorom П{ т) iz (11.1.40). Njegovo 
delovanje se svodi samo na kompleksno konjugovanje svih koeficijenata razvijanja. 
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Zadatak 11.1.22 Pokazati da analogon od (11.1.34a), na primer za s = glasi 

ХфЧт, rnTJF 1 = (-1)5 +т ^(г, —m s ) (11.1,41) 

(iskoristiti (8.2.25c). Izvesti i analogone ostalih jednakosti u Zadacima Z 11.1.18-Z 11.1.20. 


11.1.10 * Dodatak — dokaz teorema 2 

A) DRIJGA KVANTIZACIJA 

Da bismo dokazali Teorem T 11.1.2, izračunajmo prvo proizvoljni matrični elernent desne strane 
od (11.1.28) u reprezentaciji brojeva. popunjenosti (11.1.4): 

DS = (u x , u 2 , ... | B mn ,X m X n , | v(, v' 2 , ... ) = В тт >((и i, u 2 ,... | c4)(cw | u(,u' 2 ,...)). 

rnm 1 mm' 

Morarno imati u vidu da bra-u (i/j , u 2 , ... \ odgovara ket | uj , u 2 , ... ) i u stvari s njirne ćemo 
računati. 

Iz (11.1.5a) je očigledno da je DS=0 ako N ф N', jer u zagradama ako nije nula onda je vektor 
od (N — 1) ođnosno od (N' — 1) čestica. Uzećemo posebno dijagonalne i posebno vandijagonalne 

rnatrične elemente: 


1 ) (aaa, 


^ ^m' 


Vi,V 2 ,...) 


в п 


тм т > 0 


(11.1.42a) 


Jednakost (11.1.42a) sadrži i slučaj kad su bra i ket jednaki vakuumu. Onda nema u m > 0 
(popunjenih stanja), te nema ni jednog sabirka, tj. imanio nulu. 

2) Da bismo dobili nenulti vandijagonalni matrični element, potrebno je da N = N' i da se 
(ui, u 2 , ... | i | u[, u' 2 , ... ) razlikuju sarno u jednom (jednofermionskom) stanju. Obeležimo sa | m) 
stanje koje je popunjeno u bra-u, a nije u ket-u, a sa | m ) stanje koje je popunjeno u ket-u, a 
nije u bra-u. Onda 

DS = iW(” 1) 6(ж) (^1) 6(ж,) , (11.1.426) 

a (— l) 6 ( m )(— 1 ) 6 (”г') = ( — 1 j — 6(rrt' ) (pjšemo ovako ako | m) <\ m')), pri čeinu je b(m') — b(m) 
broj zajedničkih popunjenih stanja u bra-u i ket-u koji leže između | т ) i | fn' ) (u fiksiranoj 

sukcesiji jednofermionskih stanja). 

Pređimo sad na prvu kvantizaciju. 

B) PRVA KVANTIZACIJA 

Treba da izračunamo LS == (m-t < ... < m 2 I V'f , Д- I m\ < ... < rnL ). Očigledno LS ф 0 sarno 

ako N = N'. Iz (9.4.7) za N = N' > 1 sledi 


LS = A!(mi | (m 2 | ...(m N | A У\Д,4 | т( ) | т' 2 )■■■ | m' N ), 


i= 1 


gde je A = “7 Yl p esv(-~4 P P antisimetrizator, tj. 

nj{ u ) 


projektor na antisimetrični potprostor C 
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Zbog simetričnosti operatora Yli=i Д, iniamo А(]Г7 Ri) = (]јГ\ a usled idempotentnosti 

projektora, A 2 = A. Tako đolazirno do forrnule 

N 

LS = (mi | (rn 2 | ...(m N | (У^Д) У (— 1) P P | rn[ ) \ m' 2 )... | rn' N ) = (11.1,43) 

i=l p£$n 

N 

= Y ( _1 ) P 1^( mi I m> Pl )-( m i I I m ' Pi )-< "bV I Чл-)' 

PG5jv г=1 

Tu srrio iskoristili i formulu (hornonrorfnog) prenošenja perrnutacije p u operator P u LĆiIn’- 
P | m - 1 ) | Ш 2 )... | mj v ) =| m p -i ) | m p -i )... | m p -i ) (uporediti (9.3.17)), ali prešli smo na surnu 
po p~ l (koji prelazi isti skup S N ), mada (radi jednostavnosti) pišerno i đalje ”YLpesA' umesto 
”zL a koristimo se i jednakošću (— l) p ' = (— l) p , Vp. 

1) U slučaju toi = m\, m 2 = m ! 2 , ..., m N = m! N za sve netrivijalne p,bar jedan jednočestični 
skalarni proizvod je jednak nuli. Stoga iz "YApesA' doprinosi sarno identična transformacija i 
sledi 

LS = (rrii | B\ | m-i ) 4- (m 2 | B 2 \ rn 2 ) + ... + (m N | B N | m N ) = У B mn . (11.1.44a) 

m,Vm >0 

Као što smo se uverili u Zadatku Z 11.1.14, aditivni operator jednočestičnog tipa deluje na 
vakuum kao nula, te i tu iniamo slaganje sa odgovarajućim rezultatom iz A. 

2) Iz prisustva faktora u svakorn sabirku na desnoj strani od (11.1.43) proizlazi da je LS Ф 0 
sarno ako se stanja | пц )... | m N ) i stanja | rn\ )... | m' N ) razlikuju najviše za po jedno stanje. 
Obeležirno višak nieđu ne-prirn stanjirna sa | m), a višak nieđu prirn stanjima sa | m'). Iz zbira 
” Yh=i doprinosi sarrio sabirak u kojern Д deluje rralevo upravo na фп \ (inače faktor ( m | ...) daje 
nulu). Izmenivši redosled zbirova u (11.1.43) i izđvojivši ovaj sabirak, iz zbira ”Y P es N " nenulti 

doprinos daje samo permutacijap koja postiže: ( m\ | тр( m 2 | m 2 )...(m | Bj | m')...( m N \ m N ) 

(a to je očigledna tačno jedna permutacija). Stoga rezultat glasi 

foS = (-lfS w . (П.1.446) 

Pod pretpostavkom da m < m! , lako se vidi da je (— l) p = (— 1) б , gde je b broj zajedničkih 
stanja | т,.ј ) u bra-u I u ket-u koja leže između | m ) i | m' ) (i istovremeno minimalan broj 
transpozicija na levo potreban da | m' ) ”preskoči” pornenuta stanja i dođe na isto rrresto gde 
je (m |). U slučaju | m) >| m'), dolazirno do istog zaključka. Dakle, (11.1.446) i (11.1.426) se 
podudaraju. 


11.1.11 * Dodatak — dokaz teorema 3 

A) DR.UGA KVANTIZACIJA 

Radi dokaza Teorerna T 11.1.3, izračunaćerno rnatrični element desne strane od (11.1,33) u re- 

prezentaciji brojeva popunjerrosti (11.1.4): 


DS 


def 




K 


rni тгтПј m ' 2 a lni a rri2 0 ' n 


1 1 Cbrn t 

‘2 Ul l 


iA . I/ 


/ 


1> ^2 5 




(11.1.45) 
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т\т2гп\ m. 


М , ... | 4nM4rJ(a m 'a m \ | 4Л; ■•• ))■ 


m 9 


Bra (v L , v 2 , ••• | 4ni 4rf> odgovara ket-u a m2 a mi | v 1 , 1 / 2 ,...). Izračunajrao ket i bra u malim 
zagrađama u (11.1.45): 


®m,2 ^ro'j I A PĆŽ ; • • ■ ) 


(™1) б ( га 1’ т '2)?У.,1/; 


•' ,v' , I iA v' , 

m ' 1 mL I l’ m\ 


. ) , za rn' 2 ф rn! x 


(11.1.46a, 6) 


gde smo sa b(m\, m' 2 ) obeležili broj popunjenih stanja u | г/ј, v' 2 , ... ) koja su različita od | m\ ) 
i | m' 2 ), a koja leže između njih (bez obzira da li je rn[ < rn' 2 ili rn' 2 > rn[), s tirn da ovaj 
broj uvećamo za jedan ako rn' 2 < m' L . Nairne, u b{m' L ,rn' 2 ) pišemo prvo indeks prvo-delujućeg 
anihilacionog operatora (uporediti (11.1.46a)), а ако on u fiksiranoj sukcesiji indeksa dolazi posle 
rn' 2 , onda jednirn — 1 nroramo ” platiti” komutiranje anihilacionih operatora a m > 2 i а т ' da, bisrno 
prvo delovali sa a rn > 2 . 

Treba zapaziti da je simbol b(m' L ,m' 2 ) nekompletan, jer je vektor | v' L ,v' 2 , ... ) izostavljen u 
njemu. 

Ako se radi o jednom te istom vektoru bazisa brojeva popunjenosti, lako se viđi da je 


^^(ГОј.ГОо) 


Analogno, za bra. u maloj zagradi u (11.1.45) se dobija 


(11.1.47) 


{vi, V‘ 2 , ... | a m a m 


za rri\ = rri‘2, 


(v\, ...v mi - 1 , ...v m2 - 1 , ... | v mi v m2 (-l) b ( mi ’ m2 \ za m\ ф m 2 


(11. 1.46c, d) 


Izraze 11 zagradama u (11.1.45) pominjaćemo kao bra odnosno ket. Ako je N broj fermiona 11 
(v\, v 2 , ... |, a N' broj fermiona u | v' L , v' 2 , ...), onda u bra-u, ako nije nula, imamo N — 2 fermiona, 
a u ket- 11 , opet ako nije nula, iniarno (N' — 2) fermiona. Prenia tome, DS ф 0 u (11.1.45) samo 
ako N = N' < 2. 

a) Uzrnimo prvo dijagonalne matrične elernente, tj. pretpostavimo da v m = v m >, т = 1, 2, ... 
Očigledno je da doprinose sarno oni sabirci u (11.1.45) u kojirna rn\ ф m 2 i v mi = v„ l2 = 1 ili 
гп\ = rn' L , rn 2 = rn' 2 ili nii = rn' 2 , rn 2 = rn' L . To daje 


nc_ _ \ л /I/ (_ i \Цгп1,гп2) (_ i \b(mi ,m.2) , т/ 

LJ ° су / j V V l. L ) l 1 ) ! Ч 




\ h(rni ,Ш 2 ) ( _ 1 \ h(ni 2 фГП 1 ) ' 


roiro2,roim2 I mim^.moroi ) 


(11.14 


ГО1<ГО2,ГОте, 


(uporedlti (11.1.47)). Iskoristili smo simetričnost operatora 1ј 2 , koja povlači V mim2>m > m > = 

{m\,m 2 | V\ 2 | m' L , m 2 ) = Цштт.пфтд = K,mi I V 2 | m' 2 ,m' L ) 

(jer E 2 = I, E 2 V i 2 = EV\ 2 E, gde je E operator izraene, uporediti §9.3.2. Tako srno sveli 
suniu т1 фт4 na ’^EroKro^-” 

b) Za sledeći slučaj uzrnimo vandijagonalne rnatriene elernente u kojirna je razlika u po jednorn 
stanju, tj. postoje Ж i m' takvi da v m = 0, v' m = 0, v w > = 0, v' m , = 1; inače v m = v' m . Iiriarno 
doprinos 11 (11.1.45) od 4 mogućnosti: rn\ = rfi, rn 2 = m ' 2 = rn Ф т,Ш' , v m = 1, rn' L = fri'; 
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rn i = m, m 2 : 

= rn\ = rn ф m, rn' , v m = 

= 1, rn' 2 = m ' , ) 

rn' 2 = m'; mx ■ 

= rn = m' 2 фт,т', v m = 

1, m 2 : 

= m, m 

DS = 

5 X] \Vmm,m> m (- 1) 6( " 

iT,m) ^ 

^ У (m' ,m) 


“I” ^mm.mmi 


m,m) ( i \ У (m,m' ) 




\b(m , m ) + b' ( m 1 , rn ) * 


mm.m m v mm.mm 


\b(m , m ) + ir ( m , m f ) 


mm.mm ¥ mm.m m ) 


Na osnovu sirnetričnosti matričnih elemenata {У тШ , тШ < = У Ш т,т'т itd.) i (11.1.47) druga polo- 
vina poslednjeg izraza jednaka je prvoj, te se faktor 2 potire sa 


m,m)+b(m' ,m) 




тФт.т ;u m = i 


c) Najzad, izračunajmo vandijagonalne matrične elemente u kojiina je razlika u po dva stanja , 
tj. postoje mi < m 2 , mj < mf 2 takvi da v mi = 1 ф z/V, г% 2 = 1 Ф vE 2 , г%; = 0 ф v' wj , 

Vjjf' = 0 Ф vL, ; inače z/ m = г+. Opet irnamo doprinos od četiri mogućnosti: 


1)5 = +1 ' тт2 ,шт 


^ ?7l 2 m 1 ,771^ m/ 2 ( 1 ) 


(_1)6(”П>"»2)(_1)6' (m'i ,m' 2 

-|\Ш2,И])/ 1 ptmi.m'.) , 1 


mim2{rn/ 2 m 


2) •+ T/I | 


, ( ___ l ) 6 (™ 1 № ) ( _ i ) b' (m' 2 > m i ) „ 

[ ) b(m 2 ,mi ) ( _ l ) b’ (m ', , .m', ) j 


Koristeći (11.1.47) i simetričnost dolazimo do konačnog vida: 

T)Q — ( - 1 j 6 (mi ГП 2 ) ■ +V (m'i ,m' 2 )/p : , _ y_ ( 1 ■ 

Pređimo sad na prvu kvantizaciju. 

B) PEVA KVANTIZACIJA 

Za N, N' < 2 Teorern T 11.1.3 je očigledno tačan. Za N = N' > 2: 

лг 

T5 = f (mi < ... < m,v | ^ Vp | mj < ...mj v ) = N\(m,i | (m 2 | ...Ц' | Т(+ ОрјА | mj ) | mj). 

-i<j i<j 

(koristimo (9.4.7). 

Istim rezonovanjem kao u prethodnom paragrafu, dalje sledi: 

LS = iV!(m! | (m 2 | ...(m, v | Vj+ | mj ) | mj)... | тј+ 


Videli smo u (10.1.53 da V v = P(i < j)Vi 2 p(i < j) ^ 1 (samo što je tamo permutacija P(i < j) 
obeležena sa P), a pošto je P(i < j)~ l A = (— 1 у( г< АА (uporediti dokaz L 9.4.1), sledi 

is = E E {-1)" (,< '«(-1)" К(.<д, I K(*<i) 2 I •••K(i<iN I Vl2 l4(i< 2 )i> I4(i<i)2>- \ т 'р(г<ј)Р = 

i<j pes N 


( 11 . 1 . 49 ) 
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E< 

кј 


.l)P(iCi) ^ ! 

pes N 


-1 ) р {тг,тј I Vi 2 | rn' pv m' p2 ){m p(i<j ) 3 | V 12 | т' рз )...{m p(i<j)N \ V 12 




Pn 


јег p(i < j)i = i, p(i < j) 2 = j (uporediti (10.1.536). 

Da bisrno dobili DS / 0 u (11.1.49), svih (iV — 2) jednofermionskih skalarnih proizvoda 
moraju biti 1 (a ne nula), a to znači da | пц < ... < тодг ) i | rnj < ... < m' N ) rnoraju irnati bar 
(N — 2) zajedničkih popunjenih jednofermionskih stanja. Dakle, do sada srno u skladu sa A. 

Arralizirajmo sad slučaj po slučaj . 

a) Za dijagonalne matričrie elemente, tj. za slučaj rn i = m(, m 2 = m' 2 , ... ,m дг = rn' N , u zbiru 
"Slpc-sS u (H-1.49) doprirmse sarrm p = p(i < j) i p = p'p(i < j), gde je p trarrspozicija koja će 
uzajamno zameniti stanja | rn p(i<j)i ) i | т р ркј ) 2 ) ( a ostala starrja neće menjati). Stoga 


LS 


гпггпј 


' т<тј .тјт* 


(11.1.50a) 


Kj 


Pošto i < j O пц < m :j (uporediti T 9.4.2), (11.1.50a) i (11.1.48a) se pođudaraju. 

b) Uzniimo sad slučaj vanđijagonalnih matričnih elemenata u kojima je razlika u po jednom 
stanju. Neka među rn,i, ...,m,y postoji т koji ne postoji rneđu m(, ..., mI N i neka m' ne postoji 
nieđu prvirna, a postoji rneđii drugirna; ostalih (N — 1) stanja neka su zajednički. Iz (11.1.49) 
je očigledrro da nenultost postižerno, na priirrer, kad prvo i izaberemo tako da ггц = m itd. : 


N 

LS = Y, ( — 1)г4 г< г) \tpii = m,nij | U 12 | rn' pi = rn',m ' p2 = mj ) - (m ž = Ш.т = m.j | V 12 | m' p , = mj,m’ p , = m')} + 

j=i + 1 


j ~~ l 

У^(-1) р ( г<Ј ) (~l) p [{mi,mj = Ш | V 12 | m' pi = m' ,m' P2 = m ( ) - (m* ,mj = Ш \ V 12 | т/, = m*, m^ = m')]. 

i=l 

Znači zbir ” Yhi<j V se sveo na ” X)^ =i+1 ” odnosno na a zbir ”X)pes,v” na samo dva 

sabirka: ”p”, permutaciju koja dovodi fh' i m , na prvo i drugo mesto, a na mestima 3, ..., N 
postiže isto kao u bra-u, i ”p”’, permutaciju koja je jednaka ”p” primenjena posle transpozicije 
koja transponuje sarno fh! i m* (otuđ rninus ispred matričnog elementa) i analogno u drugom 
zbiru. 

Delovanje permutacije p(i < j) u zbiru '’Ylj=K r” na ( m i I ( m 2 I —(т^ \ možemo zamisliti 
preko transponovanja: (пц =fn | transponujerno sa jednirn po jednirn ocl braova (... | koji su 
pre njega i dovederno ga na prvo rnesto. Posle toga isto učinirno sa (rrij | i dovedemo ga na 
drugo mesto. Usled i < j imamo (fn — Тој |< (m,j \. Bra-ove ispred (шц = m | ”preskakali” su i 
(m | i (rrij |, doprinos ovih transpozicija u (—1)р( г< 1) se potire. Ostaje sarno broj bra-ova izrneđu 
(m | i (m,j |, tj. (—1)Р( г< Т = (— l) 6 ( m,m -’). Permutaciju ”p” (u istom zbiru) analogno razlažemo 
na transpozicije. Ali sad nemamo nužno | fh' ) <| rrij ). Ako je | mj ) <| fh' ), onda | fh' ) 
rrrora da ”preskoči” i | rrij ), tj. rnoraino računati jednu transpoziciju, više. Ali sve je to već ušlo 
u dehniciju sirnbola (— 1 ) б ( т > m i), prerna torrre rra rrjega se (— 1) р svodi. Analogno rezonovarrje 
primenjujeirio i na zbir ^ na pii' 1 < j) i Р u njemu. Tako sledi 


LS = Y (-l) 6 ( m,rn j)(-l) 6 ( m,,m j)(V 
j=i + 1 


rnrn j лп rn j v mm j ,m ,• m 


V— 

* mrr 


>)+ 
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j i 


f — ] ) V m i > та ) ( _ i ) Ч та ' > та ; ) (y m 


т,т' пц к пц m.rrii rn' 


i = 1 


Sad ćemo na osnovu simetričnosti operatora Vyi u matričnim elementima Vyi transponovati 
indekse levo od zapeta i istovremeno i indekse desno od zapete. Tako izraz u drugoj zagradi 

pOStaje ,m! ra, •, odllOSIlO ( Immi,m'mi ^тт^,туп’ ) • ■N®' OSI 10 \ U (11.1.4/) lUOŽeillO 

— (— l) 6 ( mi,m ) zameniti sa (— 1 ) 6 ( т ’ та 4 . Sad preostaje samo da oba zbira obuhvatimo jednim i da 
pišemo urnesto гпј i Гој samo т: 


LS 


^ b(rn,m) ^ I "j hirri ,m) ^ у 


mm,m m 


' mmvmm 


(11.1.506) 


тфтџг ш =.\ 


što je očigledno jednako sa (11.1.486), jer za m = m ! u srednjoj zagradi dobijamo nulu (iskoristili 
smo simbol v m da izrazimo popunjenost stanja (m | u (m\ | (m 2 | ...(т^ |). 

c) Na kraju, proučimo i vandijagonalne matrične elemente u kojima je razlika u po dva stanja. 
Drugim rečima, neka (roi | (m 2 | ...(тодг | sadrži (m i | i (m 2 | koje ne sadrži | m() \ т' 2 )... | m' N ) 
i neka т,\ < m 2 , a rieka ovaj iV-čestični ket sadrži | ) i | m 2 ) koje pomenuti N-če stični bra ne 

sadrži i neka Ш( < m 2 ; ostalih N — 2 stanja neka su zajednička. Onda (11.1.49) daje 


LS 


-l) p [(m,i = mi,m.j = m 2 | Vj 2 | m! pi = rn(,m ! 


V 2 


m 2 


(m* = roi, m 2 = m 2 | Vj 2 | m^ = mj, rn^ 


m( 


Rezonovanjem kao pod b) dobijamo ( — i)p(*<j) = (— 1) 6 ( 
đovođi do sledećeg konačnog rezultata: 


mi ,m 2 ) 


-1)P 


T g = (_])К та 1. та 2)+6(тј, та, 2 )(р 


mim^jmjm^ ^т^тгЈт^тј у 


l) 6 ')™),™),)^ gj-; 0 


(11.1.50c) 


Ova se formula podudara sa (11.1.48 c) 


11.2 Sistemi identičnih bozona 

Ovaj odeljak ima namenu da uvede čitaoca u formalizam druge kvantizaeije za identične bozone. 
Cela materija je analogna istoimenom formalizmu za fermione, sa veoma važnom razlikom ne- 
ograničenih brojeva popunjenosti jednobozonskih stanja i posledicama ove činjenice. Važnost 
bozonske verzije druge kvantizacije je innogo manja nego fermionske verzije, jer u nerelativi- 
stičkoj kvantnoj fizici ređe susrećerno sisterne identičnih bozona. Najosnovniji prirner je sistern 
fotona, tj. kvantizirano elektrornagnetno polje (ali ono se u potpunosti opisuje kvantnom elek- 
trođinamikoiri, tj. relativističkom kvantnorn teorijorn fotona). 

11.2.1 * Prostor druge kvantizacije za bozone 

U ovorn odeljku ćerno kvantno-rnehanički forrnalizaiii rnaksirnalno prilagoditi sledećoj pretpo- 
stavci: i) da irnarno jednu određenu vrstu bozona, ii) da posinatramo naporedo kvantne sisterne 
od N (identičnih pornenutih) bozoria, pri černu N = 0, 1, 2, ... 
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Za zajedničko opisivanje pomenutih kvantnih sistema definiše se prostor stanja druge kvan- 
tizacije za (identične) bozone. Kao što smo videli u § 9.3.5 i u postulatu VIII (§9.3.6), prostor 

stanja za N = 2, 3, ... identičnih bozona je simetrični ili bozonski potprostor V s {iV) = f V s : 

V ( N =‘2) c n O)^ y(N=3) c п (0' __ (11.2.1) 

Prostor druge kvantizacije ili tzv. Fock-ov prostor za bozone. 'H b II je po definiciji 

n b H = [n{ u) f 0 nf ] 0 vf =2) 0 V s {jv=3) 0 . . . , (11.2.2) 

gde je \H\ u) f (nulti simetrični stepen od П {и) ) jednodimenzionalni prostor (pravac) koji obrazuje 
normirano stanje | 0), tzv. bozonski vakuum. To je (jedno jedino) stanje fizičkog sistema koje 
ne sadrži nijedan bozon date vrste. 

Sabirci u (11.2.2) se ponekad nazivaju simetrizovanim stepenima jadnobozonskog prostora 

П )u) 

Ako je bozon koji leži u osnovi prostora stanja 'Н\ и) i П 1) п na prirner pion III kaon ili bilo koji 
drugi maseni bozon 11 - 2-1 , onda važe sve primedbe sa kraja § 11.1.1, tj. stanja sa neodređenim 
brojern čestica nernaju fizičkog smisla, već služe sarno za kompletiranje formalizma. 

Međutirn, ako se radi o bezmasenorn bozonu, na prirner o fotonu (koji prožirna celu kvantnu 
fiziku preko ekscitacija i deekscitacija pobuđenih nivoa), stvari stoje sasvirn drugačije. Videli 
srno u prvoj glavi da su talasni aspekti ponašarrja EM polja, koji dolaze do izražaja prilikom 
propagacije EM zračenja, riekornpatibirri sa čestičnim aspektirna ponašarija pa i sa opservablom 
broja fotona. Tako (rretrivijalna) distribucija po broju fotorra u čistorn starrju sa ne-oštrim N 
dobija konkretni kvantnomahanički smisao (merenjem komplementamog talasnog aspekta, koje 
izaziva tu distribuciju) . 

Kao što smo već pomenuli u § 11.1.1, u kvantnoj teoriji polja vakuum se mora veorna ozbiljno 
shvatiti jer je ne sanio formalno neophodan, već ima i važan fizički smisao. Foton je relativi- 
stička čestica (kreće se brzinom svetlosti), stoga vakuum EM polja ima fizičkog smisla. I pri 
nerelativističkom opisivanju fotona (koje je egzaktno sarno za neke aspekte, a u celini sarno 
aproksimativno) , preuia touie vakuuni irna fizičkog srnisla, rnada se u nerelativističkoj kvantnoj 
mahanici ne proučavaju fizičke osobine vakuuma (osim formalrro) . 

11.2.2 Bazis brojeva popunjenosti 

Postavlja se pitanje kako u Н п na najprostiji i najpraktičniji način izabrati bazis. Odgovor smo 
već đobili u T 9.4.1. Naka je {| n)|Vn} proizvoljan hazis u jedrrobozonskom prostoru % { ( 1) . Onda 
je 


{| ())} U {| n ) |Vn} U {| ni,n 2 )|sve različite kombinacije drugog reda sa ponavljanjem } U ... 

(11.2.3) 

hazis u n b n i to adaptiran na dekompoziciju (11.2.2) (”adaptiran” znači da je dotični bazis unija 
podbazisa koji su sa svoje strane bazisi pojedinih potprostora sabiraka u (11.2.2)). 

1 1 •2‘ 1 Treba irnati u vidu da nisu poznata više-pionska niti više-kaonska vezana starija u prirodi (osirn tzv. ”oblaka” 
od virtuelnih -tj. neopservabilnih- piona ili kaona unutar i okolo nukleona). Prerna torne, Ћ п za pion ili kaon 
iiria sarno akadernski smisao. 
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Zadatak 11.2.1 Pokazati da je konstanta normiranja u (9.4.1) C ni ,„ nN = у Nl mS . — • Drugiin rečima, treba 
pokazati da upotpunjena formula (9.4.1) glasi 


nin 2 ...n N ) 


NilNol... 


N1 


P | т ) | n 2 )... | n N ), 


(11.2.4) 


pes N 


je Л 7 1 d = N'lrii), broj ponavljanja (zapravo hroj pojavljivanja) vrednosti n\ u datorn skupu ni, n 2 , 

analogno N 2 d = f N(n 2 ) je broj ponavljanja od n 2 ako je n 2 ф п\ ђ (ako je n 2 = n\, onda je N 2 broj ponavljanja 
prve vrednosti rneđu П2,пз, ... koja je različita od n\) itd. (Indikacija: Izdvojiti podgrupu (S^i x Sn 2 х ...) C S,\ r 
reda iYi!iV 2 l... svih permutaclja koje permutuju sarno jednaka stanja u | n\ ) | n 2 )... | пм ) i zamisliti S,y kao 
zbir koseta po pomenutoj podgmpi. Onda se J2 p os N ^ I n i )••• I п м) svodi na (АГ Х ! АГ 2 !...) puta zbir od ј^ј^г~ 
ortonormiranih sabiraka.) 


Vektori bazisa (11.2.3) očigledno nisu dovoljno praktično izraženi. Da bismo otklonili ovaj 
nedostatak, prebrojimo vrednosti kvantnog broja n na fiksiran način (postavimo ih u biunivoku 
vezu sa rednirn brojevima m = 1, 2, ...). Drugim rečirna, prepišimo polazni bazis {| n)|Vn} C 


na sledeći način: 

{| m)\m = 1, 2 , ...} C nN . 


(11.2.5a) 


Onda | riin 2 ...n N ) možemo da izrazimo funkcijom v m , rn = 1,2... čije su vrednosti v m = 
0,1,2.... Vrednosti v m iskazuju koliko puta se vrednost rn pojavljuje rneđu п\, n 2 , ..., n N (u 
srnislu poirrerrute biunivoke veze). Stoga | npri 2 ...rpv ) =| viv 2 ... ) naravno, Ylm=x v ™ = ^ ‘ 1 
imamo jedinstven iiačin zapisivanja svih vektora (11.2.3). Prerira torne, (11.2.3) sad rnože da 
glasi 

(X) 


(| ViV‘ 2 ...v N )|sve funkcije v m takve da v m < схз} C Ж 

rn = 1 


1ц. 


(11.2.56) 


Bazis (11.2.56) se naziva bazisorn brojeva popunjenosti, jer v m je broj popunjenosti stanja 
| m) n | niri 2 ...n lN ) =| viv 2 ... ). Reprezentacija koju definiše ovaj bazis naziva se reprezentacijom 

brojeva popunjenosti. Kada se proizvoljni vektor | ф) G % b H razvija po vektorima bazisa (11.2.56): 


Ф) = 1V2,... I U,^2, 


( 11 . 2 . 6 ) 


onda sistem brojeva (uopštenje brojne kolone) reprezentuje ф u (11.2.56), tj. izražava 

dotično stanje u reprezentaciji brojeva popunjenosti. Treba zapaziti da su vektori u (11.2.56) 
stanja sa određenim brojein bozona, dok u stanju | ф) broj bozona ne mora imati oštru vrednost. 


11.2.3 Kreacioni i anihilacioni operatori 

Sad ćerno za svaku vradnost m kvantnog broja koji prebrojava bazisne vektore u našern fiksirarrom 
bazisu (11.2.5a) definisati po jedan operator a m : 


a m I V\ , v 2 , ...v m , 



1 А ,п 2 ,...и т - 1 ,...) 


(11.2.7) 


(ako je v m = 0, DS = 0 i ne srneta što vektor rra desnoj strani rrije definisan). 
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To je tzv. anihilacioni operator. Definicija (11.2.7) se rečima iskazuje tako da a m anihilira ili 
uništava jednobozonsko stanje | m) u iV-bozonskom stanju | v\, v 2 , ...). Operator a m je očigledno 
singularan. 

Anihilacioni operator a m se u odgovarajućem basisu brojeva popunjenosti (11.2.56) reprezen- 
tuie matricom čiji su elementi: 




a„ 


D ,V2,-) 


,vi ■ ■ ■ &v' m ,v m - 1 • 


( 11 . 2 . 8 ) 


Obeležimo sa a\ n adjungovani operator od a m . Pošto na matričnom jeziku adjungovanje znači 
kompleksno konjugovanje i transponovanje, iz (11.2.8) odmah sledi 


(l y l- l/ 2, a m I ,1 J 2,---) l / m^ l j> l! v i ^v! 2 ,V 2 ...Sv , m — l,v m ... \/+n ~h 1 ,v\ ^v' 2 ,V2--- $v' m ,v m + l--- (11.2.9) 


Zadatak 11.2.2 Objasniti kako iz prve jednakosti sledi druga, u (11.2.9). 
Iz (11.2.9) sleđi 


( 11 . 2 . 10 ) 

Operatori a) m se nazivaju kreacionim operatorirna. (11.2.10) se iskazuje tako da aj n kreira ili 
stvara jedrio jednočestično stanje | rn ) u proizvoljnom stanju | v\,v 2 , ...). 

Zadatak 11.2.3 Kako se vidi da a m , o| n nisu ni hermltski ni unitarni operatori? 

Sistem anihilaclonih i kreacionih operatora a m ,aj n m = 1 , 2 ... zadovoljava veoma praktične 

komutacione relacije : 


[а т . a m ] — 0 — 

_ t f 

5 

a l n c 

— $гпгп/ •) 'TTl 


vi, v 2 , ..., v m , ... ) = \/v m + 1 | vi,v 2 , ..., v m + 1, ... ) 


Zadatak 11.2.4 Dokazati prethodne jednakosti na dva načina: i) delovanjem na bazis (11.2.56), ii) u reprezen- 
taciji brojeva popunjenosti. 


Zadatak 11.2.5 Da li operatori a m i af m spadaju u normalne operatore? 

Zadatak 11.2.6 Pokazati da su a m i a\ n neograrhčerh (prekiđni) operatori (ekvivalentnost a. i b. u S 2.5.1 važi 
i za neherahtske operatore) 11 * 2 * 2 


■ LL2 * 2 Čak i da je fi{ 1 ^ konačno-dimenzionalan (a u stvari dim ), irnali bisrno dim Hf j = H 0 . Stoga se 

u Ћјј pojavljuju neograrhčerh operatori, a, nažalost, osnovrh operatori u th , tj. а ш , a\ n su takvi. Po želji, 
detaljrhje o torne videti u referenci iz P 1-1 1.1.3. 



446 


GLAVA 11. OSNOVI DRUGE KVANTIZACIJE 


11.2.4 Operatori brojeva popunjenosti i operator broja 
čestica 


Kreacioni operatori a' m mogu da posluže da se vektori bazisa brojeva popunjenosti (11.2.56) 
izraze pomoću njih (u trećem vidu): 


1Л-, V‘2, ••• ) =| ГЦП 2 ...) 


1 


VNjlNzl. 


-a f a f 


.a, 


UN 


0), 


( 11 . 2 . 12 ) 


pri černu ie poredak popunienih starrja rii...n N arbitreran u drugorn i u trećern izrazu (značenie 
brojeva N U N Ž itd. videti u Zll.2.1). 

Zadatak 11.2.7 Dokazati (11.2.12) izračunavanjem skalarnog proizvoda tekućeg bazisnog vektora (i/j I sa 

| v \ , v 2 , ... ) iz (11.2.12) s jedne strane i sa al n ...а^ | 0) s druge. 


Dakle, bazis (11.2.56) sad glasi 


■ a nA- 


,.a, 


n N 


0) 




sve različite kombinacije N — tog reda sa ponavljanjem N = 0, 1, 2, ...}. 

(11.2.13) 


Zadatak 11.2.8 Pokazati da u R b H postoji jedan i (s tačrmšću do brojnog uinnoška) samo jedan vektor | ф) za 
koji važi a m | ф) =0, m = 1,2, ... i da on pripada istom pravcu kao vakuum | 0). 

Dakle, vakuum karakteriše osobina 


a m | 0 ) = 0, Vm (11.2.14) 

i to za proizvoljni bazis {| m)|rrt = 1,2,...} C (| 0 ) je jedinstven i ne zavisi od izbora 
pornenutog bazisa). 

Operatori a) n a m ., m = 1,2,... nazivaju se operatorirna hrojeva popunjenosti ili operatorirna 
broja bozona u pojeđinim stanjima т. 


Zadatak 11.2.9 Pokazati da je (11.2.13) svojstveni bazis za bilo koji a T m a m a odgovarajuće svojstvene vrednosti 
cla su v m = N(m) tj. brojevi popunjenosti stanja | m) (ili brojevi ponavljanja, uporediti ispod (11.2.4)). 

Zadatak 11.2.10 Pokazati da beskonačni niz operatora, a\ n a m m = 1,2,... čini kompletan skup kompatibilnih 
opservabli u % b n i da su brojevi v\,v 2 , ... u vektorima njegovog zajedničkog svojstvenog bazisa (11.2.56) u stvari 
svojstvene vrednosti ovih operatora. 


Operator bmja čestica, u prostoru druge kvantizacije glasi: 


E (X) -J- 

m = 1 a m (l rri 


(11.2.15) 


Zadatak 11.2*11 Dokazati ovaj iskaz. 
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11.2.5 Transformacione osobine, operatori simetrije, ope- 
ratori polja 

Transformaciona teorija bozonskih operatora druge kvantizacije je, naravno, isto tako važna kao 
analogna teorija za ferrnionske operatore. I po svojoj forrni ja sasvirn slična. 

Lema 11.2.1 Ako je u zadato razvijanje novog hasisa po starom, 

OO 

I g ) = У2 u qrn I m ) , q = 1,2, .... (11.2.16) 

m = 1 

onda se u Ћ! п vektori koji se pojavljuju u odgovarajućirn bazisima (11.2.13) transformišu na 
sledeći način: 

00 00 

a qi"' a llN I 0) = I ®)- (11.2.1/) 

m i = l TTb дг — 1 

Dokaz: Odrnah se vidi da iz (11.2.16) sledi 

X f* kl > кг >- | g.V > = - U q N m N X) ^ I m l > I TO 2 >••• | rn N ). 

pćžS]\ T тг ni ] у pCSpj 


Jednakosti (11.2.4) i (11.2.12) daju — = | qi q 2 ...q N ) 

dobijeno razvijanje svodi na: 


Vl V-2... ) 




t 


rO 


\ u N]JN 2 T7r. 


stoga se 


.n a t . 

° u, qi 


q.N 


o> 




gimi • 


47, 


l N I o>. 


S. D. 

Као u slučaju fermiona, i sada imamo na desnoj strani od (11.2.17) redundanciju (suvišnost), 
tj. isti (nenormirani) bazisni vektor iz (11.2.13) pojavljuje se više puta. 

Teorem 11.2.1 Kreacioni operatori se transforrnišu kao ketovi, a anihilacioni kao braovi, tj. 
(11.2.16) irna za posledicu sledeće transformacije; 


a q ~~ Хто=1 а, Ч ~~ Em=l U qm a m, Q ~ 1, 2... 


(11. 2. 18a, 6) 


Dokaz: (11.2.18a) adjungovanjem daje (11.2.186). Da bisrno dokazali (11.2.18a). prirrienićerrio LS-u te jednakosti 
na a.t ... a t | 0) i iskoristićemo (11.2.17): 


1 1 { > : ' 


(a' ...a' 

7 2 QN 


°» = XX-X t; 


qm u qo Ш2 


...u 


QN rriN 


П t fs t 
Л, ГГС Љ ГП2 " 


0> ( X) k ! qm a ln){ 1 


■t n .t 


0». 


Znaći, leva strana i desna strana od (11.2.18a) jedriako deluju na proizvoljni bazisni vektor 1L2 ‘ 3 iz (11.2.13). 
Q. E. D. 

Što se tiče transformacija simetrije koje deluju kao unitarni operatori u (inverzija pro- 

stora, rotacije, translacije itd.) , za bozone važi sve analogno kao za fermione. Isti je slučaj i sa 
antilinearnim imitamim operatorom vremenske inverzije J v . 

Operatori polja tS(r,m s ), i tb(r,m s ) se takođe definišu i koriste na isti način kao u slučaju 
fermiona. 

J L2 ‘ 3 Iako su obe strane od (11.2.18a) linearrri operatori, dati dokaz rrije kompletan jer operatori nisu neprekidni i 
svugde definisani. Trabalo bi iskoristiti i zatvorenost operatora i povesti raćuna o domenina. Ali to se u kvantnoj 
meharrici uvek izostavlja. 
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11.2.6 Operator kinetičke energije, spoljašnjeg polja i in- 
terakcije 

(u) л » 2 (u) 

U jednobozonskom prostoru stanja %\ '' operator kinetičke energije giasi T\ = a u n\ N ili 
u Vf } giasi 

N 

Ti...N = J2 f ^ (п.2.19а) 

г=1 

gde je 

Т = (11.2.19 h) 

2m 

Armlogno, како god da glasi operator spoljašnjeg polja V\ u %^ u \ istom funkcionalnom za- 
visnošću od osnovrmg skupa opservabli dat je i operator V) spoljašnjeg polja koja deluje na Г -tu 
česticu (sve čestice su u ”istom” polju, te su operatori \) ekvivalentni). U prostoru N identičnih 
bozona deluje Yli=i 

Zadatak 11.2.12 Kako glasi operator kinetičke energije i operator spoljašnjeg polja koji deluju na vakuum | 0)? 
Dati fizičko obrazloženje za odgovor. 

Operator spoljašnjeg polja Y?=i Ј е istog tipa kao operator kinetičke energije (11.2.19a). 
Oba spadaju u tzv. aditivne operatore jednočetičnog tipa. Veoma je značajno za formalizam 
druge kvantizacije da se takav operator izrazi kao što prostija funkcija kreacionih i anihilacionih 

operatora aj n i a m . 

Teorem 11.2.2 Neka je u %\ u ^ zadat proizvoljan jednobozonski operator A\ sa matricom A = 
( A mm > = (m | Лј | m! )) koja ga reprezeniuje u (proizvoljnom fiksiranom) bazisu {| m )|m = 
1, 2, ...}. Onda aditivni operator jednočestičnog tipa A koji A\ definiše, tj. koji u pojedinim 
sabircima Vp'* iz (11.2.2) ima vid kao (11.2.19a) mutatis mutandis, u % b H glasi: 


A = Y 


CO 

ш- 


E oo 
тп/ 


-^rara' 


(11.2.20) 


Dokaz u § 11.2.9. 

Zadatak 11.2.13 Nabrojati opservable koje čine osnovni skup u 'Н[ и - i njihovo najvažnije funkcije. Koje od 
ovih opservabli po svom fizičkom smislu definišu u 'H b n aditivni operator jednočestičnog tipa? 

Zadatak 11.2.14 Da li operator broja bozona N spada u aditivne operatore jednočestičnog tipa? Da li se može 
napisati u vidu (11.2.19о)? 

Neka je interakcija dva bozona zadata operatorom V\ 2 u Va A ~ 2 ^ C %!y} . Oncla je interakcija 
i-tog i j-tog bozona u siinetričnom potprostoru od %?(? izražena operatorom V N koja je ista 

funkcija odgovarajućeg osnovnog skupa opservabli u %\f (tj. operatori V,j i V'12 su ekvivalentni) . 
Kao što znamo, operator interakcije sistema od N identičnih bozona onda glasi 



( 11 . 2 . 21 ) 


Tu se radi o aditivnom operatoru dvočestičnog tipa. Sad ćerno i ovaj operator izraziti na jeziku 
druge kvantizacije. 
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Teorem 11.2.3 Nekaje V\ 2 opemtor interakcije dva bozona i neka rnatrica koja ga reprezeniuje 

u bazisu {| т) г | m') 2 |m, m' = 1,2,...} u Ф -si Vi 2 (V mirn2!m > im > 2 = {т г ,т 2 | V u | rnj,m' 2 )), 

gde je na primer | mj , m' 2 ) = f | mj )® | m' 2 ) itd. Onda V\ 2 definiše u 4 b n sledeći aditivni operator 
dvočestičnog tipa, tj. operator interakcije: 


1 т '""' (X) CXD OO V OO j p | _ | 

2 2-~nn\ = l 2-ЈГП‘2 = 1 2^mi= 1 2 јгпј = 1 * mim2,m\m' 2 a + 1 a + 2 a rri 1 a rri 2 


(11.2.22) 


Dokaz videti u Dodatku § 11.2.10. 

Značaj formula (11.2.17) i (11.2.22) je u tome što je u 4 b n osnovni bazis baš bazis brojeva 

popunjenosti i to u vidu (11.2.13). U tom bazisu se onda računaju matrični elementi operatora 
Л ili V. 


11.2.7 Harmonijski oscilator 

U (9.2.3) imali smo hamiltonijan trodimenzionalnog izotropnog harmonijskog oscilatora: 


н= у (N + —)? 

v 2 rri 2 ’ 

q=x,y,z 


(11.2.23) 


Definišimo 


Adjungovanje daje 


rriUJ 

2ћ 


q + %\/ 2mhujp q , q = х, у, z 




rnu. 


-q 


=Pq, Q = X, у, z. 


9 V 2ћ 4 у/2 'пЉј 1 

Novi operatori zadovoljavaju sledeće komutacione relacije: 

[a q , a q >] = [a\ al] = 0, [a q , o,t] = 6 qq >, q = x,y, z. 


(11.2.24 a) 

(11.2.246) 

(11.2.25) 


Zadatak 11.2.15 Pokazati da usled [q,p q ] = гћ, q = x,y,z, iz (11.2.24) sleđi (11.2.25). 

Dakle, imamo po tri bozonska kreaciona i anihilaciona operatora. Istražimo njihovu relevant- 
nost za rešavanje svojstvenog problerna hamiltonijana (11.2.23). 

Dehniširno operatore brojeva poprmjenosti i operator broja bozoria: 

N q = a\a q , q = x,y,z ; N = N g . (11.2.26+5) 

q=x,y,z 

Harniltonijan (11.2.23) se sad svodi na: 


(11.2.27) 


H = (N + ђћш 


Zadatak 11.2.16 Dokazati (11.2.27). 
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Neka su n = 0,1,2,... svojstvene vrednosti od N, onda se iz (11.2.27) vidi da je spektar 

hamiltonijana 

[E n = (n + ^)ћса\п = 0, 1, 2...}, (11.2.28) 

što se, naravno, poklapa sa (9.2.21a). Pokušajmo sad da izračunamo svojstveni bazis od H. 


Neka su n q brojevi popunjenosti, tj. svojstvene vrednosti od N q , q = х, у, z. Pretpostavimo 
da u orbitnom prostoru stanja % 0 trodimenzionalnog harmonijskog oscilatora postoji vakuum 
| 0), tj. stanje definisano sa 



a q | 0) =| 0), q = х, у, z 


(11.2.29) 

(niže ćemo potvrdit 

ovu pretpostavku) . Formirajmo onda bazis brojeva 

popunjenosti 


{ i +;■+ Nz ) 

/ , , ,(4) na, K) W, (4) W * 1 {) )\ п ч ~ 0, 1,2, ...;q - 

\f n x \n y \n z \ 

X, у, z} 

(11.2.30) 

(uporediti (11.2.12) 
Da je (11.2.30) 

, sada je N = n x itđ.; vakuurrr je | 0) =| 000 )). 
svojstveni bazis hamiltonijana H datog sa (11.2.2' 

7) je očigiedno kad se 


(11.2.27) prepiše detaljnije u vklu 

H = H x + Ну + H z = [(N x + ~) + (N y + ~) + (N z + Џћш. (11.2.31) 

Iz (11.2.266) se vidi đa je n = n x + n y + n z , što uspostavlja vezu između svojstvonih vektora u 
(11.2.30) i svojstvenih vrednosti u (11.2.28). 

Citaoeu koji je ponovo prelistao odeljak § 9.2 očigledno je da je kvantrfi broj n x ovog paragrafa 
isti kao kvantni broj n x u §9.2.3 i analogno važi za n y i n z . Vakuum | 000) je osnovrm stanje 
(uporediti (9.2.23)) i otud znamo da postoji (što smo gore ostali dužni). 

Da rezimiramo. Uspeli smo svesti orbitni prostor % 0 trodimenzionalnog harmonijskog osci- 
latora na bozonski prostor % b n , čiji jednobozonski prostor inia samo tri ortonormirana stanja, 
recirno | х), | у) i | z), koji ga obrazuju. To je prirner bazisa (11.2.5a). Kvantni brojevi n q , 
odgovaraju opservablama popunjenosti ovih stanja N q , q = х, у, z. 
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onda pored N = N x + N y + N z (i n = n x + n y + n z ) važi i 

N = Ni + N 0 + N-i, 


n = n-i + n 2 + n 3 


(11,2.34a, 6) 


To daje novi svojstveni bazis hamiltonijana (uporediti (11.2.27) i (11.2.28)): 

(|nin 0 n_i) 


\/niln Q \ 


n-l'. 


:(A{) ni (A5) no (Ali)"- 1 | 000 )|ni, n 0 , П-1 = 0, 1,2, ...}. (11.2.35) 


Zadatak 11 . 2.18 Dokazati ( 11 , 2 . 34 ). 

Za iiašu svrhu je važno da na jeziku novih bozonskih operatora imamo 

i z = (N\ - N-i)h. 


(11.2.36) 


Zadatak 11.2.19 Dokazati (11.2.36). 


Iz (11.2.36) odmah sledi 

m = п\ — n i- (11.2.37) 

Ako rešimo (11.2.345) po n_i i zamenimo to rešenje u (11.2.37), imaćemo 

(11.2.38) 

Naš je cilj da svojstveni potprostor V(E n ) hamiltonijana dekomponujemo na svojstvene pot- 
prostore od I 2 : 

V(E n ) = ®|V|. (11.2.39) 

Zapravo, zanima nas rnanje od toga; sarno to koje se vrednosti od l pojavljuju u surni (11.2.39) 

i sa kojirri višestrukostima di (di je dužina fioka u orrnanu V|, uporediti 6.2 sa к = l). 

Postupićemo analogno kao u § 7.1.3 i §7.1.4 pri slaganju uglovnih elemenata. Izvršićemo 

dekompoziciju 

V(E n ) = ф П1 Ут- (11.2.40) 

gde su V m svojstveni potprostori od l z unutar V(E n ) (to su nanizane fioke sa istim m sa C7.1. 

Izračunaćemo dim V m , pa ćemo na osnovu formula (7.1.7)- i (7.1.9) doći do 

(11.2.41) 

U punoj analogiji sa C 7.2, skupovi tačaka na Crtežu koje povezuju kose isprekidane linije 

predstavljaju pornenute bazisne vektore koji obrazuju pojedine potprostore V m . Broj tačaka na 
takvoj liniji je, očigledno, dirrrenzija od V TO . 

Koje su rrroguće vrednosti za п\ za dato n zaključujemo iz (11.2.345). Iz iste forrnule vidimo 
i moguće vrednosti za n 0 za dato n i n, x (jer ni,n 0 ,n_i = 0, 1, 2, ...). Vrednosti rn koje odgo- 
varaju pojedinim isprekidanim linijama (potprostorima V m ) izračunavamo iz (11.2.38). Najzad, 
iz (11.2.41) sledi (brojeći tačke na susednim isprekidanim linijama) rezultat tabeliran na dnu 
Crteža. 

U opštem slučaju, tj. za proizvoljnu vrednost kvantnog broja energije n, naš konačni zaključak 
glasi: 


d t = dim V'ui—i - dim V m= i+i , V/ 


rn = (Ћц — n) + n Q 


l = n, n — 2, n — 4, 
To je (9.2.27), što srrro i hteli da dokažemo. 


0, za n parno, 

1, za n neparno. 


(11,2.42) 
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Slika 11.1: Degeneracija energija izotropnog trodimenzionalnog harmonijskog oscila- 
tora. Za n = 6 nanesene su sve tačke (2n\ — n, n 0 ) које odgovaraju dotičnoj Sksiranoj vrednosti 

od. n. Tačke predstavljaju svojstvene vektore | пјПоп :l ) iz bazisa (11.2.35) kojima odgovara 

zajednički degenerisani nivo E n = ( n + 
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B) Sad ćenio izračunati matrične elemente našeg operatora jednočestičnog tipa E M u bazisu 

i = 1 

(9.4.1) (uporediti i (11.2.4) u ovom odeljku), znači u potprostoru УЈ Лг1 4 

n {rh | (n 2 | ...{n N | Š E AiŠ I n 'i ) I «2 )•■• I n' N ) 

i Ел i > = a'! • 


l ! А г 2 ! . . . ! . 


Obeležićemo brojni faktor na desrioj strarii sa NIC i iskoristićemo relacije: Š E М = E AiŠ 


(simetričnost) i Š 2 Š = E P. Osim toga, relacija (9 


P I П] )... I n N ) =| n - 


Pl 1 /••• I П рС 


je S | rii )... | n N ) = “у Epg.s'v I r Vi )•■• I u pn ) (prešli smo sa p na p 1 , koji prelazi isti skup 


Zahvaljujući svernu torne je LS = CJ^LL i J2 P es N ( n i I n ' ?1 )-( n i I Л | п' р . ){ n N | n' pN ). 

Neka je S N > х S N > х C S N podgmpa koja se sastoji od svih permutacija koje permutuju sarno 
jedrraka stanja i rreka je S N = P' Sn{ x S n ; х ... odgovarajuće razlaganje S N na disjunktne 

podskupove koji se nazivaju susednim klasama po podgrupi. Suma ”E ,,! je po klasama, a p' je 
arbitrerni predstavnik klase (po jedan iz svake klase!), u samoj podgrupi p' je jedinični element. 

Pošto permutacije iz S N ^ х S N > х ... ”ne rade ništa” (permutuju sarno jednaka stanja), sve 
perrnutacije iz p'S N > х S N ^ х ... deluju jednako, te zbir po perrnutacijarna te klase daje isto kao 
(N' 1 \N! i l...)p' . Uzirnajući u obzir šta je C, dalje sledi: 


V NilN 2 l... 


J2Y,( n 1 1 п У- 


'pii | Ај | n'j, )...{ n N | n' p , ). 


(11.2.41 


Proučimo prvo dijagonalne matrične elemente. Brojni. faktori se potiru. Permutacije p' 
izazivaju promenu u dva jednočestična vektora, te se sabirak sa p' u (11.2.45) rnože svesti. na 
nulu. Nulu nećemo đobiti jedino ако uzmemo da je p' jedinična permutacija. Stoga LS = 
YLi( n i I Ai I r H ) = Ej Атч,гц- Ako jednobozonski bazis pišemo kao {| m)\rn = 1, 2, ...} (uporediti 

(11.2.5a)), а brojeve ponavljanja Ni,N 2 , ... pišemo kao brojeve popunjenosti z/ m , onda 


^ L n mA r 


(11.2,46 a) 


Pređimo na nedijagonalne matrične elemente. Iz (11.2.45) vidiino da u slučaju da se bra 
{n\ | . .. (n N | i ket | n [ )... | n' N ) razlikuju više nego u jednoin stanju. (s tačnošću do permutacije), 
onda je svaki sabirak u (11.2.45) nula. Prema torne, ograničimo se na slučaj da pomenuti bra 
sadrži, recimo, stanje (ггр | jedanput više nego pomenuti ket, a da ovaj, recirno, sadrži stanje | Ж 2 ) 
jedanput više nego bra. Onda nultost sabiraka možerno izbeći sarno ako E ? °P e t ograničimo na 
p' koji đovođi do podudaranja jednočestičnih braova I ketova osirn u faktoru sa А г ;. Ovaj faktor 
treba da bude (mj. | ,4 г | m 2 ) = A mim2 . Pošto | гц) =| mi), možerno postići sa г% х vrednosti od i, 


v Wll sabiraka iz ”E)=i” daju isto. Jednaki faktorijeli se potiru i ostaje LS 


/ pdL. \u— ! 

, / JltA A 

у Prn ? * 


/ IJI. ! ] /[ 5 ij— — ! 

Irnajući u vidu vE - 1 = г% 2 i п Ш1 - 1 = v' w Irnarno LS = J v Wl А Ш1Ш . 2 , i na 

V m l* m l* ’ 


LS — \/ u mi А Ш1 rn -2 • 


(11.2.466) 
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Pošto se (11.2.44a) podudara sa (11.2.46a), а (11.2.446) sa (11.2.466), Teorem T 11.2.2 je 
dokazan za N > 1. Za N = 0, imairio s jedne strane (0 | Yhmm' -Атт'а т а т' | 0) = 0, a s dmge 
strane (0 | 0 | 0) = 0, jer po fizičkom smislu aditivnosti kad irerna bozona ne deluje ništa (odgovor 
na Zadatak Z 11.2.11). 


11.2.10 Dodatak - dokaz teorema 3 


A) Opet ćemo prvo izračunati matrične elemente od (11.2.22) u bazisu brojeva popunjenosti 
(11.2.56): 


LS= 4" 


E 

m i ni2 miy 


m 2 A rri 2 a m A a m 2 (l ' m A a m! 2 | IJ l ч lJ 2 m-) 


(11.2.4i 


^ mim-2 ' 


niim^ frri/m^ 


\ 4пАп2 а ш ! 1 п Ш ! 2 I 40ri-)- 

Očigledno, LS = 0 osiin ako N = f Yh m A > 2 i N' = f Yh m 4п > 2. Dalje, iz (11.2.7) sledi 


t t 

fl П 
rn 1 rn 2 


(z/ 1 , ...v mx - 1, ..., v m2 - 1, ... I ^/v m , u , 

Yi, ■■■v mi - 2, ... | л /Umrim ~ 1), 


mi-mi, mi ф rn 2 
mi = m-2 


(®т'ј ®jji2 




у/^т'Ут\ (4 m-V’m'- 1 ’-, 4a', ~ Г ■■ |, Ц # < 


' v'> (v' 


'riri-ri' — 2 , ••• I, 


m. 


тД 


(11. 2.48a, 6) 
(11.2.48c, d) 


Vektor {vi, v 2 , ... | pominjaćemo kao ”bra”, a vektor | v\,v' 2 , ...) kao ”ket”. Naš prvi zaključak 

iz (11.2.47) i (11.2.48) glasi da je LS/ 0 samo ako N = N' , tj. ako se broj bozona u bra-u i broj 
bozona u ket-u podudaraju, jer novi bra dat sa (11.2.48а)-(11.2.48б) ima N — 2 bozona, a novi 
ket dat sa (11.2.48c)-(11.2.48d) ima N' — 2 bozona. Razne mogućosti bra-a i ket-a koje daju 
LS ф 0 podelićemo u 6 klasa i izračunaćemo levu stranu za svaku od njlh. 

a) Dijagonalni rnatrični elernenti, tj. v m = v' m , rn = 1,2,... Od četiri mogućnosti koje 
dopuštaju jednakosti (11.2.48), jasno je da nenulti doprinos daju sarno sabirci u (11.2.47) za koje 
je rrii = m 2 i m[ = m' 2 = m 1; kao i sabirci za koje je т,\ Ф m 2 , m[ Ф m' 2 , ali {m\,m 2 } = 
{rn[,m' 2 }. Prema tome, u ovom slučaju 

LS ” ) V rn (v m l)Imm,rom 4 “ У ^ bni V m2 (1 mim 2 ,m\,mi ”b \ ш\т 2 ,m- 2 ,mi) (ll- 2 . 49 (l) 


гпм т > 2 


mj ,m 2 
i , l/ m 2 A 1 


(ispod sume su naznaoeni uslovi na sabirke u zbiru). 

Sledećih 5 klasa obuhvataju nedijagonalne inatrične elemente. Naredne dve klase karakteriše 
okolnost da se brojevi popunjenosti razlikuju tačno za dve vrednosti kvantnog broja, pišemo ih 

Т 1 i Ш 2 . Za ovaj slučaj nerna više od dve rnogućnosti usled N = N'. 


v-mi ~ 

= y!_ 

m\ 

+ L 

lJ ni2 

+ 1 — 

. (ostali v m = v' m )\ 




LS = 

Ф' 


(%] 

- »ri 

) ^'тлгпг frriirm I + ^ 

j lj m\ IJ rn 2 lJ fri2 i 1J Wi 

2 1)^Ш1Ш2 

,m 2 m 2 ] + 
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'У ^ \J VrnTmi ^m-2 1/>m (^roi ,тт.2 4 “ 1 mm\ ,m2'i 


TTi 5 Um -N_ 1 

Nairne, u (11.2.47) doprinose sarno sabirci takvi da se pojavljuju aC i а, т > tj- da se i u bra-u i u 
ket-u anihilira stanje koje (jedino) ”štrči” (inače će bra i ket iz (11.2.48) dati riulu). Onda, postoje 
tri mogućnosti: da drugi kreacioni operator bude opet а> (sarrio ako je > 2 , ali brojni faktor 
v mi — 1 o tome automatski vodi računa, tj. poništava ceo sabirak ako je г% х = 1 ), da bude aE 
i, najzad, da bude nešto treće. To mora biti kompenzovano u svakoj od ovih mogućnosti istim 
anihilacionim operatorom. Srednje zagrade odgovaraju pojedinim pomenutim mogućnostima. U 
prvoj faktori odmah slede iz (11.2.47) i (11.2.48), a pošto postoje dve podmogućnosti u (11.2.47), 
, ТП^ — ТП /2 i ТП\ ТП 2 , T1l\ Tlli, imamo (V Т ^'mim,i,m 2 m,i) 2V mimi Дгог • 

U drugoj srednjoj zagradi je sve analogno, sarno što se podmogućnosti odnose na тп\ i тп^. 
U trećoj neposredno dobijamo četiri matrična elementa, ali usled simetričnosti svode se na dva 
porrmožena faktorom 2 . 

Uzirnajući u obzir pretpostavke v m — 1 = i4ni > у ш 2 — 1 = г % 2 f v m = v ' m za ostale m, gornju 
jednakost možerno napisati u sledećoj sređenoj formi: 

LS \/~Ofh V m,i y‘ ^m-2 Hniroi,raim 2 4“ \/ v mi v m 2 \j V m 2 ^'Wi\m 2 im 2 Wi 2 4“ (11.2.496) 


v m\ 1Ј т-2 


^ ^ V m (J' m,mi,mm 2 T m,mi ,m 2 m) 


m ; v m > 1 , m ф m i , m 2 


C V T t 


l/N + 2, и ш + 2 = z/U 

1 


Hn = v m ) 


LS = ~ 1)1' 


mirril ,Ш2Ш2 * 


(11.2.49c; 


Sledeće dve klase karakteriše razlika u brojevima popunjenosti tačno za tri vrednosti kvantnog 
broja, obeležavamo ih sa Ш\, тг i Т 3 . 


d) v, 


rni — 1 


* 4 , + 1 » у ш 2 = v> + 1 , г % 3 + 2 = z/U (ostaii z/„, = z+ 


'ГП ~~~~ ^т/ 


LS \J V mi V m , 2 ( и т л m,im 2 


2 ,тзтз ■ 


(2 ^ dvojka iz {\ т,\т, 2 ,тзтз T m 2 mi ,тзт,з) ^'т,1т 2 ,тзтз potiiu). 
e) %i = v' mi + 2, u m2 + 1 = v> ž , v m + 1 = z/U 


1 = г/ то , 


(11.2.49d) 




m 1 m 1 , m 2 m 3 [ 1 m 1 m 1 , m 3 m 2 .1 


= ^ Jv mi (v m - 1 )vN 2 v> 3 (I 
ili, usled simetričnosti matričnog elementa, 

LS = \jvwi, "( V m ^-V)l\jJi/^V mi toj m 


2 т,з- 


(11.2.49e 


U poslednjoj klasi brojevi popunjenosti se razlikuju tačno za četiri vrednosti kvantnog broja: 

Т 1 ,Т 2 , тз i Т 4 . 


f ) %i = 4 


ЈЛ 


ГП 2 Ш 2 


z/U, T 1, г/ Жз + 1 = г/+ 3 , г/ Ж4 + 1 = z/. 


Ш4 




\J V mi V ni2 Џјг; 3 ^тг4 (^т1Ш2,тзШ4 “1“ ^тгтг^цшзј 


(П.2.49У) 
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(razlog za faktor 2 je isto kao pod b,). 

B) Sad sledi izračunavanje matričnih elemenata našeg operatora dvočestičnog tipa V iz 
(11.2.22), koji se u pojedinim vi^ (po definiciji) svodi na Yli<j Vij za N > 2, a u i u 

[^(«)]° na nu i u Znači za N = 0, 1, Teorem T 11.2.3 je već dokazan. 

Bazisne vektore (11.2.4) pisaćemo u vidu | ), tj. koristićemo se jednobozonskim 

bazisom (11.2.5a). Pretpostavimo da u | m i) | m 2 )... | m N ) iz (11.2.4) važi mi < m 2 < ... < m N 
(iz T 9.4.1 se vidi da to rnožerno). Onda u vi A imarno: 

м 

LS = f (mim 2 ...m N | ^ Vij | m\m' 2 ...m' N ) = (11.2.5 

i<3 


N1 


\J Ni \N 2 \...\J N [ ! N ' 2 ! . 


: {mi 


N 

(m 2 | ...{m N | ^VijŠ | m[ )\m' 2 )...\ m! N ) 

i<j 


(učinili smo iste korake kao u delu B. prethodnog paragrafa). Pošto VJ = P(i < j)VnP(i < j) ^ 1 
(P(i < ј) dat je sa (10.1.53) , sarno što je tamo obeležen sa P), a P(i < j)~~ l Š = Š, kao što se 
lako vidi, imamo dalje (opet obeležavajući brojni faktor u (11.2.50) sa NIC): 


N 

LS = C TT (m„m 3 I V 12 I 4i’4 2 X m P(i<j) 3 I Чз)-{ m p(i<f)N I ™' PN ) (11.2.51) 

г<ј pes N 


(delovanje Р(г < j) na levo najeziku ketova znači delovanje Pji < j) = P ^ l (i < j), stoga imamo 
u jednobozonskim braovima m pJ<Ai , a ne na kraju smo uzeli u obzir (10.1.535), što 

daje p(i < ј) г = i, р(г < j) 2 = ј). 

Nijedan od (N — 2) faktora na kraju od (11.2.51) neće biti nula sarno ako bra (m\...m N | i 
ket | rn' l ,.:m' N ) sadrže bar (N — 2) jedrrakih jednobozonskih stanja. Ograničirno se na ovakve bra 
i ketove (rii pod A. nismo imali opštiji slučaj da je davao LS ф 0). 

Posmatrajmo u (11.2.51) jeđan sabirak u n jjf<j' ■ Pođimo od perrrrutacije p (zavisne od 
< j”) koja je takva da т р џ< p 3 = mj, .... m pJ<AN = mj^. Obeležimo sa prim permutacije 
koje u | m\ ) \ m! 2 )... | m' N ) izazivaju samo permutovanje jednakih stanja. Očigledno da ол т е 
permutacije p čine podgrupu reda N'J.NJ...., a s druge strane sve permutacije vida p'p kao sabirci 
u ”YlpesJ' daju isti sabirak. Opštija permutacija iz S N daće nulu (zbog poslednjih N — 2 faktora 
u (11.2.51)) osirn ako su ф m!p , a p je transpozicija prvog i drugog bozona. Stoga 


ј\Т > ! M> I JP ' 

LS = 4 / Ш 1 I Vl2 I f 4x ’ ГП к )’ 


NJNJ... 


K.J 


(11.2.52) 


gde zbir r 'Y' I J sadrži samo jediničnu permutaciju ako mj = mj, a sadrži pored jedinične i 

pomenutu transpozieiju ргл -og i drugog bozona ako mj ф mj. 

a) Dijagonalni matrični elementi. Pošto je sad Ni = N[ itd., prva dva faktora u (11.2.52) se 
potiru. ”£?</ prelazi sve različite parove bozona u | ) | m 2 )... | m N ). Posmatrajmo posebno 

пц = mj. Obeležimo sa v m višestrukost stanja | m) u | m i) | m 2 )... | m N ). Onda se m< = m.j za 
svaki rn za koji v m > 2 može postići ria t!ni(i|i.zl) na čina (broj različitih parova od v m objekata) 
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i toliko puta dobijamo matrični element V rnnhmm . Što se tiče пц ф rrij, to postižemo sabircima 
iz za koje nii = m,\ Ф m,j = m 2 i z/ TOl > l,z/ TO2 > 1. Zbog mi < ... < шдг stoga sledi, 

uračunavajući i prethodni sabirak: 


LS 


> то (> то l) 


тгцн т > 2 


mm,mm “I” ^ ^ 

m i < m 2 ; u m x > 1 , г/ т 2 > 1 




ffll'ffl 2 ,ffll ,Ш 2 


■+ V 




) 


(11.2.53a) 

(poslednji sabirak potiče od permutacije u ” Ep” u (11.2.52) koja transponuje prvi i drugi bozon). 
Lako je videti da zbog simetričnosti operatora interakcije Vj 2 , imamo V mi m2 , mim2 = V, 
itd. Zahvaljujući tome zbir ”)C TOl < TO2 
rneđusobno jednaki. 


m 2ffli ,ffl2ffli 


b) z/ TOl — 1 = n4r, , г4т„ — 1 = ia 


ffll’ ffl2 


m 2 


iz (11.2.53a) i zbir ”|E TOl!TO2 ; TOl ^ TO2 ” iz (H-2.49a) su 

u' m ). Iz poslednjeg sledi da se svi faktorijeli u 


+7 


(11.2.52) skraćuju osirn za ггц i m 2 , što ih svodi na: 


h/L. »ia-t- f 
m l * m 2 ° 


Stoga sledi 

ni 


L 5 


i X 

{ [ Е+>1 {Ут\ 1) (T'ffliffli ,ffl 2 ffli + 

?Z TOl ^ 


' ТО 1 TO 2 , TO 1 TO 2 , 


[> TOl > ТО2 1 ТО 1 ТО2 , ТО2ТО2 . 




ТО х 


> ТО ( 1' ТО х ТО , ТО 2 ТО 4” I' mirn,,mrn,‘i ) . } 


Ш]Рт >0 -,тфт\ ,m 2 


Naime, mogućnosti = то 7 - = Тох doprinosi toliko sabiraka iz ”Е(<-/” 11 (И-2.52) koliko ima 
različitih parova čestica među v mi jednakih jednobozonskih stanja | rni ) u | toi ) | то 2 )... | тодт ). 

Тај broj је | v Wn (p mi — 1)- Dva matrična elementa u prvoj srednjoj zagradi potiču ocl 
dva sabirka u ”Ep” u (П-2.52). Sto se tiče druge srednje zagrade, uzimamo slučaj da je 
пц = toi i rrij = то 2 i pretpostavljsmo da je mi < то 2 . (Ako je то 2 < mi dobija se ana- 
logrm v m2 Vfnj V m9 yni ,m 2 m 2 г §1° Ј е zbog sirnetričnostl matričnog elementa jednako izrazu u drugoj 
srednjoj zagradi.) Doprinose v mi v m2 sabiraka iz ” E)</>” a ” Ep” sadrži samo jediničnu permu- 
taciju. (Transpoziciju prve i druge čestice srno već uzeli u obzir rneđu perrnutacijanra jednakih 
stanja kada srno izveli (11.2.52).) Treću srednju zagradu dobijarno tako što uzimamo ггц = Ш\, 
rrij = m ф toi,to 2 i pretpostavlj amo toi < то (za то < toi dobijamo isto nakon korišćenja 
simetričnosti matričnih elemenata). Iz ” Е/</>” doprinose v mi v m članova, a ”E»” sadrži pored 


jedinične permutacije I transpoziciju prve dve čestice. 


Uzimanjem u obzir pretpostavke јц 


m i 


l 


V'mv l/ m 2 


1 


+712 1 +7 


v' za ostale m, kao i 


sirnetričnost matričnih elernenata, gornju jednakost možerno da prepišemo u sledećern vidu: 


' ffllffl 2 ,ffl 2 ffl 2 


c њ 


ffll 


LS = '^/%| +7^ ^ Ll) m,j ,Т1Т2 + + + 7 T 1 ' !J m 2 \jvm2 ^ 

,rnffl2 + ,Т2 m ) • 

z/ m = Stoga (11.2.52) daje 
лг 


(11.2.535) 




> TOl + 2, i/ TO2 + 2 


^ ^ r TOTOl ,tnm,2 

т;и ш > 1 .ffl/rni ,7772 


14) 


m 2 


LN 


+ (/+ 

ffli m 2 V m 2 


i> TO2 


> TOl (> TOl “ l)vNlu'l.. 


ni\ , m.j = TOi | V12 | m 2 ,m 2 ). 


K.J 
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Kad skratimo što je jednako i uzrnemo u obzir da u ”4%?” đoprinose onoliko sabiraka koliko 


IvL. ( ijL. —1) . 

ima različitih parova jednobozonskih stanja | Жј ), dolazimo do LS = \l NNN 2 тт I fa, (% 


l)\ 


m\m\ ,ТО2ТО2 ? 


ili konačno 


LS ~~~~ 2 у v m 1 ( v m 1 Ј- ) % 2 ( ^ 1 » 


ffil ,ffi2'ffi2 * 


,( m 1) 2 t " l i \' mi 


(11.2.53c: 


d) %! 
sledi: L5' 


г 4х + *% 2 = 4 2 


: + 1, % 3 + 2 = i+j , v m = 4 za ostale m. Onda iz (11.2.52) 


4- ? ijL— ! ijL... ( ijL- I ) i/fpr !... 

rrij rn‘2 m 3 x m.‘\ ■> m 3 


= ГП 1 ,ГПЈ = rri 2 | Цј \ гт А , т 3 ) (pretpostavili smo 

, is 7 ^ ^ * TTt ^ 

Т 1 < Т 2 , obratna pretpostavka bi dovela do istog zbog simetričnosti matričnog elementa). Dalje, 


^ / ijL-' ( --1) ^ 

j ^, 3 % ^гуг 2 ^тјт2;тзтз s ilij najzad, 


+‘5* -— \J Vrm Un-2 % 3 (% 3 Čkraira 2 ,тз®з ' 


(11.2.53d) 


e) ?/ Ж1 = nO + 2, r% 2 + 1 = i+j 2 , i% 3 + 1 = п+ 3 za ostale m v m = v' m - Jednakost (11.2.52) 
povlaei, analogno kao u prethodnom slučaju, 


LS 


%2 1/ тз 


%i (%i 1) 


т г = т \ , rrij = тп\ | V 12 | т 2ђ ш 3 ) 


i<j р 


ili, najzad, 


z/k_ г/к_ 1 

m 2^m 3 к- __ iui/: _+_ I/ 

, ^ffil \ £ rn 1 - L / l v ffiiffii,ffi2ffi 3 “ r 


%i (%i 1)2 


rnimi ,ТПзТП2 


)> 


= \j v m\{yrfi\ ~ 1 ) %n 2 Опз rairai ,го 2 гоз • (11.2.бЗе) 

f) 0% = 4i + 1> %2 = 4 2 + 1> + 1 = 4 3 > ^™4 + 1 = 4 4 ; za os t a i e m > = 4- 

(11.2.52) onda ima za posledicu L6 1 = 


^ Ei<? El( m i> m 2 | Ki 2 I m 3 , m 4 ) (pretpostavljamo 


шх < m 2 ). Dalje, L5 


4... 4- 

m 3 ГП 4 

f'mi 


JZffil i+ m2 (kj 


+ к 


ffilffi2,ffi 3 ffi4 1 y ffiiffi2,ffi4ffi 3 


Г 3 ), što rra kraju daje 


LS у %i %2%з % 4 (ImiTOž.rosroi + I rni'/ 


ТП2.ТП4ТПЗ J 


(11.2.53 i) 


Usled podudaranja odgovarajućih jednakosti (11.2.49) i (11.2.53), Teorem T 11.2.3 je dokazan. 



Glava 12 


OSNOVNI POJMOVI TEORIJE 
RASEJANJA 

12.1 Osnovi teorije elastičnog rasejanja 

Jedno od najvažnijih merenja u kvantnoj fizici sastoji se u rasejanju snopa čestica (ili fotona) na 
određenoj rneti. Raspored rasejanih čestica po prostornirn uglovima izražava se tzv. diferenci- 
jalnim presekom. U tzv. stanju rasejanja (to je u stvari stacionarno dvočestično stanje upadne 
čestice i čestice u meti) najvažniji entitet je tzv. amplituda rasejanja, koja se izvodi iz asimp- 
totske forrne rešenja zakona kretanja, a iz nje se neposredno izračunava diferencijalni presek. 
Izložićemo osnovne ideje dva najvažnija metoda računanja amplitude rasejanja: tzv. Bom-ovu 
aproksimaciju i metod pareijalnih talasa. U prvom se radi o perturbacionom redu po malom 
potencijalu, a u drugom o redu po svojstvenim stanjima 1. Prodiskutovaćemo i slučaj identičnih 
čestica. 

12.1.1 Diferencijalni presek 

Pretpostavimo da imamo jedan prostorni ansambl kvantnih sistema u stanju mirovanja u la- 
boratorijskom koordinatnom sistemu. Takav ansambl naziva se metom (može se sastojati od 
molekula, ili od atoma, ili od jezgara, ili od elementamih čestica). Osim toga, pretpostavimo da 
imamo upadni snop čestica ili fotona usmeren na metu. To je u stvari jedan prostorno-vremenski 
ansambl. Upadne čestice se sudaraju sa česticama u meti i nakon toga iste (ili druge čestice) 
se razleću po svim smerovima. Zamišljamo da je meta toliko rnala da je sva u koordinatnom 
početku laboratorijskog sistema; 2 -osa da je u pravcu upadnog snopa; a srner izlazne čestice 
određujerno sfernim polarnim uglovirna 9 i cp kao na Crtežu C 12.1. 

Početni uslov pored mete u stanju mirovanja u O na Crtežu C 12.1 obuhvata i upadni snop 
u korne čestice obično imaju približno oštru vrednost kinetičke energije, ali ne i oštru vrednost 
vektora impulsa. Naime. snop mora biti kolimiran (К je kolimator na Crtežu C 12.1) dovoljno 
usko da bi čestice pogađale metu i da ne bi mogle bez sudara da doprinose detekciji pod uglovima 
9 > 0, p. Doprinos upađnih čestica koje nisu pretrpele sudar uglu 9 = 0 se eksperimentalno rre 
rnože izbeći. Zato se ova vrednost gustine i ne dobija direktrrim merenjern rrego ekstrapolacijom 
iz rrrerenih vrednosti za 9 > 0. 
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Slika 12.1: Shema rasejanja. K je kolimator, O je meta (u koordinatnom početku), D detektor. 


Pod izloženim početnim uslovom u rasejanju se mere opservable 0 i ф, zapravo gustina raspo- 

reda izlaznih čestica po neprekidnim spektrima [0, тг] od в i [0, 27г) od ф (eventualno istovremeno 
sa još nekim opservablama). 

Važno je da se uoči da su snop i rneta ansarnbli (a ne nadsistemi kao na priiner što je rneta 
monokristal u poznatom eksperirnentu Davisson-a i Germer-a). Pojedine čestice snopa (u korne 
one po pretpostavci ne irrteraguju) suđaraju se sa pojedinim sistemirna u irreti i rrri posrnatrarno 
posledice tih pojedinačrrih sudara (ansarnbli, kao i obično, služe sarno za intenzifikaciju efekata). 
Drugim rečima, pojedini sudari su nekoherentni. Za to je potrebno da je de Broglie-jeva talasna 
dužina upadnih čestica mala u poređenju sa rastojanjima među kvantnim sistemima u meti. 
Važno je i to da se upadne čestice ne sudaraju dva ili više puta sa sistemima u meti. Zato meta 
mora biti dovoljno tanka. 

Upadrra čestica je po pretpostavci mnogo lakša od sisterna u rneti. Nakon sudara i sistern 
rnete pretrpi odbijarrje 1211 , ali rrjegov doseg je rnali i ovo odbijmrje nije pogodno za rnerenje. 

Pri sudaru upadne čestice sa kvantnim sistemom u meti najdrastičnije što može da se đesi 
je zahvat čestice sa eventualnom naknadnom emisijom jedne ili više čestica (kao u nuklearnim 
reakcijama i u procesima elementarnih čestica; u zahvatu џ~ miona na upražnjenu elektronsku 
orbitu u atornskorn omotaču itd.). Ovakav sudar ne spada u rasejanje. Pri msejanju izlazna 
čestica (po defmiciji) rrrora biti jednaka upadrroj čestici. 

Pri sudaru u rasejanju kinetička energija izlazne čestice može biti različita od kinetičke energije 
upadne čestice. U ovakvom slučaju obično se deo kinetičke energije čestice prenosi na kvantni 
sistem u nieti, koji prelazi u pobuđeno stanje. Ali moguće je i obratno, da je sistem bio u 
pobuđenom stanju, pa da se đeekscitira prenosom (transfemm) energije na rasejanu česticu. Ove 
vrste sudara sa razmenom energije nazivaju se neelastičnim sudarima. Saznaćemo nešto više o 
njirna u sledećeirr odeljku. 

Kaže se da se desio elastičan sudar kada se kinetička energija upadrre čestice ne irierija pri 

sudaru. Upoznavanju osnova teorije elastičnih sudara posvećen je ovaj odeljak. 

Postavlja se pitanje kako ćenio precizno, kvantitativno izraziti pomenutu gustinu verovatnoće 
da se izlazna čestica detektuje pod uglovirrra в, <p (s obzirom cla se radi o fenomerru koji je proces, 
dešavarrje, a ne sarno trenutrro rnerenje). 

12 ,L 1 E n gl e ski : recoil, čitati: rikojl. 
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Obeležimo sa cl п(в, ф) broj izlaznih čestica koje padaju u infinitezimalni prostorni ugao dQ 
oko uglova. в, <p u jedinici vremena, sa j fluks upađnog snopa (tj. broj čestica koje upadnu na 
jedinicu površine u ху ravni oko koordinatnog početka na Crtežu C 12.1 i to u jedinici vremena), 
a sa N broj kvantnih sistema (tzv. centara rasejanja) u rneti. Oncla 

( 12 . 1 . 1 ) 

kao što neposređno sledi iz pretpostavke da se sudari clešavaju pojedinačno. 

Faktor srazrnernosti а е (в,ср) jednak je , tj. prostornoj gustini fluksa izlaznih čestica 

oko в, cp ako su ulazni fluks i broj sisterna u rneti jednaki jeđinici: j = 1, N = 1 . Veličirra 
<Ј е (в, <p) naziva se diferencijalni presek (ili diferencijalni efikasni presek) elastičnog rasejanja 12-1 ' 2 . 
Ova veličina zavisi od prirode kvantnog sistema u meti i upadne čestice. 

U najvećem broju slučajeva interakcija ima sfernu simetriju, a eksperimentalni uređaj, pa 
prema tome i ceo problem samo aksijalnu (oko г -ose). U o\ 7 akvom slučaju pogodno je odmah 
preći na diferencijalni presek а е (в): 

p2lT 

а е (в) = / <Џа е (в, p>) = 2тта е (в,<ро), <p 0 = 0 . ( 12 . 1 . 2 ) 

Jo 

Jasno, а е (в) sin в Ав je broj elastično rasejanih čestica (pri j = 1, N = 1) u infinitezirnalni konični 
sloj oko в. 

Takozvani totalni presek elastičnog rasejanja <т е je 


dn(0, <p) = jNa e (d, <p) dO 


(12.1.3) 

i iskazuje koliko se upadnih čestica ukupno rasejalo elastično (računato na jedinični upadni fluks 
i jedinični broj sistema) . 

Zadatak 12.1.1 Pokazati da preseci а е (в, <p), a e (в) i a e imaju dimenziju površine (prostorni ugao dO je bezdi- 
rnenzion, tj. dat u steradijanirna) 

U nuklearnoj fizici je uobičajena jedinica preseka tzv. barn, koji iznosi 10“ 24 crn 2 . 

12.1.2 *Koordinatni sistem centra masa i laboratorije 

Ako su kvantni sistemi u nreti rnnogo teži ocl upadnih čestica, onda svaki od njih možerrm 
srnatrati beskonačno teškirn centrom rasejanja. U ovoj aproksimaciji laboratorijski referentni 
sistem (skraćeno: L) je sasvim pogodan za proučavanje preseka elastičnog rasejanja. Onda se 
а е (в,р), а е (в) i <7 e definišu u L sistemu. 

Međutim, ako centar rasejanja nije ninogo teži od upadne čestice, onda poinenuta apmksi- 

macija može biti loša. Pošto je sudar dvočestični fenomen, možemo sprovesti tačan postupak (tj. 
bez aproksimacije) ako pređemo na efektivne čestice (iz odeljka §4.5). Do sudara dolazi usled 

uzajamne interakcije upadne čestice i sisterna u rneti, stoga efektivna čestica CM (centar rnasa 
ili težište) ne oseća suclar, već sanio RC (relativna čestica). 


a e '= ff sin в Ав J Q 2?r d<p а е (в, <p) 


12,L2 E n gl e ski : differential cross section of elastic scattering, čitati: diferenšl kros sekšn of ilestik sketering. 
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Ispostavlja se da je pogodnije urnesto prelaska sa pravih čestica na efektivne preći na nov 
koordinatni sistem koji se zamišlja da je čvrsto vezan za težište, a i dalje posmatrati prave čestice. 
Izostavljajući indeks e (ioriako u ovorn odeljku proučavamo samo elastično rasejanje) onda imamo 
сгсм(0, <p), (?см(@) i <7см pored <r L (0, <p), (Jl(0) i a L . Postavlja se pitanje kako preći sa jednih na 

druge. 

Prvo moramo videti kako su povezani uglovi $см, v?cm sa 6 L , <p L . Pošto se težište kreće duž 
z- ose, <p L = <рсм- Veza između всм i 0 L je složenija. 



Slika 12.2: Geometrija rasejanja. Prikazani su vektori brzina dve čestice pre i posle smlara 
(a) u laboratorijskom (v lt i v 2L , odnosno v\ L i v' 2L ) i (b) sistemu centra masa. 

Ako sa R i V == obeležimo radijus vektor i vektor brzine centra masa, onda za radijus 
vektore prve čestice u CM i L sistemu posle sudara imamo rj + R = r im što daje 

vj + V = v( L . (12.1.4) 

Projektujući (12.1.4) na 2 -osu i na rct/-ravan, sa Crteža C 12.2 dobijamo 

v( cos ^см + V = v( L cos 0 L , v( sin 0 С м = v( L sin 0 L , (12.1.5+6) 

gde su v( itd. irrtenziteti odgovarajućih brzina. Iskoristili srno i činjenicu da je V duž 2 -ose, 

nairne (m\ + rn 2 ) R = mir 1L + rn 2 r 2L i v 2L = 0 daju 

V = V] f. — — — , (12.1.6a) 

def vi г 

a z 0 = 
u VlL 

Vektorska jednakost (12.1.6a) povlači skalarnu 

V = v VL — — — . (12.1.66) 

' ' rih + rn 2 

Zamenićemo (12.1.66) u (12.1.5a) i zatim ćemo podeliti (12.1.56) sa (12.1.5a): 

tg 0 L = v( sin Ocm(v( cos Ocm + v il + — )• (12.1.7) 

rni+m 2 

Da bismo se u (12.1.7) oslobodili modula brzina, iskoristićemo održanje impulsa i kinetičke 

errergije u CM sistemu. 


Zadatok 12 . 1.2 Pokazati cla je u CM sistemu ukupni impuls jednak nuli (i pre i posle sudara). 
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Lema 12 . 1.1 Pri elastičnom sudaru se u sistemu centra rnasa пе rnenja intenzitet brzine ni 
prve ni druge čestice. 


0 = niiv'i + гп 2 У -2 sledi v 2 


m i 


Ш2 ч, v 2 = Kad to zamenimo u 

-’ 2 1 1 —' 2 - |mivi 2 + |m 2 vf , sleđi |mivf + |m 2 (^) 2 vf = |m]vf + |m 2 (^) 2 v f, tj. t>i = ef 


Dokaz: Iz miVi + m 2 v 2 

2 m.;ivf + |tn 2 vf - 2 , 

Simetričnim rezonovanjem sledi a 2 = г ? 2 * 0* E. D. 

Lerna L 12.1.1 korelira г/ : sa г; г . Radi uprošćenja (12.1.7) treba još da relirarno vi sa Iz 
Г]_ см = riL - R sledi Vi = v tL 


V, što uz pornoć (12.1.6a) dovodi do 
ГП-2 


Vi = ViL 


rn 1 4- m 2 ’ 


ili. usled iskaza Leme L 12.1.1, 


v 


1 = Vi = v 1L - 


ГПо 


(12.1.8a) 


(12.1.86) 


rn i + m -2 

Ako brojilac I imenilac na desnoj strani od (12.1.7) podelimo sa v\ i iskoristimo (12.1.86), 
onda konačno stižemo do rezultata: 


tg 0 L 


Sin вд M 

COS всм + — “ 

7712 


(12.1.9) 


U specijalnom slučaju jednakih masa m 2 = m i, iz (12.1.9), korišćenjem poznate trigonome- 


trijske relacije tg 


sm a 

1+cos a 


, sledi 


7 см 


( 12 . 1 . 10 ) 


Formula (12.1.10) sadrži očiglednu implikaciju da za 0 < всм < гг, imamo 0 < 6R < 
laboratorijskom sistemu nema rasejanja pod tupim uglom 6R. 


Ћ- II 
2 ' 


Zadatak 12.1.3 a) Pokazati da u slučaju m\ > m 2 imamo tg 0l < j , što znači da 9 L ne dostiže vrednost 

m 2 

f, nego samo neki oštar ugao 6“ ах . 

b) Pokazati da u slučaju m\ < m 2 postoji jedan tupi ugao бсм takav da je odgovarajući 9l jednak f; a kada 
всш — 1 7г — 0, odgovarajući 9 l ~+ тг - 0 takođe. Drugim rečima, imamo 0 < $см < 7г i 0 < 6 l < гг. 


Sad možemo da se vratimo našem prvobitnom zadatku reliranja <Jl( 9, <p) i <Јсм(0, +)• 
Pogledajmo u formuli (12.1.1) šta je invarijantno, a šta zavisi od koordinatnog sistema. Infi- 

nitezimalni prostomi ugao dO je u stvari jedan te isti, sarrio je đrugačija frmkcija od всм, Асм, 
a drugačija od 6 L , <p L . Takođe je broj rasejanih čestica u dO u jedinici vremena, d n, jedan te 
isti u svim koordinatnim sistemima. Isto važi za N i j. Fluks j je invarijanta, jer je u stvari 
definisan u ođnosu na inetu (bez obzira iz kog referentnog sistema se posmatra sudar). Prema 
tonie, ( 12 . 1 . 1 ) daje 

<Jh(0 L , Tl) đOj, = <7см(0см, Асм) dOcM- (12.1.11) 

Znači, problem se svodi na povezivanje đO L i dficM- 

Lema 12.1.2 Relacija (12.1.9) dovodi do sledeće veze: 


dO l *== sin 6 L d 9l dpL 


1 + S - cos 6*см 


1 + 2+f cos0cm + ~ 


2 

sin всм d^cM d<pcM 


1 + + COs6> CM 

1 + 2^ cos всм + 


2 


dOcM • 


(12.1.12) 
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Dokaz: Diferenciranje formule (12.1.9) daje 

,2 Л ..„ ло 2 „ (cos0cm + ^) 2 


po COS 2 0L- cos 2 Ol = TT+'^l Ћ ГТтитто 

^ 1+2^ cos 0см + (^г) л 

najzad, daju (12.1.12). Q. E. D. 


i po sin Ol 


1 Т7ГТ cos #см 

(cos'^CM + lf)^ 
sin всм. 


у/ ! +2 777’d’ cos ^СМ + ( ”~ ) 2 

Zamenom dOp. iz (12.1.12) u (12.1.11) sledi konačni rezultat: 


d0cM5 s druge strane (12.1.9) se da rešiti 
. Ove tri jednakosti i đtpL = d^cM? 


( 1 2 COS 0Q м ”i 'Т ) 2 

\(Jl(0lMl) = ^пгш^ 2 - 

m 2 


(12.1.13) 


Iz (12.1.2) se vidi da se i стрв) dobija kao proizvod iste funkcije u velikoj zagradi u (12.1.13) i 

<Усм(в). 


Zadatak 12.1.4 Iskoristiti (12.1.13) i Zadatak Z 12.1.3 i pokazati da za rrti < m 2 važi: 


a L = cr CM |. 


(12.1.14) 


Dati fizičku interpretaciju ovog rezultata za totalni preselt. 

Napomenimo da (12.1.14) sledi i za preostala dva slučaja ггц = m 2 i m i > m 2 , sarno onđa 

morarno za в г > f , odnosno za в т > /9™ ах (uporediti Zadatak Z 12.1.3a)) staviti о>(+) == 0. 

Zadatak 12.1.5 Ukupna kinetička energija dve čestice u laboratorijskom sistemu, E U (L), i u sistemu CM, 
£ tt (CM), nisu jednake. U odeljku §4.5 srno videli da je u proizvoljnom koordinatnorn sistemu ukupria kinetička 
energija dve čestice jednaka zbiru kinetičke energije relativne čestice, E R q, i kinetičke energije centra mase, Есм- 
Pokazati da je: a) £f RC ista u svakom referentnom sistemu; b) E u ( CM) = J£ RC ; c) E U (L) = k„(CM) = 
Ecu(L). 


12.1.3 Amplituda rasejanja 

Ođsad ćeino razmatrati sarno presek u sistemu CM i nećemo to više isticati indeksom. 

Postavlja se pitanje kako а(в, ф) relirati sa kvaiitno-mehaničkim zakonom kretanja. Pođimo 
od samog zakona kretanja i pronađimo njegov pogodan vid. 


Lema 12.1.3 Klasična Hamiltonova funkcija čestice mase m i potencijalne energije F(r) rnože 
da se napiše u vidu 

H=£e + D— + V( r), (12.1.15a) 

2rn 2mr 2 

gde je 

p r = f - • p (12.1.156) 

r 

tzv. radijalna komponenta impulsa. 

Dokaz : Uobičajeni vid dotične Harniltonove funkcije glasi H = ^ + U(r). U svakoj tački prostora razlažerno 

p na radijalnu komponentu p r , duž orta vektora r, i na tangeneijalnu komponentu pt , koja po definiciji, leži u 

2 1 2 2 

ravni normalnoj na U Zbog ortogonalnosti p r ™ i pt irnarno = |~^ + jjp . A p| = (p sin a) 2 = (™ х p) 2 , gde je 

p d = |p|, a = f Z(r, p). Stoga je p| = li i dolazimo do (12.1.15a). Q. E. D. 

Ako neposredno primenimo postupak kvantizacije na (12.1.156), dobićemo operator р т = 

fePu C 2 (v). Očigledno, p r = ~гћ+ ?=хљг cos+^ = = -гћ+, Д, = Z(r,q 0 ). 

Međutim, ovaj operator nije hermitski i moramo ga odbaciti. 
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Zadatak 12.1.6 Pokazati cla nije hermitsld operator u £ 2 (r). 

Analogno, ni kvantizacija varijable p - - ne đovođi do herrnitskog operatora. Ali zato varijabla 
- (” • p + p • “) daje kvantizacijom hermitski operator 

pr = + -). ( 12 . 1 . 16 ) 

or r 


Zadatak 12.1.7 Dokazati ovaj iskaz. 

Kvantizacijom (12.1.15a) dobijamo sledeći vid hamiltonijana jedne čestice u £ 2 (r): 

(12.1.17 

Treba da ustanovimo relevantnost rezultata (12.1.17) za teoriju rasejanja. Ako radiino u 
apsoksimaciji beskonačno teških centara rasejanja (onda se CM sistein podudara sa L sistemorn), 
neka se onda (12.1.17) odnosi na prvu česticu, a V(r) neka potiče od druge čestice. Ako radirno 

egzaktno, neka se (12.1.17) odnosi na relativnu česticu u CM sistemu (i m = ) • 

Detektor koji meri d п(в,(р) (uporediti (12.1.1) i Crtež C 12.1) nalazi se u tzv. asimptotskom 
regionu, tj. toliko uđaljen od rnete (i koordinatnog početka) cla se V(v) više ne ”oseća” 12-1 * 3 , a i 

član т “2 se rnože zanemariti. Onda se (12.1.17) svodi na 

H = ^-, v — у oo. (12.1.18) 

2 m ' 

Zrrači, treba naći rešenje svojstvenog problema operatora p r , koji deluje u radijalnom faktor 

prostoru C 2 (r). 

Uopšteni svojstveni vektori operatora p r glase — oo < k < +oo. 


H 


Pr ^ 12 

2 rn 2 mr 2 


+ F(r). 


Zadatak 12.1.8 Dokazati ovaj iskaz. 


Vektor stanja se fizički interpretira kao izlazni sferni talas za k > 0, a kao ulazni sferni 

talas za k < 0 (ali to su sferni talasi sarno u asimptotskom regionu, za razliku od sfernih talasa 
u celom prostoru koje smo proučavali u § 6.6.5). 

Rasejanje je stacionaran proces. Opisuje ga stacionamo rešenje koje je svojstveni vektor 
hamiltonijana (12.1.17), tj. rešenje u vidu pj(r, 9, ф) e~% Et , gde je E energija relativne čestice. 
Talasna funkcija ф(г, 9, ф), tzv. stanje rasejanja, mora cla zadovoljava i sledeći granični uslov. u 
asimptotskom regionu mora da se ponaša na sledeći način: 

ф = e* kr + f(9, џ>) , r -+ oo, (12.1.19) 

i2.i.3Da se Т /Г ( г ) ne bi ”osećao” u nekom udaljenom regionu neophodno je da opada brže nego V Stoga se dalje 
rezonovanje u tekstu ne odnosi na slučaj Coulornb-ove interakcije. Rasejanje u Coulomb-ovom polju se proučava 
posebno. Videti, na prirner Teorijska fizika i struktura materije, dmgi deo, Ivan Supek, treće izdanje, Zagreb, 
1964, glava VI, odeljci 9, 10 i 11. 
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gde je k = |k| = ч/2 ™ Е . Funkcija f{9, <p) naziva se amplitudom rasejanja. 

Prvi sabirak u (12.1.19) opisuje ulazni snop čestica. a drugi rasejani snop. Ukupno stanje je 
superpozicija ’ . 

Као što srno rekli, detektor rasejanih čestica se nalazi u asimptotskom regionu, što znači da 
dn ^’^ , fluks u dO od jednog centra rasejanja, možemo izračunati iz asimptotske forme (12.1.19) 
stanja rasejanja. Pri torne ulazni talas ne doprinosi ni direktno ni preko interference sa izlaznim 
sfernim talasom. 


/ def I 
t)V 0 ; (V = |V 


Kao što je poznato, u hidrodinamici se fiuks tečnosti koja struji konstantnom brzinom v = 
kroz površinu normalnu na v 0 izračunava kao količina tečnosti sadržana u cilindru 
čija je osnova jedinične površine a dužina jednaka v, dakle zapremine v. Po tom modelu se 
izračunava i svaki đrugi fluks, pa i naš fluks verovatnoće izlazne čestice u tački r kroz površinu 
normalnu na r. Izlazna čestica u r ima moduo impulsa ћк (kao i upadna čestica), a brzinu 12 ' 1 ' 6 
ћк I t(a ,„\е гкг \ 2 _ I ./ (ff Ф) 


Gustina nalaženja izlazne čestice oko r je \f{9, <p) ! 


Pretpostavljajući da 


je gustina konstantna u volumenu pomenutog cilindra. dobijamo verovatnoću nalaženja (i fluks 

ifl 2 

verovatnoće) Pošto infinitezimalnom prostornom uglu dfl odgovara ne jedinična površina, 


vec r 


2 dfi, 


imarno 


dn{e,<p) , v | f | 


N 


( LiJ ) df^ = v\f{9, ‘-p)i dfl- 


(12.1.20 a) 


S druge strane, definiciona jednakost preseka (12.1.1) daje 


d n{6, <p) 
N 


va{9, <p) dfž, 


(12.1.206) 


jer je gustina nalaženja ulazne čestice 1, a brzina opet v = —, te je j = v. Iz (12.1.20a) i 
(12.1.206) sleđi: 


( 12 . 1 . 21 ) 


Dakle, za teorijsko izračunavanje preseka dovoljno je izračunati amplitudu rasejanja, koja 

karakteriše stanje rasejanja u asimptotskom regioriu. 


°{в, V) = i f{0,4>) 


Zadatak 12.1.9 Zašto norma stanja rasejanja ne utiče na rezultat (12.1.21) ? 


i2- L4 0tv 0r na kolimatoru na Crtežu C 12.1 je dovoljno velik da se ne opažaju difrakcioni efekti ulaznog snopa i 
da se sredina snopa može približno opisati ravnim talasom (videti sledeću fusnotu). S druge strane, isti otvor je 
dovoljno maii da u detektor uopšte ne dospevaju ulazne čestice koje nisu pretrpele sudar. 

12 - :L '°Cesto se ulazni snop opisuje preciznije kao taiasni paket, tj. stanje koje irna određenu distribuciju po vred- 
nostima vektora irnpulsa oko k = &zq . Videti, na prirner, E. Merzbacher, Quantum Mechanics , Second Edition, 
J. Wiley, N. Y., 1970, glava 11, paragraf 2. 

i2 ' L6 Detekcija izlazne čestice je jedno složeno selektivno rnerenje u korne se istovremeno ustanovljava da je čestica 
u asimptotskom regionu, da je u dO, a možda čak i da je E = ( . Iz (12.1.19) je očigledno da je p 2 = p 2 + 1 U 
asirnptotskorn regionu, zbog elastičnog rasejanja, p 2 « p 2 « ћ 2 к 2 , gde je k talasni broj ulazne čestice. Detekcija, 
kao i svako merenje, svodi se na kraju na klasične varijable i zato sa rnodula impulsa ћк rnožemo preći na klasičnu 
brzinu v = — . 
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Tako da iz (12.1.26) sleđi integralna jeđnakost za talasnu funkciju rasejanja ф: 


+( r ) = e ’ k r - I dr. 


r — r 


(12.1.28) 


U stvari, partikularno rešenje ф р iz (12.1.26) je drugi sabirak, cela desna strana se dobija iz opšteg 
rešenja (to je partikularno rešenje plus opšte rešenje homogene jednačine) tako da se zadovolji 
granični uslov (12.1.19). 


12.1.5 *Born-ova aproksimacija 

Pretpostavimo da je polje V(r) slabo, tj. da je U( r ; ) = ^U(r') u (12.1.28) malo. Onđa se 
(12.1.28) može uspešno rešavati iteracionom metodom. U prvoj iteraciji na desnoj strani od 
(12.1.28) zamenjujemo ф(т') sa е гк ’ г ' i tako dobijamo 

Ф(т) = e lk ’ r - [ - ~V (r') е гк ' г ' dr'. (12.1.29) 

2ттћ 1 2 / r — r 


Da bismo izračunali amplitudu rasejanja, moramo preći na asimptotski vid od ф. Pretpo- 
stavićemo da je V(r') u (12.1.29) kratkog dosega, tj. da postaje zanemarljivo rnalo za veće 

r' == | r' | . Stoga gde je r == |r|, rnožemo smatrati rnalorn veličinom u asimptotskom regionu, 
tj. za г>1. Razvićemo |r — r'| i posebno |r — r'| _1 u red po j zaključno sa članom prvog reda 
po malosti. 

Poslužićerno se formulama 1219 : 


(12.1.30) 

U našern slueaju |r — r'| = л/г 2 — 2r • r' + r' 2 = гл /S, odnosno |r — r'| _1 = (r 0 == = 

r o '= p-)- Prema tome. 


г(1 - r 0 • r' 0 -), 


„/i-i 


1 v f 

-(1 + r 0 ' r o “)- 


(12.1.31) 


U drugoj relaciji u (12.1.31) rnožerno zanemariti drugi sabirak. Orida (12.1.31) daju: 


гк\г — r'| ikr 

_ ~ „-гЛго-г'^ 

I /I ^ ^ 

37* јГ " 

Tako se (12.1.29) u asimptotskom regionu svodi na 


(12.1.32) 


p(r) 


е гк ’ г + 


rn 


е гк{хо-т 0 ).т>у^ dr , 


„ гкг 


T — > OG, 


(12.1.33) 


1 2 ‘1'®Бр 0ншта ј н , Семендјајев, Справочник no математже. Гос. Изд. физ. мат. лит., Москва 1955, 

str. 300-1. 
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jer k = kz 0 , gde je z 0 ort г ose. 

Iz (12.1.33) proizlazi da je amplituda. ras(yanja 


f(e,(p) = j e lk(zo r °^ r V(r') dr'. (12.1.34) 

Ovde su в i (p sferni polarni uglovi od r 0 (tj. od orta od r). Najzad, iz (12.1.21) sledi da 

diferencijalni presek u Born-ovoj aproksimaciji, kako se naziva izveđeni rezultat prve iteracije, 


,si 


а(в, p) 


4тг 2 /1 4 


J e lk(z ° ro > T 'V(r') dr' 


(12.1.35) 


Formula (12.1.35) je dobijena iz prve iteracije. Često se kaže da je to prva Born-ova aprok- 

simacija. Po potrebi rnože da se izračuna druga iteracija zamenjujući (12.1.29) na đesnoj strani 
od (12.1.28). Tako se dobija druga Born-ova aproksimacija, itd. 

Uvedirno novu z' osu u srneru vektora (z 0 — r 0 ) sa proizvoljno fiksiranim novirn х' i у' osarna. 

Neka su r', в' i р>' sferne polarne koordinate od r' u odnosu na novi koordinatni sistern. Relacija 
(12.1.35) se u centralno simeiričnom polju V(r') onda prepisuje u vidu 


а(в,р) 


4тг 2 ћ 4 


f e t2ksin d y cos<? ' VjrOr' 2 dr' sin в' с\в' đ 




(12.1.36) 


gde je, naravno. i dalje в Z(z 0 , r 0 ). 
Zadatak 12.1.11 Dokazati ovaj iskaz. 


Zadatak 12ЛЛ2 Električno polje koje potiče od neutralnog atoma rednog broja Z izražava se tzv. ekraniranim 

Coulomb-ovim poljein 

V(r) = — -e 5, (12.1.37) 

r 

gde je e naboj protona, e± naboj rasejane čestice, a a je približno radijus atoma. Pokazati da se za slučaj 
2tesin| 1 dobija 


а(в) 


16E 2 sin 4 | 


(12.1.38) 


gde je E 


k 2 h 2 
2 m 


energija rasejane relativne čestice. 


Relacija (12.1.38) je tzv. Rutherford-ova formula 12 ' 1 ' 10 . Ona se izvodi i u klasičnoj fizici. 
Može se pokazati da u nerelativističkoj kvantnoj mehanici Rutherford-ova formula u stvari važi 
egzaktno, a ne sarno u prvoj Born-ovoj aproksirnaciji kako srno je ini dobili. 

Da se vratirno rra opšti slučaj Born-ove aproksirnacije. Orra je korisna ako dotično iteriranje 
brzo konvergira (ка samousaglašenom rešenju), te prva iteracija već sadrži dominantni doprinos. 
Ali to nije uvek slučaj 12 ’ 1-11 . 

1 2 - 1 • 1 0 Čitati : Raderfordova. 

12 ' L ' § Kriterijurni za primenljivost Born-ove aproksimacije, kao i kriterijumi za priinenljivost klasičnog prilaza (ili 
pak za nužnost kvantnog prilaza) dati su dosta iscrpno u: D. Bolim, Quanturn Тћеогу, Prentice-Hall Inc., N. Y., 
1952 (ili u ruskom prevođu od 1965 g.) u glavi 21. 
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12.1.6 *Metod parcijalnih talasa 

Videli smo da se zakon kretanja za rasejanu relativnu česticu inože izraziti u integralnom vidu 

i da se on prirodno rešava metodorn iteracija, koje daju pojedine Born-ove aproksirnacije. Sada 
ćerno izložiti jedan drugi rnetod, koji je takoreći komplementaran pomenutom, a nosi naziv iz 
naslova paragrafa. Ovaj rnetod je rraroćito pogodarr u slućaju niske errergije i velikog potencijala 
kratkog dometa, kao što je nukleami potencijal. Tu Born-ova aproksimacija uopšte nije pogodna. 
Vratimo se na diferencijalni vid zakona kretanja (12.1.22): 


2 m 


.2 


УЧПгМг,^) = -#,^) 

2m 


Ograničićemo se na sfemo simetrični potencijal : F(r) = V(r). 

Rešavaćerrro ovu jeđnakost rrretodorrr separacije varijabli kao što srrro činili u rarrijirrr glavarrra. 
U faktor prostoru £ 2 (0) dobijarrro sferne harrrrorrike 1ј га (0, <p), a u radijalrrom faktor prostoru 
£ 2 (r) preostaje 


ћ 2 d . o d 
— 

2 mr 2 d r dr 




1) 


ti 2 

2 mr 2 


+ V(r)] ui(r) 


ћ 2 к 2 
2 m 


ui(r) 


(uporediti (6.6.17)). 

Množeći dobijenu jednakost sa — 'jtf i koristeći se jednakošću (koja se lako proverava): 

1 d 2 d 2 d d 2 _ 1 d 2 

r 2 dr v dr r dr dr 2 r dr 2 


odmah sledi: 

[ j Ur - +V - U(r) + V] u,(r) = 0, (12.1.39) 

gde je U(r) =' § fV(r) kao i ranije, u (12.1.23). 

Traženo rešerrje ufr), iako uopšteni vektor, nrora biti u dorrrenu harrriltorrijarra. Stoga ufr) 
mora biti konačna i diferencijabilna funkcija u [0, oo). Dakle, u r = 0, ufr) mora biti regularna 
funkcija. 

Intuitivno je očigledno da je naš problem rasejanja aksijalno simetričan oko z ose, te da se 
rrrožerrro ograrričiti rra aksijalno sirrretrična rešenja. A to će biti rešenja koja rre zavise od <p, 
tj. za koja je rrragrretrri kvarrtrri broj rn = 0. Rezorrujući strogo kvarrtrro-rrreharrički, prvo bisrrro 

konstatovali da naš početrri uslov, tj. upadni ravni talas irrra m = 0. 


Zadatak 12.1.13 Dokazati ovaj iskaz. 


Pošto hamiltonijan komutira sa l z , i celo stanje rasejanja će imati m = 0. 

lako hamiltonijan korrrutira i sa I 2 , početni uslov nema određeno l, te stanje rasejanja rrroramo 

da razvijemo po l: 

OG 

i>(r,9) = ^аЈи г (г)У] т=о (0). 

1=0 
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Funkcija Y ž m “° je jednaka, s tačnošću do konstante, Legendre-ovorn polinomu P;(cos0) (uporediti 
(6.6.7) i (6.6.5a)). Stoga poslednja jednakost može da glasi: 


ф^ в ) = J2biUi(r)Pi( cosd). 
1=0 


(12.1.40) 


Kao što srno videli, namaje u stvari potrebna samo asimptotska foraia od ф(г, в). Izračunaćemo 
asimptotsku formu pojedinih ui(r). 

U asimptotskom regionu (12.1.39) se svodi na 

1 đ 2 

( — - — —v + k 2 ) ифг) = 0, r -+ >oo. (12.1.41) 

r dr 2 

Opšte rešenje od (12.1.41) glasi ~ cos kr + ~ sin kr ili, ekvivalentno, = sin (kr + 5), kao što je lako 

videti. Ispostavlja se da je pogodno staviti б == — + Si, 7 = f Tako u stvari svodimo dve 

nepoznate konstante na jednu (na б{), ali kad 

7f 

ui(r) = - — sin (kr — l— + б{, r -+ oc (12.1.42) 

ri'T z 

zamenimo u (12.1.40), u stvari smo drugu nepoznatu konstantu apsorbovali u nepoznatu kon- 
stantu bi (i pretvorili je, recimo, u q ). 

Potrebno nam je i razvijanje ravnog talasa po sfernim talasima: 

e lkz = + X ) г 1 3 i(kr)Pi(cosO), (12.1.43) 

1=0 

gde je ji(kr) sferna Bessel-ova funkcija (uporediti § 6.6.5) . Asimptotska forma od jj (kr) glasi 12,1 ' 12 : 

sin (kr—l^) 

kr ' ^ 

Sad možemo asimptotsku formu od ф(г, в) izjednačiti sa asimptotskom formom e lkz + Ј(в)~г- 
koju znamo od početka ovog odeljka: 

00 p lS i т 00 sin (kr — l-) р гкт 

У ] sin ( +г ^ 2" + $i)Pi( C0S = 'У + 1) ^ ^ ~Pi( cos 9) + / (0)-^-. (12.1.44) 

1=0 ' 1=0 


Izražavajući sinuse preko eksponencijalnih funkcija i izjednačavajući koeficijente pored na 
levoj strani i na desnoj strani (jer i s+č su linearno nezavisne funkcije u U(C 2 (r)), sledi: 


р г $1 


Cr 


fj 2L 

- e 2 e 


+ Pdcosdi 




Pošto su Legendre-ovi polinomi ortogonalni (stoga linearno nezavisni elementi od С 2 (вј), dola- 
zimo najzad do rezultata 

ci = (21 + 1) i l . (12.1.45) 

12 ‘ L ' 2 R,azvij an j e (12.1.43) izvodi se u ” Matematičkoj dopuni” , na str. 602-3 u udžbeniku Teorijska fizika i struktura 
materije, Ivan Supek, treće izdanje, Zagreb, 1964. A asimptotska forma od ji(kr) izvedena je u istoj knjizi na 
str. 600. 
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S druge strane, izjednačavajući koeficijente pored — na levoj strani i na đesnoj strani od 
(12.1.44) sledi: 


E «тг f < л a(«» ») = E< 2 ' + •' 5F e-" 5 + /(»)• 


Na osnovu / = e *2 i (12.1.45) onda dobijamo 


^ oo ,.00 

/W = vtt - !) PiicosO) = - ]Г(2/ + 1) Sin5i F|(cos в). (12.1.46) 


2 кг^' /v 7 7 k 

1=0 1=0 


Prema tome, pošto je а(в, (p) = |/(0, ^)| 2 , a сг(0) = 27та(в, (p) ako <p) ne zavisi od p, 

imamo 

+ ši^mčč^pl. (12.1.47) 


Znači, u diferencijalnom preseku sf'erni talasi sa različitim određenim vrednostima l interferi- 

raju. To potiče otud što je merenje ođređenog l (tj. opservable l 2 ) nekompatibilno sa inerenjem 
prostornog ugla П = 0, (p (ili sarnog ugla 9) i obratno. 

Pošto su Legendre-ovi polinomi ortogonalni 


[ Pi(cos0)P^(cos0)sin0 <19 

J 0 


2 / + 1 


бц< , 


(12.1.48) 


totalni presek , definisan sa a == /Ј г sin ва(в) d в, je dat sa 


^=|ЕГЈ+1) sm 2 d ž 


(12.1.49) 


Kao što se i rnoglo očekivati, u totalnom preseku, u kome više nije implikovano merenje ugia, 
nerria više ni interference. 

Cesto se definiše parcijalni presek : 


def 4/Г i \ ■ 2 г 

<7| = —(2/ + 1) SIIl 0 ] , 

k' 


oncla je 


Očigledno, 


OO 

a = Z^- 

1=0 


4.7Г 

Oi < —(21 + 1). 


(12.1.50) 


(12.1.51) 


(12.1.52) 


Dakle, u parcijalnom preseku oi imarrio sanio tzv. fazni pornak Si kao otvoren (tj. nepoznat) 
realan broj. Citavo dejstvo potencijala rasejanja V(r) ispoljava se u faznim pomacima. 
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12.1.7 *Optički teorem 

Iz rezultata metoda parcijalnih talasa neposredno sledi jedan važan teorem koji nosi naziv iz 
naslova paragrafa. 

Teorem 12 . 1.1 Totalni presek elastičnog rasejanja zavisi sarno od amplitude rasejanja za ugao 
9 = 0 i to preko proste funkcionalne veze: 


<т = f- Im f(9 = 0) 


(12.1.53) 


Dokaz: Pošto je РЈешв) = 1, iz (12.1.46) odmah sledi Irn /(0) ^(/(0) — /*(())) = / + 1) sin 2 <+ a to 

je na osriovu (12.1.49) jednako |+ Q. E. D. 

12.1.8 *Efekti izmene identičnih čestica bez spina 

U ovom odeljku smo do sada proučavali samo različive čestice. Pretpostavljali smo (prećutno) 
da pri merenju broja čestica koje se rasejavaju u infinitezimalni prostorni ugao oko п = 9 , <p 
umemo da razlikujemo upadne čestice od čestica u rneti. U ovom paragrafu ćemo pretpostaviti 
da su upadna čestica i čestica u meti identične čestice bez spina (tj. sa spinom s = 0). Onda je 
pri dotičnom merenju principijelno nemoguće razlikovati da li merimo rasejanu upadnu česticu 
ili rasejanu (tj. odbijenu) česticu iz rnete. 

Pošto se radi o bozonskom dvočestičnom sistemu, stanje rasejanja rnora biti simetričan vektor. 
Operator izmene E uzajamno izrnenjuje r^ i r 2 u TL^ ® , a u faktor prostoru iz 

® ^см = ® deluje kao operator prostorne inverzije tj. prevodi r u — r 

(uporediti 9.3.10). Stoga talasna funkcija relativne čestice mora biti nepromenjena pod dejstvom 

Mp) 

X RČr 

Asimptotsko stanje rasejanja, prema tome, glasi 

e lkz + e~ lkz + f(9, p)*-- + f(TT-9,<p± тг)^ (12.1.54) 

(”+” za 0 < p < 7г), a diferencijalni presek je dat sa 

(12.1.55) 

Sabirci u (12.1.55) se odnose na upadnu i na česticu iz mete. Njihova nerazličivost se ogleda u 
interferenciji dva sabirka. Naime, kada bi čestice bile različive, a rni ih našom odlukorn ne bi ra- 
zlikovali pri merenju, onda bismo umesto (12.1.55) imali: a(9, p) = \f(9, p)\ 2 + \f(rr — 9, p± тт)\ 2 . 
Razlika između (12.1.55) i ovog izraza pripisuje se efektu izmene. 

12.1.9 *Efekti izmene identičnih čestica sa spinom 

Pretpostavimo sad da iinamo dva identična fermiona sa spinom s = Onda dvočestično spinsko 
stanje rriože biti sirrgletno (S = 0) ili tripletno (S = 1). U prvorn slučaju prostorrro dvočestično 
stanje rrrora biti simetričrro (jer spinsko je antisirnetrično, uporediti § 9.5), a u drugorn antisirrre- 
tričrro (jer spirrsko je sirnetričrro) . 


a(9 , p) = | f(9, p) + /( 7г — 9,p± тг)| 
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Obeležavajući indeksom s i t singletno, odnosno tripletno stanje, irnarno 


јГ 
1 1 

= е гкг + e lkz + f(9, p)— 

r 

+ /( 7Г ■" 

- 9 ђ (f ± 7/) , 

r 

T — У OG , 

(12.1.56a) 

'/’*(+ p) - 

pikr 

= e lkz - e~ lkz + f(9, p) 

r 

- /Р - 

pikr 

~~ в, (p rb 7г) , 

r 

r — > OO. 

(12.1.566) 


Što se tiče preseka, orii su dati obrascima: 

(12.1.57 a) 

(12.1.576) 

Očigledno, opet imaino efekt izmene u oba slučaja. 

Obično su čestice pri rasejanju nepolarizovane, pa se piše 

(12.1.58) 


а(в, <p) = \a s (9, p) + fat(0, <p) 


о- ( (в, <p) = \f(9, <p) - /(тг -в,р± тг)| 2 


a s (9, p) = \f(9,p) + f(TT-9,p±n)\ 2 


Zadatak 12.1.14 Nepolarizovano stanje znači da je u faktor prostoru +P - s t an .) e niešano opisano sa 

p = |7 (a u ' н[° ■ <K< stanje je čisto). Izvesti (12.1.58). 


Zadatak 12.1.15 Uzmirno opšti slučaj identičnih čestica spiria s (ceo ili poluceo). 

a) Pokazati da relativna čestica rnora biti 11 svojstvenorn stanju od koje odgovara svojstvenoj vrednosti 

П ке = -(-l) 2e “ 5 , (12.1.59a) 

gde je S dvočestični spin. 

b) Pokazati da odgovarajući. diferencijalni presek сг Пне giasi 


^n RČ (0, ip) = | f(0,ip) + U RČ f{TT -9,ip±n)[ 

(svi su a s sa istim I1 rc n jednaki on RČ )- 
c) Pokazati da je diferencijalni presek u slučaju nepolarisanog stanja dat obrascem 

а ( в ’ *č) = S ^Rč (0, P) , 
n R c=±i 


gde je 


!F] 


s + 


i n RČ 


2 s + 1 


(12.1.596) 


(12.1.59c) 


(12.1.594) 
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12.2 Osnovni pojmovi opšte teorije sudara 

Ovaj kratak odeljak ima dvostruku svrhu: 

(a) da dopuni detaljniju teoriju potencijalnog elastičnog rasejanja iz prethodnog odeljka nabačenim 

osnovnim pojmovima rezonantnog elastičnog rasejanja i neelastičnog rasejanja i 

(b) da potencijalno rasejanje stavi u pravu kvantno-mehaničku perspektivu, što je za zasnivanje 

teorije rasejanja u kvantnoj mehanici rnožda isto toliko važno koliko i detaljno poznavarrje 
osnovnih formula. 


Efekte koji su u vezi sa spinom nećemo uopšte diskutovati, kao ni efekte izmene usled even- 
tualne identičnosti upadne čestice sa jednom ili više čestica koje ulaze u sastav kvantnog sistema 

u rneti. 


12.2.1 Kakvi su sve sudari mogući 

U teoriji sudara čine se sledeća ograničenja: 

(a) jedna od dve čestice čiji se sudar proučava miruje 12 ' 21 , te imamo upadnu česticu i česticu u 

meti, 

(b) upadna čestica je stabilna (tj. ne raspada se) i u osnovnom je stanju pre i posle sudara (u 
rasejanju). 

Nakon sudara može da se desi da se razleti tri ili više čestica. Onda se govori o spalaciji. 
Izučavanje ovog procesa se obično ne uključuje u teoriju sudara. Suprotna je mogućnost da posle 
sudara imamo sanio jednu česticu. Onda se govori o zahvatu. Teorija sudara uglavnom izučava 
slučaj kada i posle sudara imamo upravo dve čestice, ali ne nužno iste kao i pre sudara. Kada 
su čestice posle sudara iste kao pre, onđa se govori o rasejanju i teorija sudara se onda svodi na 
teoriju rasejanja. Ako je i kinetička energija nepromenjena, onda je reč o elastičnom rasejanju, 
inače o neelastičnom rasejanju. Kada se čestice promene u sudaru, govori se o reakcijama ili o 
procesima (kada je čestica u meti jezgro odnosno kada je elementarna čestica). 

U svim slučajevima osim u elastičnom rasejanju čestica u meti posle sudara može biti u 
osnovnom ili u pobuđenom stanju. 

12.2.2 * Rezonantno elastično rasejanje 

U celom prethodnom odeljku izučavali smo samo tzv. teoriju potencijalnog elastičnog rasejanja. 
Za ovaj fenomen je karakteristično da se u funkcionalnoj zavisnosti oe (presek kao funkcija od 
energije) ne pojavljuju lokalni rnaksirnumi kao na Crtežu C 12.3. Teorijski se pri ovorn rasejanju 
uzirnaju u obzir sarno rešenja iz kontinualnog spektra harniltonijana dve čestice. 

Cesto se u eksperimentima elastičnog rasejanja dobijaju krive preseka kao na Crtežu C 12.3. 
Lokalni maksiinumi se običrio nazivaju peai-ovirna 12 ' 2 ' 2 . Tu se radi o izvesnim energijama (re- 
lativne čestice) Е г , E 2 , E 3 , itd. za koje do rasejanja dolazi znatno verovatnije nego za okolne 


12 ‘ 2Л Р 0 п е ка(1 se (u veorna teškirn eksperimentima) izučava i sudar dva snopa. 
12,2 ' 2 E n gIeski реак znači vrh; čitati piik. 
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Slika 12.3: Tipična eksperimentalna kriva zavisnosti preseka od energije. 


energije. U ovorn slučaju se kaže da se dešava rezonantno elastično rasejanje, a реак -avi se 
nazivaj u rezonancama. 

Teorijski rezonance potiču od toga što dvočestični hamiltonijan može imati i diskretne svoj- 
stvene vrednosti i odgovarajuća prava svojstvena stanja iako smo u regionu pozitivnih energija, 
tj. u kontinualnom spektru. (To je slučaj kada kontinualni i diskretni spektar hamiltonijana 
dvočestičnog sistema imaju nekoliko vrednosti E\, E- 2 , E 3 , itd. zajedničkih.) 

12.2.3 * Breit-Wigner-ova formula 

Stanja dvočestičnog sistema kojima kao srednja energija odgovara recimo E 0 , vrednost koja se 
poklapa sa nekom zajedničkom vrednošću kontinualnog i diskretnog spektra, nazivaju se kvazi- 
stacionarnim stanjima. Pošto vrednost energije nije oštra, imamo pozitivnu širinu 12 ' 2 3 реак-а 
koja se obeležava sa Г. Zamišlja se da se stvara jedno kvazi-vezano (kvazi-diskretno) stanje 
složenog sistema (od upadne čestice i čestice u meti), koje je nestabilno pa se raspada opet na 
upadnu česticu i česticu iz mete (bar tako je pri rezonantnom elastičnom rasejanju; videćemo 
niže da postoje i rezonantne reakcije kada se produkti raspada razlikuju od čestica pre sudara). 

Ispostavlja se da verovatnoća u jedinici vremena da se pomenuto kvazi-vezano stanje raspadne 
iznosi |. Za ovu diskusiju ispustićemo ћ kao što se obično čini (tj. koriste se atomske jedinice, u 
kojima je ћ = 1). Pomenuti raspad ima više mogućnosti, tzv. kanala: elastično rasejanje, razne 
kanale neelastičnog rasejanja, razne kanale reakcija itd. Sa svakim kanalom n vezana je jedna 
verovatnoća (raspada u jedinici vremena) Г„, koja se naziva parcijalnom širinom pomenutog 
nivoa Е 0 (iako to više nema smisao širine реак-а). Imamo Г = ]П Г п , pri čemu, naravno, 
moramo sumirati po svini mogućim kanalima raspada. 

12 - 2 - 3 0va ”širina” se ne poklapa sa neodređenošću energije, već se definiše pomoću određenog izraza. iz druge korek- 
cije perturbacione teorije. Videti Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшиц, Квантовшг механта, нерељнтивистскал 
meopmi, издание третве, Наука, Москва, 1974; primedba 1 u paragrafu 134. 
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Kao što srno pornenuli, elastieno rasejarrje je jedan od kanala (jedna vređnost indeksa n). 
Obeležimo odgovarajuću parcijalnu širinu sa Г е (n = e ). Može se pokazati da je ukupna amplituda 
rasejanja elastičnog rasejanja f e (0) za određenu vrednost l jednaka zbiru amplitude potencijalnog 
i amplitude rezormntnog rasejanja: 


fe{0) = /pot (0) + fre,(0) 

(fpot(0) je u stvari amplituda sabirak u (12.1.46)). 

Drugi sabirak je dat izrazom 

MO) = izfcr Pi(cos0) 


( 12 . 2 . 1 ) 


( 12 . 2 . 2 ) 


(Naravno, E = a Si je fazni pomak iz § 12.1.5.) 

Ođređena vrednost kvantnog broja orbitnog uglovnog momenta l u formulama (12.2.1) i 
(12.2.2) potiče od činjenice da nivo E 0 dvočestičnog sistema irria određeno l (zapravo đvočestično 
L, uporediti (4.5.126)). Naime, pretpostavlj amo da interakcija ne zavisi od spina. Stoga je ne 
samo dvočestični J, već i pomenuti L = l dobar kvantni broj. U (12.2.1) i (12.2.2) uzima se 
upravo l nivoa E Q . 

Izraz (12.2.2) naziva se Breit- Wigner-ova formula l2 ' 2A . 

Presek se iz amplituda rasejanja izračunava na standardan način (videti (12.1.21)). Navešćemo 


jedan specijalarr slučaj radi ilustracije. 

Pri rasejanju sporih neutrona na jezgrima ispostavlja se da se možemo ograničiti na l = 0, tj. 
na s-rasejanje. Ispostavlja se, dalje, da presek ukupnog elastičnog rasejanja glasi 


a, 


Аћо 2 + 


7Г 

¥ 


г 2 


(E - E q ) 2 + 


+ — 4 сх 

k 


г e(E - E q ) 

[E - E a y + + 


(12.2.3) 


Prvi sabirak opisuje poterrcijalno rasejanje (koje je u ovorn slučaju dato u stvari sarno jednorn 
konstantorn a), drugi sabirak opisuje rezonantno rasejanje, a treći interferencu ova dva rasejanja. 
U neposrednoj blizini nivoa E Q (tj. kada je E — Е 0 istog reda veličine kao Г) a e se praktički svođi 
sarno na rezonantni člarr. 


12.2.4 * Neelastično rasejanje 

Neka je rn masa, a r radijus vektor relativne čestice; obeležimo sa q sve unutrašnje koordinate 12,2,5 
kvantnog sistema u meti, a sa H(q) hamiltonijan istog fizičkog sistema. U neelastičnom rasejanju, 
koje ćemo sad ukratko proučiti, su od velike vainosti pobuđena stanja kvantnog sistema u meti, 
stoga ćeino se koristitL u principu, celim spektrom i svojstvenim bazisom od H(q ). 

12 . 2 . 4 p or mu } e rezonantnog rasejanja su prvi izveli Breit i Wigner u radu: Phys. Rev. 49, 519 (1936). Đetaljniji 

prikaz nego prikaz u tekstu dat je u udžbeniku Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшиц, Квантовом механика , 
нереллтивистскал rneopun , издание третве, Наука, Москва, 1974. 

12 * 2 * 5 Sada su naše dve čestice u stvari upadna čestiea i centar masa kvantnog sistema u rneti. Sa te dve ”čestice” 
prelazirno ria relativnu česticu i na centar rnase te dve čestice. Osirn toga, irriamo koordinate q kvantnog sisterna 
u rneti oko njegovog ceritra masa. 



478 


GLAVA 12. OSNOVNI POJMOVI TEORIJE RASEJANJA 


Svojstveni problern harniltonijana sad glasi: 


(12.2.4) 


gde je V(r,g) multiplikativni operator interakcije između upadne čestice i kvantnog sistema u 
meti. 

Prirodno je poći od neperturbisanog hamiltonijana 

fc2 

Hq = Н(д) - — V 2 , (12.2.5) 

2 rn 


Ц V 2 + H(q) + V(r, q)} ip(r, q) = E <р(т, q) 


jer u njernu su dinamički raspregnuti unutrašnji stepeni slobode kvantnog sistema u rneti i koor- 
dinate relativnog kretanja (V đeluje sarno na r). 

Pretpostavimo da smo rešili svojstveni problem od H 0 . Očigledno je da su svojstveni vektori 
i odgovarajuće svojstvene vrednosti vida: 


def / ч 

Vbk h = +b(q) e 


■гк;,-!' 


p def - ] ^b^ 

Hkb _ £ b + — , 


pn čerrm imarrio 

H(q)<Pb(q ) = £g<Pb(q), 


ђ 2 П2 ђ‘2 

— v 2 е гкб ' г = е гкб ' г . V6. Vk 6 . 
2 rn 2 m 


(12.2.6a, b) 


(12.2.7 a,6) 


Sa b smo obeležili potpun skup kvantnih brojeva koji prebrojava svojstvene vektore od H(q). 
Pisaćemo b = a za osnovno stanje čestice u rneti (b je tekuće, a a je fiksirano). Početni 

uslov 12 - 2-6 onda irna vid 

<Pdka = <Рч е гк °' г . (12.2.8) 


Posle interakcije neka je naš dvočestični sistem u krajenjem stanju 

<pbk h = <Pb e tkb ' r , 


(12.2.9) 


gde (fb može biti pobuđeno stanje kvantnog sistema u rneti. Iz održanja energije sledi potreban 


nslov: 


Mh = p + Mh 

2 m ' b 2 m 


(12.2.10) 


Pošto k| > 0, da bi prelaz р а ^ а -+ pbk b bio moguć, uslov (12.2.10) iziskuje 


k^! 
2 m 


Пђ 


( 12 , 2 . 11 ) 


tj. da raspoloživa energija iz relativnog kretanja buđe dovoljna bar za pobuđenje kvantnog 
sistema u meti, 

12 ' 2 ' 6 Čitaiac je verovatno zapazio da iako rasejanje tretiramo kao stacionarno stanje, ipak se koristirno terrninima 
iz druge mogućnosti opisivanja (u koju mi ne ulazimo), 11 kojoj je rasejanje vrernenski zavisan proces. Striktno 
govoreći, (fa^ je deo stanja rasejanja (uporediti forrnulu (12.2.15)) koji opisuje upadnu česticu i kvantni sistern u 
meti bez interakcije između njih (”pre interakcije”). 
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Ako važi nejednakost (12.2.11), kaže se da je kanal h otvoren (tj. dotični prelaz je moguć); 
ako (12.2.11) ne važi, govori se o zaivorenom kanalu. 

Kada se razmatranje iz § 12.1.3 uopšti na neelastično rasejanje, dobija se sledeća asimptotska 
forma stanja rasejanja: 

( 12 . 2 . 12 ) 

gde je f ba (e b , <Pb) amplituda rasejanja iz početnog kanala a u kanal b, a 9 b i <p b su sfemi polami 
uglovi vektora k&, talasnog vektora relativne čestice u kanalu h. 

Diferencijalni presek rasejanja iz kanala a u kanal b glasi 

(12.2.13) 

Elastično rasejanje je uključeno u s(12.2.12) i (12.2.13). Naime, ako sva pobuđena stanja 
kvantnog sistema u meti leže visoko, tj. e b » e a , V6 ф a , onda su norme odgovarajućih amplituda 

rasejanja f ba veorna rnale. Relacije s(12.2.12) i (12.2.13) se onda u dobroj približnosti svode na 

ip(q, r) ss (fia(q){e ika ' r + faa(O a , Pa) r ->■ oo, (12.2.14a) 

®аа(9а.,Аа) = \ f aa(9 a , 'P a)f • (12.2.146) 

Unutrašnje stanje p a (q) je onda irelevantno, možemo ga izostaviti (zajedno sa unutrašnjim koor- 

đinatarna q na levoj strani od (12.2.14a)) i tako dolazimo do izraza (12.1.19) i (12.1.21) (potpunije 
rečeno f aa = /pot + /rez) ■ 

Svi neelastični kanali su rezonantne prirode zbog (12.2.10), što se u funkcionalnoj zavisnosti 
ukupnog (u odnosu na uglove) preseka u ba (k a ) od k a ispoljava kao peak. 


Т>а(0ђ,П) = |r \fdb(0b, Pb)\ 2 


т( т , ч) — рака + Y)b pb (q) ,fba(9 b ; Pb) , r ~ * 00 


12.2.5 * Lippmann-Sehwinger-ova jednakost 

Као što smo videli u prethodnom odeljku, amplitude rasejanja se dobijaju iz vektora stanja koji 

je rešenje zakona kretanja. Radi izučavanja tog rešenja, pogodrro je prevesti diferencijalnu forinu 
zakona kretanja u integralnu, koja inkorporira i granični uslov asirnptotske forrne preko pogodno 
ođabranih Green-ovih furrkcija (slično srno činili u § 12.1.4). 

Ispostavlja se da u slučaju neelastičnog rasejanja pomenuta integralna jednakost, ekvivalentna 
(12.2.4) plus (12.2.2), može đa se napiše na sledeći način: 


p(q,r) 


Paka 


m 

2тг K 2 


Tb(q) / pl(q') 


+ г 


■V(q', r')(p(q', r') d q' dr' 


b' 


g' b (qr\(fr') V(q', r') <p(q' , r') d q' dr', 


(12.2.15) 


gde je <р а к а dat sa (12.2.8); u zbiru ]П 6 se sumira po svim otvorenim kanalima, a u zbiru 
po svim zatvorenim kanalima (tj. po slučajevima kf, < 0); k b se određuje iz održanja energije 
(12.2.10). Green-ova funkcija g' b zatvorenog kanala b' data je obrascem: 


g' b (qr\q'r') = j^Vb'(q)pp(q r ) 


е гк'-(г r') 

kf, — k' 2 + ггј 


dk', 


(12.2.16) 
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a ку je opet određen sa (12.2.10). 

Jednakost (12.2.1-5) sa (12.2.16) se često piše simbolički u vidu 


(12.2.17) 


Relacija (12.2.17) i puna fornia od (12.2.17) data sa (12.2.15) plus (12.2.16) naziva se Lippmann- 
Schwinger-ovom jednakošću 12 ' 2 ' 7 . 

U stvari (12,2.4) se pornoću notacije iz (12.2.5) može napisati kao 

(12.2.18) 

jer E = E a k 0 , tj. energija stanja rasejanja je u stvari energija ulaznog kanala. Green-ove funk- 
cije za otvorene i zatvorene kanale u (12.2.15) upravo i služe invertovanju singularnog operatora 
E a k a ~~ Hq (uzimajući u obzir i granični uslov). Irnaginarni sabirak гц je u (12.2.17) sirnboličan, 
a u (12.2.16) г/ je rnali pozitivan broj koji određuje kako da se zaobiđe pol (singularitet) u 

kompleksnoj ravni (nakon izračunavanja integrala treba uzeti lirnes rj -+ 0). 

12.2.6 * Reakcije 

Na kraju, bez ikakvog ulaženja u teoriju reakcija, neophodno je istaći zašto forma harniltonijana 
u (12.2,4), rra kojoj je zasrrovana teorija neelastičrrog rasejanja, ne obuhvata istovremerro i karrale 

reakcija. 

Vid ukupnog harrriltoriijana 


Edka — Hq) ip — V ( 


Ti 


т 


Еака-Но+гг} 




(12.2.19) 

čiji je svojstveni problerrr (12.2.4), očigledrro je takav da su u H(q ) u stvari sadržane sve čestice 
koje ulaze u sastav kvantnog sistema u meti, a upaclna čestica interaguje sa njima preko V(r, q). 
Ovaj vid hamiltonijana ima kao premisu pretpostavku da možemo zanemariti pregrupisavanje 
čestica, koje bi moglo dovesti do izletanja neke druge (a ne upadne) čestice. 

Hamiltonijan koji bi bio tačniji nego (12.2.19) i obuhvatao i opisivanje kanala reakcija bi 
morao da tretira na simetričan način interakcije nieđu svim česticama u složenom sistemu (tj. 
u sistemu upadna čestica plus kvantni sisteni u rneti). Upadrra čestica bi igrala izdvojenu ulogu 
sarrro u početrrorrr uslovu, tj. u jednorn sabirku u starrju sudara (što bi bilo uopštenje stanja 
rasejarrja). 

Sličrro bi se opisivali i procesi elementamih čestica (zamišljajući česticu u rrreti kao složenu od 
elementarnijih delova, kvarkova ili partona itd. i prirnerrjujući relativističku kvarrtrru rnehaniku). 


— V 2 + H(q) + V(r,q) = H(r,q), 


i2.2.7Q r jgj na j na re f eranca glasi: B. A. Lippmann anđ J. Schwinger, Phys. Rev. 79, 469 (19-50). Nešto detaljniji 
prikaz nego u tekstu dat je u udžbeniku: A. C. Давидов, Квангповшт механика, Москва, 1963. 



Dodatak A 


GRUPA ROTACIJA I ANGULARNI 
MOMENT (M. Damnjanović) 


Cilj ovog dodatka je da teoriju angularnog momenta u kvantnoj mehaniei izloži na gruprro- 
teorijski rračin, uspostavljanjern veze angularnog mornerrta sa gruporn rotaeija. Time bi trebalo 
da se čitaocu koji je ovladao osnovnim znanjima o Lie-jevim grupama omogući alternativno, i 
možda brže sagledavanje problematike obrađene u glavama 6 i 7. 

Dodatak počinje definicijom grupe S()(3) i njenom identifikacijom sa grupom rotacija u tro- 
dinrenzionalnom prostoru. Zatim se uvodi grupa SU (2) kao univerzalno prekrivajuća, da bi 
u preostaloin delu, korišćenjem teorije grupa, bile razmatrane ireducibilne reprezentacije SU(2), 
Posebna pažnja je posvećena redukovanju direktnih proizvođa ireducibilnih reprezentacija SU(2), 
kao inatematičkom okviru za tzv. slaganje angularnih inomenata. 


A.l Osnovne osobine grupe rotacija 

U ovom odeljku će se analizom intuitivnog pojma rotaeije u trodimenzionalnom Euklidovom 
prostoru uspostaviti veza sa grupom SO(3). Zatim će biti ukazano na one osobine ove grupe koje 

su relevantne za kasniju analizu angularnog momenta. 

A.l.l Grupa rotacija i SO(3) 

Svaka rotacija u trodimenzionalnom Euklidovom prostoru je određena ortom, u i uglom £ za 
koji se vrši rotacija (uzima se da je ugao pozitivan ako je u pitanju đesna rotacija u odnosu na 
odabrani ort). Oznaka ovako definisane rotacije je R^ u ili, kraće, R%, gde se vektor £ = naziva 

vektor rotacije. Pošto je R^-o^ = Ri(-u), ugao £ se uvek može uzeti iz intervala [0, ћ]. 

Neka su ai i a 2 vektori iz Euklidovog prostora, koji se rotacijom preslikaju u a' = a, : 

( i = 1, 2). Lako je zapaziti da (videti crtež C A.l): 


i) ako je vektor аа^ + /За 2 proizvoljna linearna kornbinacija vektora a^ i a 2 , njegovom rotacijom 
se dobija vektor koji je linearna kombinacija rotiranih vektora sa istirri koeficijentima, tj. 
R,^ (aa^ + 3 a 2 ) aaj + ^Ja 2 : 
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ii) đužine vektora &i i a 2 jednake su dužinama rotiranih vektora (a' x i a(>, respektivno), a i ugao 
izmedju početnih vektora jedriak je uglu rneđu rotiranim vektorirrra; 


iii) ort rotacije, u, pri rotaciji ostaje nepromenjen, a vektori iz ravrii orogonalrre na u ostaju 
nakon rotacije u istoj ravni. 

Osobina i) ukazuje da je svaka rotacija linearni operator u Euklidovorn prostoru, a na osnovu 
zapažanja ii) sleđi da ovaj operator rie menja skalarni proizvod vektora, tj. da je ortogonalan. 
Konačno, poslednja osobina pokazuje da je u svojstveni vektor za Rg za svojstvenu vrednost 1, 


dok je ravan ortogonalna na u im T arijantna. 

Nakon ovog zaključka, rotacija može se, kao i svaki 
lineami operator u K 3 , reprezentovati realnom matricom tipa 
3x3. Pri tome, ako se za reprezentovanje iskoristi orto- 
normirani bazis, rnora se dobiti ortogonalna matrica. Speci- 
jalno, ako se za reprezentovanje odabere bazis ortonormirani 

{U1.U2.U3 = f u}, nastao dopunjavanjem orta rotacije orto- 
normiranim vektorima Uj i u 2 , dobija se matrica 



cos £ 
sin£ 

0 


— sin £ 
cos£ 


(A.1.1) 


Slika A.l: Rotacija za £ oko ose 
normalne na crtež. 


Njena detemiinanta je 1, tj. to je rnatrica iz specijalne orto- 

gonalne grupe SO(3, R), a trag joj je 


ТгВД = l + 2cos£. (A.1.2) 

Tirne je pokazano da je svaka rotacija specijalni ortogonalni operator (determinanta ne zavisi 
od bazisa). Sa druge strarre, poznato je da elementi grupe SO(3, K) pogodnim izborom bazisa 
dobijaju formu (A.l.l) za neko £, definisano tragom operatora (takođe ne zavisi od bazisa). Stoga 
je jasno cla imaju jeclan svojstveni vektor za svojstvenu vrednost 1, a da je ortokomplement ovog 
vektora invarijantna ravan. Sledi da svaka specijalna ortogonalna transformacija opisuje rotaciju 
oko svog svojstvenog vektora za ugao £, koji je određen tragom operatora, i da je ova veza 
rotacija i grupe SO(3, K) МјеШ\тоа Алл . 

Rezimirajući prethodna razmatranja, zaključuje se da je skup rotacija zapravo grupa SO(3, K), 
specijalnih ortogonalnih transforrnacija trodirnenzionalnog Euklidovog prostora. Stoga je za 

proučavanje rotacija rnoguće, i to kao veorna efikasan rnetod, koristiti aparat teorije grupa. 

Zadatak A.l.l Pokazati da za proizvoljne dve rotacije važi 


П^ИфК ^ 1 


R 




(A.1.3) 


(Uputstvo: Pošto je reč o konjugaciji u gruph rezultat je rotacija. Istovremeno je to i transformacija sličnosti, te 
je trag nepromenjen. Proveriti da je Rg*P svojstveni vektor R^R^R^ 1 za svojstvenu vrednost 1.) 

A ' :L1 Nairne, ako je A specijalni ortogonalni operator, rešavanjem njegovog svojstvenog problema se rnora dobiti 
svojstvena vrednost 1 ili kao nedegenerisana ili kao trostruka. U drugom slučaju je to jedinična matrica, kojoj 
odgovara rotacija za ugao £ = 0 (oko bilo koje ose). U prvorn slučaju je ugao £ = arccos AAnI. određen 
jednoznačno imutar intervala £ G [0, тг] , dok je svojstveni ort u određen do na znak; uslovom da se u đesnorn 
bazisu {ui,U2,u} operator A reprezentuje matricom (A.l.l), fiksira se i znak orta u. 
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A.1.2 Parametrizacije rotacione grupe 

Као što je već uočeno, rotacija je određena svojim ortorn u i uglorn £, koji je iz intervala [0, ћ\. 
Skup svih rotacija se stoga može predstaviti (zatvorenom) loptom radijusa тг : svaka tačka te 
lopte je vektor £, čiji su ort i dužina u stvari osa, odnosno ugao rotacije. No, za prouzvoljni 
ort u, vektori тги i 7г(— u), tj. suprotne tačke jednog prečnika lopte su zapravo ista rotacija, jer 
je očigledno da se rotacijom za тг oko iste prave, bez obzira na odabrani smer rotacije, dobija 
isti rezultat. Stoga je grupu rotacija moguće opisati tzv. тг -loptorn, a to je mnogostrukost 
koja se dobija kada se na lopti radijusa тг identifikuju parovi suprotnih krajnjih tačaka svakog 
prečnika A ' 1-2 . Tri Descartes-ove komponente vektora £, tj. (£ 1 ,£ 2 ,£з) su tzv. parametri Ћ -lopte 
grupe rotacija. 


Zadatak A.1.2 Pokazati da je matrica rotacije u Descartes-ovom bazisu u kojem vektor rotacije i ort u imaju 
komponente (C 1 T 2 T 3 ) i (ui.u^.us) respektivno, data matričnim elementima: 


Rij(€) = COS £<% + (1 - cos 0 


e ijk 


smi 


Лк 


COS £<% + (1 - cosO'UiUj - sin 8 V € ijk u k . (A.1.4) 


k= 1 


3 Z— / 

k= 1 


Posebno, pokazati da su matrice rotacija za £ oko Descartes-ovih ortova 

/10 0 \ 

R(G 0, 0) = I 0 cos 8 — sin £ | ,Д(0,£,0) = 

0 sin £ cos £ 


cos £ 0 sin £ 

0 1 0 
- sin £ 0 cos £ 


,Д(0,0,£) 



- sin £ 0 \ 

cos £ 0 I 

0 1 / 
(A.1.5) 


Kako je jR -1 (£) = R(—$) i /3 = i?(0), parametri тг -sfere su prirodni pararnetrO' 1 ' 3 . 

Druga uobičajena parametrizacija grupe rotacija je pornoću Euler-ovih uglova. Neka se rota- 
cijom R Descartes-ov bazis {ei, e 2 , e 3 } preslika u bazis {E 3 , E 2 , E 3 }. Neka je presek ravni eiOe 2 
i EiOE 2 tzv. čvorna linija, čiji je ort . Kako oba orta leže u ravni eiOe 2 , ortogonalnoj na e 3 , 
rotacijom oko e 3 za neki ugao a G [0, 2тг], ort e-i se preslikava AJ " 4 u ort е[: R ae3 e i = е/. Pri torne 
se e 2 preslikao u neki ort e' 2 , dok je e 3 ostao nepromenjen (e 3 = e 3 ). Sa druge strane, e 3 i E 3 su 
ortogonalni na e' 1? i rotaeijom za neki ugao /3 G [0, 7r] (smer orta e[ se uvek može tako odrediti) 
oko e ; i se e 3 preslika u E 3 : iž^ e / e 3 = E 3 . Pri torrie je ort e 2 preslikan u ort e 2 , dok je ort e[ ostao 
neprornenjen (tj. ef = e[; pogodno je privremeno obeležiti i ort E 3 kao e 3 ). Sada se iskoristi 
činjenica da je е ; / (čvorna linija) zajedno sa E 3 u ravni ortogonalnoj na E 3? pa se rotacijom za 
novi ugao 7 G [0, 2т r] oko e 3 = E 3 , ort е/ preslika u Ер Д 7 E 3 e" = E x . Jasno, E 3 je nepromenjen, 
te je ovim postupkorn dobijen bazis {E X ,E 2 ,E 3 } (ort e 2 mora biti preslikan и E 2 , jer rotacije 

A ‘ 1,2 Intuitivno, identifikaciju treba shvatiti tako da se tačke iz jednog para slepe jedna sa drugom. Tako npr. 
ako se posmatra jednodimenzionalna тг -lopta, tj. interval [ — тг , тг] , procedura daje kružnicu, koja je, mada sama 
jeđnođinienzionalna mnogostrukost, smeštena u ravni, a i za lepljenje je bila potrebna đodatna dimenzija. Za 
dvodimenzionalni slučaj kruga radijusa тг, uz nešto mašte (i nakon zasecanja dužjednog radijusa), može se nazreti 
neobična površ koja odgovara 7r-krugu. Naznačena identifikacija na trodimenzionalnoj тг -lopti zahteva dodatne di- 
menzije, te ni obična mašta, izoštrena samo na trodimenzionalnim telima, neće dočarati konačni objekat (očigiedno 
nezamisliv!). Elementarni uvod и ovakve teme, sve češće u moderrmj fizici, izložen je и knjižici B. Г. Болтлнскии, 
B. А. Ефремович, Нагллднал Тополотш , Библиотечка ”Квант”, 21, Наука, Москва, 1982. 

A ' :L3 Kaže se da su parametri prirodni ako se za njihovu nultu vrednost dobija jedinični element grupe, a prornenom 
znaka inverzni element. 

A - L4 Analogno je rnoguće, kao u glavi 6, rotirati e 2 do čvorne linije, čirne se dobija druga definicija Euler-ovih 
uglova. Obe konvencije su ravnopravno zastupljene u literaturi. 
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ne menjaju orijentaciju bazisa, a dva njegova vektora su već dovedena do poklapanja!). Jasno 

je stoga da je rotacija R zapravo kompozicija tri rotacije: R =* R[a,fl, 7] = R^^R^ R a & z - 
Koristeći vezu među bazisima koji se javljaju u prethodnom razmatranju, 



uz korišćenje relacije (A.1.3) nalazi se 

R[a, , 8 , 7] = i? Q e 3 Rfiei Rye 3 ■ ( A. 1 .6) 

Zamermm rnatrica rotacija oko Descartes-ovih osa, (A.1.5), dobija se matrica rotacije zadate 
Euler-ovim uglovima: 

( cos a cos 7 — sin a cos /3 sin 7 — cos a sin 7 — sin a cos /3 cos 7 sin a sin /3 \ 

sin a cos 7 + cos a cos /3 sin 7 — sin a sin 7 + cos a cos /3 cos 7 — cos a sin /3 . (A.1.7) 

sin /3 sin 7 sin 8 cos 7 cos /3 J 

Zadatak A.1.3 Proveriti relacije (A.1.6) i (A.1.7). (Uputstvo za prvi deo: Rp^ = RpR a , & , = R ae3 Rj 3 eiRjl z -) 
Zadatak A.l.4 Pokazati da je R~ l (a, ,8, 7 ) = R{ тг — 7 , јЗ, тт — a). Da li su Euler-ovi uglovi prirodni parametri? 

A.1.3 Osnovne osobine grupe SO(3) 

Neke značajne (za teoriju angularrmg momenta) karakteristike grupe SO(3) najlakše se određuju 

razmatranjem topoloških osobina тг -lopte, tj. prostora parametara. 

Odmah se vidi da su rnatrice koje opisuju rotacije glatke po sva tri pararnetra, te je SO(3, E) 
Lie-jeva grupa. Dalje, тг -lopta je ograničena i zatvorena, dakle kompaktna trodimenzionalna mno- 
gostrukost, pa je SO(3) kompaktna grupa. Posledica ovoga je postojanje tzv. invarijantne mere 

(ili integrala) na grupi, što dalje rezultuje za fiziku izuzetno značajnom osobinom (zajedničkom 
za sve kompaktne grupe): 


Teorem A.l.l Svaka reprezentacija grupe rotacija, ekvivalentna je unitarnoj, i može biti ili 
ireducibilna Ui razloživa na ireducibilne. Sve ireducibilne reprezentacije su konačnodimenzionalne. 



Slika A.2: 

Različite petlje 
u SO(3,R). 


Svake dve tačke тг -lopte se rnogu spojiti krivom koja u celini pripađa 
7r-lopti. To znači cla je grupa rotacija povezana, te da je sve njene ire- 
ducibilne reprezentacije moguće odrediti kao (eksponencirane) ireducibilne 
reprezentacije odgovarajuće Lie-jeve algebre. Međutim, ako se posmatraju 
petlje iz iieke tačke (tj. krive koje počinju i završavaju u istoj tački), inože 
se naći ukupno dve različite klase, koje se ne inogu neprekidnim transfor- 
macijama (bez kiđanja, preciznije, homotopnim preslikavanj ima) prevesti 
jedna u drugu (na Crtežu A.2 su obe krive petlje; jedna je to očigledno, 
a druga zato što spaja suprotne tačke istog prečnika, a to je isti eleurerrt 
gmpe). To znači da prostor parametara nije prosto povezan, već kako se 
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ponekad kaže đvostruko povezan A1Xj . Ovo ima za posledicu postojanje dvo- 
stmko veee imiverzalno prekrivajuće gmpe, i to je kao što će se pokazati, 

grupa unitarnih dvodimenzionalnih matrica sa determinantom 1 , SU(2). 

Za povezane grupe je poznato da njihove različite ireducibilne reprezentacije daju različite 
ireducibilne reprezentacije njihovih Lie-jevih algebri. Obrnuto važi samo za prosto povezane 
grupe. Za SO(3,K), pošto je dvostruko povezana, polovina ireducibilnih reprezentacija odgova- 
rajuće Lie-jeve algebre će đati sve različite ireducibilne reprezentacije grupe, dok ostatak uopšte 
neće đati prave, već tzv. dvoznačne reprezentacije grupe. Preciznije, ireducibilne reprezentacije 
Lie-jeve algebre grupe SO(3, R) su u bijektivnoj vezi sa ireducibilnim reprezentacij ama univer- 
zalno prekiivajuće gmpe SU(2). Stoga će, relativno jednostavna tehnika razvijena za Lie-jeve 
algebre (izložena u paragrafu A.2.3), dati reprezentaeije Lie-jeve algebre, tinie i grupe SU(2), a ne 
grupe SO(3, K); polovina od njih su dvoznačne reprezentacije grupe SO(3,R). Međutim, otkriće 
p olucelobr o j riog spiria nekih čestica je ukazalo na činjenicu da su upravo grupa SU(2), dakle i sve 
njene reprezentacije, relevantni za fiziku. Rotacije pojedinačnih objekata u trodimenzionalnom 
prostoru, od kojih je, na osnovu iskustva prirodno poći, samo su jedna, i to ne sasvim verna slika 
stvarne simetrije prirode. 


A.1.4 * Grupa SU(2) 

Grupa SU(2) je skup dvodirnenzionalnih unitarnih rnatrica sa determinantom jeđnakom jedinici, 

tj. matrica U = ( ^ za koje je det U = ad—bc = 1 i ( ^ ^* ) = = 

Stoga se svaki element ove grupe može predstaviti u obliku: 

Uia , b) = ( ^ ) uz uslov \a\ 2 + |5| 2 = 1 , (A.1.8) 

gde su a i b kompleksni brojevi, tzv. Cayley-Klein-ovi parametri. 

Jednakostima a = uo+iui i b = 11-2 + ш.з, grupa SU(2) se zadaje pomoću četiri realna pararne- 
tra, koji zadovoljavaju uslov iz J2i=o и ? = l a | 2 + |5| 2 = 1. Stoga elementi ove grupe predstavljaju 
tačke jedinične sfere S 3 u četvorodimerizionalnorn prostoru, i eela grupa se rnože srnatrati ovorn 
sferorn. Sfera S 3 je trodimenzionalna mnogostrukost, pri torne kornpaktna, povezana i prosto 
povezana. 

Zadatak A. 1.5 Pokazati da se rnatrice iz SU( 2 ) mogu napisati 11 ohliku U(iiq, 11) d = uqI‘2 + ш * cr, gde su Uj 

( i ------ 0 , 1 , 2 , 3 ) realni brojevi, a cr ranije definisane Pauli-jeve matrice. 



Drugu važnu parametrizaciju grupe SU(2) daju Euler-ovi uglovi. Pokazuje se da je opšti oblik 
matrice iz SU(2) zadat i sa: 


U(ol, / 3 , 7) 


в ? £L±0L 

cos 2 
г sin |e 2 


R 7 7~Q 

ism^e 2 

cosfe-^ 


a G [0,2тг], ,5 G [0, 7г], j G [0,4тг]. (A.1.9) 


Može se uočiti da promena parametra 7 za 27г ne ostavlja matricu U(a, fd, 7) nepromenjenom (kao 
kod R(a,j3, 7)), već se dobija matrica suprotnog znaka. Tek promena za 4тг daje istu matricu. 


A.l.Sr 


Preciznije, fundarnentalna grupa rotacione grupe je drugog reda (i sainim tirri rnora biti ciklična grupa C2). 
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Slično grupi rotacija, grupa SU(2) se rnože parametrizovati 27r-loptom. U stvari, pokazuje se 
da se rnatrice iz SIJ(2) rnogu izraziti pomoću različitih vektora dužine £ G [0, 27 t], u forrrii: 

U(i) = cos Џ 2 + % sin ЏЏ. (A.1.10) 

Zadatak A.1.6 Proveriti da je (A. 1 . 10 ) opšti oblik za elemente iz SU ( 2 ) i izračunati matricu U(i). 

Zadatak A.1.7 Već je utvrđeno da je SU(2) prosto povezana. Sa druge strane, iz (A.l .10) se vidi da je U (27ru) = 
U( 2 тг(— u)), a ovo je kod SO(3, K) uzrokovalo dvostruku povezanost. Objasniti. 

Prosta povezanost grupe SU(2) povlači da je ova grupa univerzalno prekrivajuća za celu 
klasu Lie-jevih grupa (sa jednakim Lie-jevim algebrama). Sve grupe ove klase su izomorfne sa 
nekoin od faktor grupa SU(2)/Z ? ;, gde su sa Z-i obeležene različite diskretne invarijantne podgrupe 
SU(2). Poznato je da su, kao kod svih prosto povezanih grupa, sve ovakve podgrupe iz centra 
grupe SU(2). Sa druge strane, grupa SU(2) je očigledno ireducibilan skup inatriea, tj. ne postoji 
zajednički invarijantni potprostor za sve rnatrice grupe. Stoga, po Schur-ovoj lerni, svaka rnatrica 
koja komutira sa svim matricarna grupe mora biti skalarna, cl 2 . Među ovakvim rnatricama, sarno 
±1‘ 2 pripadaju SU(2), te je Z = {Ј 2 , — 1 2 } centar grupe SU(2). 

Jedine podgrupe centra su trivijalne, {I 2 } i sam centar Z. Faktor grrrpa po jeđiničnoiri 
elementu je očigledno izomorfna samoj grupi SU(2). Faktor grupa po centru je grupa rotacija, o 
čemu govori 

Teorem A.1.2 Grupa SO(3) je homornorfan lik od SU(2), pri čemu je kernel homornorfizma 
upravo centar grupe SU(2), tj. važi SU(2)/Z = SO(3). Preslikavanje h, definisano sa 

/ “(o 2 + a* 2 — 6 2 — b* 2 ) ~(a 2 — a* 2 + 6 2 — b* 2 ) a,b + a*b* \ 

h(U(a, 6)) = |(a* 2 - a 2 + 6 2 - b* 2 ) |(a 2 + a* 2 + 6 2 + b* 2 ) i(a*b* - ab) , 

у — a*6 — ab* i(a*b — ab*) aa* — 66* J 

je homomorfizam SU(2) na SO(3) sa kernelom Z. 

Dokaz: Neka je К(а ђ b) ------- h(U(a,b)). Iz |a | 2 + |5 | 2 = 1 sledi da je R(a,b) iz SO(3). Direktnom proverom se 

pokazuje da važi h(U(a , b)U(a' , b r j) = R(a , b)R(a' , U) = h(U(a, b))h(U(a, b 1 )), tj. h je homomorfizam. Specijalno, 
ушл h(U(a,3, 7 )) = R(a,3, 7 ) (uporediti sa (АЛ.,7) i (A.1.9)), tako da se za sve različite vrednosti psrametara 
SU( 2 ) dobija cela grupa SO(3). Svaki element SO(3) se pri tome dobija dva puta, jer je oeigieđno iz definicije h 
da je h{U(a,bj) = h(U(—a, - b )), tj. kernel homorrmrfizma h je centar grupe SU(2). Q. E. D. 

Zadatak A.1.8 U koje matrice iz SO(3) se homomorfizmom h preslikavaju matrice U(a,/3, 7 ) i U(£)? Koji par 
matrica se preslikava u R(a,(3, 7 ), a koji u Д(£)? 

Iz teorema T A.1.2 sledi da je SIJ (2) univerzalno prekrivajuća grupa za SO(3), i kako je 
h(U) = h{—U ), prekrivanje je dvostruko, tj. svakom elementu SO(3) odgovaraju dva elementa 
SU(2) suprotnog znaka. Ovo znači i da se SO(3) inože parametrizovati polovinom sfere S s , i 11 tom 
smislu se o a i b govori kao o Gayley-KIein-ovim parametrima grupe SO(3). Treba napomenuti 
da se u okolini jediničnog elementa SU(2) sairio po jedan elernent ove grupe preslikava u okolinu 
jediničnog elernenta SO(3), tj. SU(2) i SO(3) su lokalno izomorfne grupe. Odavde neposredno 
sledi izomorfizam njihovih Lie-jevih algebri. 
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A.1.5 Lie-jcva algebra rotacione grupe 

Као što je već rečeno, Lie-jeve algebre grupa SU(2) i SO(8) su izornorfne i zajednička oznaka ini 
je su(2). Pošto su SU(2) i SO(3) troparametarske grupe, dimenzija ove algehre je n = 3. Kao i 
svaka Lie-jeva algebra, su(2) je određena strukturnim konstantama, tj. komutacionim relacijama 
vektora nekog bazisa. 

Jedan bazis su(2) čine tri generatora rotacija oko koordinatnih osa (to su generatori jednopa- 
rametarskih podgrupa parametara тг -sfere). Matrice generatora se nalaze diferenciranjem (A.1.5) 

po £ u jediničnom elementu grupe (tj. za £ = 0): 


A\ 


0 0 0 

0 0 -1 

0 1 0 


A2 


0 0 -1 

0 0 0 

1 0 0 


0 

0 


-1 0 

0 0 

0 0 


Generatori А г ; očigleđno zađovoljavaju komutacione relacije: 

з 

[ А^, Aj j = 'У ( e ijk A k , 

k = 1 


(A.1.11) 


(A.1.12) 


te su 11 bazisu {Ai, А 2ђ A :i } striikturne konstante = €ф. 

Zadatak A.1.9 Koristeći (A.1.10), odrediti Descartes-ove generatore za SU(2), i pokazati da i oni zadovoljavaju 
komutadone relacije (A.1.12). Na osnovu ovoga uporediti Lie-jeve algebre grupa SO(3,M) i SU(2). 


Za fiziku su od interesa ireducihiine reprezentacije ove algebre, U teoriji Lie-jevih algebri je 
razrađen algoritam njihove konstrukcije. Sam algoritam će, na jeziku jedva izmenjenom zbog 
fizičkog konteksta, biti izložen u sledećem odeljku, a osnovni elementi su dati u nastavku ovog 
paragrafa kroz zadatke. On bazira na razmatranju kompleksifikovane algebre su(2), a to je 
algebra sl(2,C), za koju se pokazuje da je prosta (tj. da ne sadrži netrivijalne ideale). Ova 
činjenica omogućava priinenu moćnog metoda konstrukcije ireducibilnih reprezentacija prostih 
algebri: odredi se standardna forma, tj. Cartan-Weyl-ov bazis, a zatirn se razrnatraju zajednički 
svojstveni vektori reprezenata Cartan-ove podalgebre. Njihove svojstvene vrednosti su težine, i 
najveća ineđu njirna karakteriše ireducibilnu reprezentaciju. Od značaja je i Kazimir-ov operator, 
čiji su svojstveni potprostori upravo ireducibilni potprostori algebre. 

Zadatak AAAO * Za bazis Кј ------ %Ai algebre sl(2, C), pokazati da je [ Kj ] = г Y k i da je pridružena 

reprezentacija 

/0 0 0 \ / 0 0 г \ / 0 г 0\ 

0 0 -г , ad(.K 2 ) = 0 0 0 , ad(.K 3 ) = -г 0 0 . 

\ 0 г 0 / \ — г 0 0 / \ 0 0 0/ 


Zadatak AAAl * Koristeći prethodni zadatak, uveriti se da je дц Tr ad(i\b)ad(ii ? -) = 2б.ц Cartan-ov tenzor 
algebre sl(2,C). Odavde izvesti zaključak da je algebra poluprosta. Zatim, koristeći činjenicu da je dimenzija 
algebre 3 5 pokazati da je sl(2,C) prosta algebra, i. da joj je rang 1. 

Zadatak AAA2 * Birajući za jedini bazisni vektor Cartan-ove algebre (videti prethodni zadatak) /Т 3 , pokazati 
da su K± d = K\ db гК -2 koreni (tj. svojstveni za ad(ii 3 )) vektori, za korenove (svojstvene vrednosti) ±1. 

Zadatak АААЗ * Koristeći Z A.l.ll, pokazati da je C 2 d = j-i 9ijKiKj = 2K 2 , gde je K 2 = K\ + i\| + Kf, 
jedini Kazimir-ov operator algebre sl(2,C). Pokazati da za svaku reprezentaciju D(sl(2,C)) i svaki element K 
algebre važi [ D(K 2 ),D(K) ] = 0 (ovde je D( K 2 ) = Yi-i D 2 (Ki)). Odavde zaključiti da je za ireducibilnu 
reprezentaciju, D( K 2 ) skalarni operator. 
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A.2 Angularni momenti i reprezentacije algebre su(2) 

U ovom odeljku će kvantizacijom klasičnog angularnog momenta biti određene opservable an- 
gularnog momenta. Njihove komutacione relacije će biti iskorišćene za klasifikaciju prostora u 

kojima se ovakve opservable mogu konstruisati. Veza sa Lie-jevom algebrom grupe rotacija će 
omogućiti primenu tehnike standardne za Lie-jeve algebre pri rešavanju ovog problema. 


A.2.1 Kvantizacija angularnih momenata 

U glavama 5 i б je pokazano da su rotacije generisane angularnim momentima, i veza rotacija 
i angularnih momenata je data kako za klasičan, tako i za kvantni formalizam. Kvantizacijom 
klasičnog orbitnog angularnog momenta, 1 = r х p, dobija se vektorska opservabla orbitnog 
angularnog momenta u jednočestičnom orbitnom prostoru Ж 0 , sa Descartes-ovirn komponentama: 

з 

k = СјкГјРк- (A.2.1) 

ј,к = 1 

(kao i do sada, indeksi 1, 2 i 3 označavaju x-, у- i г -komponente vektorskih veličina, npr. l x = 

ypz - zpy). 

Bilo direktnom proverom iz prethodne jednakosti, a na osnovu poznatih komutatora [ fi,pj ] = 
гћбгј koordinate i impulsa, bilo na osnovu Poisson-ovih zagrada klasične mehanike, lako je poka- 
zati da opservable orbitnog angularnog momenta zadovoljavaju komutacione relacije: 

з 

[ k, lj ] — ^ћ ^ ^ tjjkik (A.2.2) 

к = 1 


(npr. [l x ,ly]= lz). 

Način na koji je opservabla 1 uvedena, garantuje da je to vektorski operator u jednočestičriorn 
prostom stanja T-i 0 . No, i taj prostor je izgrađen (u § 2.6) na osnovu analize komutacionih relacija 
koordinata. i impulsa, kao minimalni prostor u korne su te kornutacione relacije zadovoljene za 
netrivijalne operatore A ’ 2-1 . Stoga se nameće pitanje nezavisne konstrukcije prostora u kojima je 
moguće naći opservable Ki, Кг i K 3 , koje zadovoljavaju komutacione relacije tipa (A.2.2): 

з 

[ КЛу ] = '1'ћ 'У "] €јјЛк- (A.2.3) 

к = 1 

Po analogiji, vektorska opservabla K će i dalje biti nazivana angularni moment (ali bez odrednice 
orbitni); razmotreni uzor, orbitni angulami moment, očigledno je jedan specijalni slučaj. Odmah 
treba imati u vidu da ovakva generalizacija daje prostore i operatore koji ne moraju biti relirani 
sa K 0 , pa ni sa samim pojmom rotacija. 

A • 2 • i Tfemiinologij om teorije Lie-jevih grupa, R 0 je prostor netrivijalne ireducibilne reprezentacije Heisenberg-ove 
algebre. Ona je razrešiva, pa su dimenzije njenih ireducibilnih reprezentacija 1 i oo. Kod jednodirnenzionalnih, 
svi elementi komutiraju, te nisu verne, i stoga ostaju beskonačnodiinenzionalne. 



489 


А.2. ANGULARNI MOMENTI I REPREZENTA CIJE ALGEBRE SU(2) 


A.2.2 Veza sa algebrom grupe rotacija 

Komutatori (A.2.3) podsećaju na relacije (A.1.12) za Lie-jevu algebru su(2). U stvari, ele- 
menti iz (A.1.12) pomnoženi konstantom —гћ zadovoljavaju komutacione relacije (A.2.3): 
[ —ihAi, —гћАј ] = ihY^k = iBjki^'Ai'Ak), tj. obe relacije određuju istu Lie-jevu algebru. Ako se 
još uoči da su matrice Aj kosohermitske, dok su operatori Ad opservable, jasno je da operatori 
K čine bazis iste algebre, koji je, pošto su mu elementi hermitski operatori, nešto pogodniji za 
rad u fizici. 

Posledica ovog opažanja je da se kvantizacija rotacija, odnosno angulamih momenata, svodi 

zapravo na nalaženje reprezentacija grupe SU(2) ili, ekvivalentno, algebre su(2). Drugini rečirna, 
treba naći sve prostore u kojirna je moguće realizovati operatore koji zadovoljavaju komutaeione 

relacije (A.2.3), i naći ove realizacije. Teorern TA.1.1 svodi takvu klasifikaciju na konstrukciju 
ireducibilnih reprezentacija. Znajući njih, prostor proizvoljne reprezentacije se nrože razložiti 
na ortogonalni zbir ireducibilnih potprostora, i relevantni problemi rešavati u svakom od njih. 
Stoga će u nastavku biti konstruisane prvo ireducibilne reprezentacije, a zatim će biti razmotreno 
opisano razlaganje u opštein slučaju. 


A.2.3 Konstrukcija ireducibilnih potprostora 

Као što je već napoinenuto, različiti prostori u kojima se mogu realizovati operatori K koji za- 

dovoljavaju komutacione relacije (A.2.3) su zapravo prostori ireducibilnih reprezentacija algebre 
su(2), Stoga će biti nađeni standardnom procedurorn za poluproste Lie-jeve algebre A * 2,2 . 

Neka je V )fe) jedan takav ireducibilni prostor. Precizno, V® je prostor u kojerri deluju tri 
opservable K, pri čeiriu: 

(i) za opservable K važi (A.2.3); 

(ii) u V (fe) nerna netrivijalnih zajedničkih invarijantnih potprostora za K. 

Cilj je riaći sve rnoguće prostore koji zadovoljavaju gorrrje zahteve, i u svakorn od njih tačan oblik 
operatora K. Iz teorema T A.l.l je jasno cla je V )fe) konačne dimenzije. 

Pogodno je uvesti pomoćne operatore povišavanja, i snižavanja, K± = f K\ ± гК 2 (razlog za 
takve nazive će uskoro postati samoočigledan). Jasno je cla ovi operatori sa svoje strane potpuno 

određuju operatore K\ i K 2 , relacijama K\ = \(K± + K ), odnosno K 2 = \(K± — К ). Stoga 

је prostor ireducibilan za K ako i saino ako je ireducibilan za trojku operatora K? } , K± i K_. 
Konačrro, jasno je da su K± i K_ međusobni adjungovani (tj. K± = K±), pa su proizvodi K±K_ 
i K_K± opservable (pozitivne). 


Lema A.2.1 Važe sledeće komutacione relacije: 


[ А' 3 , K± ] = ±ћК±: (A.2.4 a) 

[K+,K_] = 2 ћК 3 ; (A.2.46) 

[ АГз, K±K ] = [ АГ 3 , K К± ] = [ К±К , К К± } = 0. (А.2.4с) 

А - 2 - 2 Та procedura će biti izložena nezavisno, ne podrazurnevajući predznanje iz teorije Lie-jevih algebri, u notaciji 
uobičajenoj za fizičku literaturu. No, čitalac će lako prepoznati standardnu forrnu, korenove i maksirnalne težine. 
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Dokaz: Na osnovu (A. 2 . 3 ) i đefinicije K± se lako pokazuju prva i druga jednakost, a odavde i treća. Q. E. D. 

Iz poslednje jednakosti sledi da su operatori K :i , K + K- i K-K + tri kompatibilne opservable, 
te postoji njihov zajednički svojstveni ortonormirani bazis, | k,m, 7) u prostoru u kojem de- 
luju. Oznaka k u vektoru podseća na prostor a m prebrojava različite svojstvene vrednosti 

operatora K + 

K 3 | k,m, 7) = тћ | k,m, 7); (A.2.5) 

konačno, 7 je indeks koji, u slučaju da K 3 nije kompletna opservabla prebrojava bazis u m- 
tom svojstvenom potprostoru A-2 ' 3 . Svojstvene vrednosti za preostala dva operatora su «*(7): 
K±k + \ k, rn , 7 ) = (7) | k, m, 7 ) . 

Lema A.2.2 Vektori K± | k,m,j ) su zajednički svojstveni vektori operatora K 3 , k + k i 

k-k + , a odgovarajuća svojstvena vrednost operatora k 3 je ( rn ± 1)ћ. Pri tome su za različite 
vrednosti 7 vekiori K± | k,rn, 7) međusobno ortogonalni. 

Dokaz: Niz jednakosti K 3 (K± \ k, m, 7 )) = ([ K 3 ,K± } + 

K±K 3 ) | k, m, 7) = ( ±ћ + тћ ) | k,m, 7) pokazuje daje K± \ k, m, 7) 
svojstveni vektor operatora K 3 za svojstvenu vrednost (m± 1 )ћ (po- 
slednja jednakost u nizu je posledica prve jedakosti iz leme L A. 2 . 1 ). 
Slično, za ostale operatore se nalazi K±K + (K± \ k, m , 7 )) = 
аШк± | k,m, 7), i k T k±(k± I k,m, 7)) = ([ K T ,K± } + 
k±K T )(k± I k,rn, 7)) = (+ 2 ћК 3 + K±k T )(K± \ k,m,nj) = 
(+ 2 h 2 (m± 1 ) + аЈ п (+/))(К± | к, rn, 7)). Ortogonalnost sledi iz jedna- 
kosti (( к, гп,д' | K±)(K - 1 | k,m, 7)) = ( к, гп,д' | К Т К± \ k,m,gj = 

а пАу+- Q- E. D. 

Leina pokazuje da operatori K± i K preslikavaju svoj- 

stvene vektore operatora k 3 u druge svojstvene vektore, 
povišujući, odnosno spuštajući svojstvene vrednosti za 1, i 
ne mešajući pri torne vektore sa različitim vređnostirna 7. 
To znači da se sukcesivnim dejstvom na operatorima K± 

. . i Ki na vektor | k,m, + ) za odabranu vrednost m, dobija 
Slika А.З: Standardni bazis V<*>. niz vektora koji obrazuju in varijantni potprostor. Kako je 

V^ ireducibilan jasno je da ovo mora biti ceo prostor, tj. 
indeks 7 je nepotreban, a k 3 je kompletna opservabla u V^- . 

Teorem A.2.1 Za svako k = 0, 1, |, . . . postoji po jedan ireducibilni prostor angulamog mo- 

menta dimenzije 2k + 1. Standardni bazis ovog prostora je skup vektora (| km ) \ m = 
k,k — 1 , . . . , — k + 1, — k) za koje važi 

K 3 | km ) = ћгп | krn), K± | krn ) = ћл/ ( k 4= m)(k .1 rn + 1) | k,m±l). (A.2.6) 

Dokaz: Kako je K 3 kompletna opservabla, njeni s\ r ojstveni vektori | km ) su ođređeni do na fazni faktor. Ako 

je | km ) jedan ortonormirani svojstveni bazis za K 3 , na, osnovu prethodne leme K± mora preslikati vektor 
| krn ) 11 vektor kolinearan sa | fc,m±l), tj. K± \ km ) = cpj | k,m± 1 ). Konstante ćj t zadovoljavaju 

A.2.3 p ec i a ntnija oznaka bi bila | k, m, j m ), jer а priori degeneracija može zavisiti od rn. Međutirn, uobičajeno je 
da se ova zavisnost podrazumeva, a naglašava saino ako je to neophodno. 


k 

k — 1 


2 кћ 2 = \с к | - 0 

2(*-1)* 2 = 1% il 2 - lAl 2 


m + lo 2 (m + 1 )n~ — \ c 
m 0 2 mK 2 

m — 1 0 2(m - l)fi 2 = |c 


'm+ll rm+2 


m — 1 1 


k' + i 
k' 


2(k +l)fi \c k , + l \ \ c k' + ‘i\ 


2 k'K 2 


+' + !! 
0 
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jednakost cR = (k,m + 1 | (K+ \ km )) — ({k,m + 1 \ K+) \ km) = c m+1 . Koristeći (A.2.4b) nalazi se 
| c” | 2 — |с+Г = \\K- | km)\\ — || K+ | krn ) \ \ = (krn \ [ K+. K- ] | krn) = 2 ћ(кт | А'з | krn) = 2 ћ' 2 т, tj. 

2fi 2 m = |c” | 2 — |c”+i| 2 , Vm. (A.2.7) 

Već ranije naglašavana konačnost dimenzije prostora V^ ima za posledicu da postoje maksimaina i rnini- 
malna vrednost indeksa m: neka su to k ------- max{m} i k ! = min{m}. To znači da je K+ | k,m = k ) = 0 i 

K | V rn = fc' } =0, tj. = c^, = 0. Kako se iz | k,m = k) uzastopnim dejstvorn operatora K smanjujući 

m za po 1, može dobiti vektor | fe,m = k ! ), kao i ceo bazis prostora V^ sledi da ova maksimalna vrednost, 
fc, jednoznačno određuje sarn prostor (zato je ona i anticipirana kao oznaka prostora). Sumirajući jednakosti 
(A.2.7) po m u celorn intervalu [fc', fc], na desnoj strani se svi sabirci poništavaju (videti Crtež C А.З), pa se nalazi 
2 ћ 2 Y, k m=k , rn = 2ћ 2 E™=o( fc ' + m ) = 2 N(k’(k -k' + l)+ (*-*')(*-*'+1) ) = ћ 2 {к + k r )(k _ k , + x) = 0. 0 davde 
sledi (jer je k > fc', te je k ■■■■■■ k ! -h 1 > 0) da je к/ = —k. Konačno, pošto se sukcesivnim oduzimanjem broja 1 od 
k dolazi do У = — fc, jasno je da je k nenegativan ceo ili poluceo broj. 

Na sličan način, sabirajući jednakosti (A.2.7) od k pa do nekog odabranog m, naiazi se 2ћ 2 Yl\= m = ( т "ћ 

i) = 2 K 2 (m{k — m + 1) + = h 2 (k + m)(k — m + 1) = |c“ |". Izborom realnog faznog faktora za 

same koeficijente c“ , uz nađene veze c+ i c“ , dobija se ostatak tvrđenja teorema. Q. E. D. 

Na osnovu prethodnog teorema i definieionih jednakosti za operatore K±. očigledno je da 
opservable angularnog momenta na vektore bazisa (| km) | m = k. k — 1 , . . . , —k} prostora V^ 
deluju na sledeći načiri: 

h f h 

К\ | km ) = TT\/(k — m)(k + m + 1.) | fc, m + 1 ) + - \/(k + m)(/>; -- m + 1) | fc, m — 1 ), (A.2.8a) 

K 2 | krn ) ------- — \/ (k — rn) (k + rn + 1) | к ђ rn + 1 ) — — \J (k + m)(k — m + 1) | k, rn — 1 ), (A.2.86) 

L v zt 

К$ | km ) = Hrn | fcm ). (A.2.8c) 

Jasno je da je matrica koja reprezentuje operator K 3 u standardnom bazisu dijagonalna, sa vred- 
nostima ћгп (m = k, . . . , —k) na dijagonali; matrice operatora K\ i K 2 imaju nenulte elemente 
samo na dijagonalama ispod i iznad glavne, a njihove vrednosti su date gornjom jednakošću. 

Zadatak A.2.1 Odrediti rnatrice operatora K, K± i Ei + za k = 0, + 

Konačno, eksponenciranjem ovako dobijenih operatora K, dobijaju se i operatori rotacija. 
Reprezentanti rotacija oko Descartes-ovih ortova {ех,е2,ез} su operatori D (k) (џеГ) = e~^ Ki . Na 
primer, u standardnom bazisu, rotacija za <p oko ез se reprezentuje dijagonalnom matricom 

DW(<pe 3 ) = diag [e~ upk , e ~ up( - k ~ l) , ..., e+. (A.2.9) 

Pri parametrizaeiji Euler-ovim uglovima, reprezentanti se rnoraju množiti na isti način kao i 
elementi grupe, te (A.1.6) povlači D (k) (a,i3, 7) = D (k) (ae 3 )D (k) (/3ei)D (k) (7e 3 ) . Zbog dijagonal- 
nosti D ( M(cpe 3), matrični elementi operatora D (k) (a,/3, 7) u standardnom bazisu su: 

е г(пгу +m'a)( km | е фк\ | ^ ^ 


7) 


(A.2.10) 
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To su tzv. Wigner-ove ili uopštene sferne funkcije, i rnože se pokazati A-2-4 da je: 


D$(a,P,r 


(k + p)l 


: e l{vi+qa) cos~ p - q - sin q - p ^P k q cos" p - 9 P 


2 ! 


(A.2.11) 


(k — p)\(k + q)\(k — q)\ 

gde je Pp q (Ć == м к -р (Ć +q Ć — t) k q )- Očigledno je da se uz pomoć Wigner-ovih funkcija, dejstvo 

uopštene rotacije na standardni bazis se može predstaviti u formi 

£) {к) (т u) | km) = D mL(<P u ) I km ')> (A.2.12) 


što je zapravo ekvivalentna alternativna definicija standardnog bazisa A-2 ' 5 . 

Jednakost (A.2.9) pokazuje da pri polucelom k operator rotacije za 27г oko e 3 nije jedinični 
operator I već —I, tako da istoj rotaciji iz SO(3, E) (rotacija za ugao 0 i 2тг su isti, jedinični 
element ove grupe) odgovaraju dva operatora suprotnog znaka, kao u grupi SU(2). To znači da 
ovi operatori daju dvoznačne reprezentacije grupe SO(3, R), a obične reprezentacije grupe SU(2). 
Kada je k celobrojno, dobijaju se prave reprezentacije obe grupe. 


A.2.4 Kvadrat angularnog momenta i standardni bazis 

Pomoću vektorske opservable angularnog momenta rirože se konstruisati opservabla kvadrata 
angularnog momenta: 

(A.2.13) 

Kao što će se uskoro ispostaviti, ova opservabla ima značajnu ulogu u teoriji angularnog momenta, 
zahvaljujući lako proverljivoj kompatibilnosti sa svirn komponentama angularnog momenta: 

[ K 2 , ki ] = 0, i = 1, 2, 3. (A.2.14) 

Odavde sledi da su svojstveni potprostori K 2 invarijantni za sve operatore Ki, tj. da sadrže 
cele ireducibilne prostore angularnog rnornenta. Specijalno, to znači da u jednorn ireducibil- 
riorn prostoru V {k) operator K 2 deluje kao skalarni operator, tj. jedinični operator pomnožen 
konstantorn (realnorn, jer je to svojstvena vrednost za K 2 ). Precizno, iz (A.2.13) sledi da je 
K 2 = \(k + k_ + kJ< + ) + kl Stoga je K 2 I krn) = |(( C -) 2 + (c+) 2 ) + т 2 ћ 2 , tj. 

(A.2.15) 

Vidi se, kao što je i anticipirano, da na sve vektore standardnog bazisa, samiin tiin i na sve 
vektore iz V {k) , K 2 deluje tako što ih rnnoži skalarorn k(k + 1 )fi ž . 

Treba zapaziti da vrednost izraza k(k+ 1) jednoznačno određuje i sam argument k, tj. k(k+l) 
je na intervalu [0, oc) obostrano jednoznačna. To znači da svojstvena vrednost operatora K 2 
jednoznačno određuje A ’ 2 6 ireducibilni prostor V ^ . 

A - 2 ' 4 Sledeći izraz je dat u knjizi Желобенко Д., Штерн A., Представленш Групп Ли (Наука, Москва 
1983). Drugi oblik istog izraza je detaljno izveden u knjizi Ф. И. Федоров, Группа Лоренца, Наука, Москва 
1979. 

А.2.5 J 3 e fi n j c ij a (А.2.6) је uobičajena u kontekstu teorije Lie-jevih algebri, dok se u nešto opštijem kontekstu teorije 
grupa (ne samo Lie-jevih) uvodi definicija (A.2.12). 

А.г.вда jeziku Lie-jevih algebri ovo znači da je K 2 Casimir-ov operator algebre ranga 1. 


K 2 | km) = к(к + 1)ћ 2 | km ) 


K 2 = TLiJ 



493 


А.2. ANGULARNI MOMENTI I REPREZENTA CIJE ALGEBRE SU(2) 


A.2.5 Standardni bazis u opštem slučaju 

Do sada su bili razmatrani prostori ireducibilni za vektorsku opservablu K angularnog mo- 
irienta. Teorem TA.1.1 garantuje da se svaki prostor R, pri zadatim operatorima K koji zado- 
voljavaju komutacione relacije (A.2.3), razlaže na ortogonalni zbir potprostora V {k) ireducibilnih 
za ove operatore. Pri torne se svaki od ireducibilnih potprostora rnože javiti više puta. Neka 
je dk broj pojavljivanja A:-tog ireducibilnog potprostora u % (jasrm, za neke vrednosti к rrrože 
biti i dk = 0, tj. % ne mora sadržati sve ireducibilne potprostore); ovi ireducibilni potprostori 
su označeni A ' 2 -^ sa \ = i, , , . ; $ к (svaki j e izomorfan sa V {k) ). Ako % {к) zbir k-tih 

ireducibilnih prostora, % {к) '= @ d ^ =l % {k,x) , onda je razlaganje celog prostora 

U = ®k=o,±,.U (k) = ©*=0,1,... ©ti K {k ’ X) . 

Znajući ovo, jasno je da je u % mogiiće naći standardni bazis 


{ | ктХ ) | k = 0 


m 


k. 


- k ; Л 


■ , 4 } 


(A.2.16) 


sastavljen od standardnih bazisa ireducibilnih potprostora % )kx) (pri fiksiranim vrednostima k i 

Л). 

U torn bazisu je dejstvo operatora arrgulamog mornenta suštinski dato relacijarna (A.2.8) i 
(A.2.15): 


K i | km \ ) = 

: 2 (>/ ( k ~~ m )( k + m + 1 

к ђ m + 1, A ) 

+ \/ik + m)(k — m + 1) к ђ п. 

i- 1,A», 

(A.2.17a) 

K 2 | krnX ) = 

тг(\/ (k ~ m ) (k + m + 1) 

Zt 

к ђ т + 1, A) 

— \/ (k + m)(k — m + 1) к ђ n 

J - 1j л»> 

(A.2.176) 


K 3 krn, X) = ћт krr . 

i, X), К 2 I 

km ) =k(k + l)!i 2 I krn) 


(A.2.18) 


Stoga je određivanje ovakvog bazisa u % zapravo ekvivalentno razlaganju prostora na ireduci- 

bilne potprostore, i samim tim značajno kako zbog konceptualnih razloga, tako i zbog tehničkih 

pogodnosti. 

Uobičajeni algoritam nalaženja standardnog bazisa direktno sledi iz opisanih svojstava opera- 

tora K i K 2 . Nairrre, pošto svojstvene vrednosti operatora K 2 obostrano j ednoznačno određuju 
tip ireducibilnog potprostora, tj. broj k, potprostor %S k) je tačno svojstveni potprostor ope- 
ratora K 2 za svojstvenu vrednost k(k + 1)ћ? (u (A.2.18) se ovo manifestuje tako što dejstvo 
K 2 na vektore standardnog bazisa ne zavisi od m i Л). Cestim žargonom se ovaj višestruki 
(precizno d*-struki) ireducibilni potprostor naziva ”ormar sa fiokama” (Crtež CA.4). Sa druge 
strane, komutacione relacije (A.2.14) obezbeđuju da se sve opservable K redukuju u orrnaru (jer 
su svojstveni potprostori neke opservable istovremeno invarijantni potprostori za sve kompati- 
bilne opservable) . Pošto komponente angularnog moinenta nisu rneđusobno kompatibilne, bira 
se jedna od njih, i to po konvenciji K ?J , za dopunu opservable K 2 . Na osnovu prethodnih razma- 
tranja, K$ je kornpletna u svakoin ireducibilnom prostoru %S kX) , i pri toine podjednako deluje u 
svakom od njih (što se u (A.2,18) manifestuje kao nezavisnost od k i Л delovanja K% na vektore 
standardnog bazisa; unutar ormara je k fiksirano, tako da ostaje nezavisnost od Л). Stoga su 

A - 2 - 7 I ovde je primenjena konvencija objašnjena u A.2.5. Precizno pisanje bi zahtevalo %S k,Xk) . 
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Slika A.4: Standardni bazis. Levi pravougaonik je H )k ): njegova rn-ta vrsta je 'Н ( т , kolona 
X je ireducibikii potpmstor W kX ) , a njihov presek je jednodimenzionalni potprostor razapet 
vektomm \ km\). Na desnoj strani je celokupni prostor H koji se razlaže па potprostom H )k ) 
( isprekidani kvadrati), a ovi na po dk ireducibilnih potprostora H kX) . Istovremeno, desna slika 

je i kvazidijagonalni matrični oblik operatora angularnog mornenta и standardnom bazisu. 


svojstveni potprostori za K 3 u H^ (ifc-stmko degenerisani, tj. za svako m = k, . . . , —k jedan 
dfc-dimenzionalni potprostor HĆi prostora H^ je svojstveni potprostor za K 3 . Ovaj potprostor, 
tzv. ”fioka ormara” je oeigledno zajednički svojstveni potprostor opservabli K i) 2 i K 3 u H, za 

svojstvene vrednosti k(k + 1 )ћ 2 i гпћ, respektivno. Konačno, izbororn jednog bazisa 11 jednoj od 
fioka, npr. H^Ć , tj. izborom {j km\) \ X = 1, . . . , d fe ), određuju se i bazisi 11 ostalim fiokama 
spuštanjem i podizanjem vrednosti m, tj. uzastopnim dejstvom operatorima K± na | km X), na 
osnovu relacija (A.2.6) koje sada postaju 

| k, m ±1,Л) ^ ' ===K ± | kmX), X = 1, . . . , d k . (A.2.19) 

ћ\Ј (k + rn)(k ± rn + 1) 

Jasrio je da se za fiksirano Л dobija standardni bazis jednog iređucibilnog potprostora, H) kX ) 
(” krilo orrnara” na Crtežu CA.4). 

Na taj način se algoritarn nalaženja standardnog bazisa sastoji iz tri koraka: 

i) Rešavanje zajedničkog svojstvenog problema (A.2.18) za K 2 i K 3 , čime se dobijaju ormari i 

fioke; 

ii) izbor jedne fioke Hni i bazisa | krnX ) u njoj; 


iii) forrniranje celog standardnog bazisa u tirne (ponavljanjern procedure za svako k za koje 
je dk > 1) i u H, dejstvorn operatorirna K± na vektore odabrane u prethodnom koraku. 
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Treba obratiti pažnju na proizvoljnost u koraku ii) opisanog algoritma: bazis fioke nije a priori 
ođređen. Ovakve proizvoljnosti se obično rešavaju kompletiranj ern skupa kompatibilnih opser- 
vabli, kao što će biti opisano u sledećern paragrafu. 

U standardnom bazisu, operatori K i K 2 imaju kvazidij agonalnu formu, pri čemu blokovi 
na dijagonali odgovaraju ireducibilnim potprostorima RS k,x \ a za isto k i različite vrednosti 
Л odgovarajućih dk blokova je jednako (specijalno kod operatora K ?J i K 2 i sami blokovi su 
dijagonalni). 


A.2.6 Tenzorski operatori 

Ako je u prostoru stanja Li zadat nesingularni operator B, onda je tirne zadat i operator u 

prostoru svih operatora u %, tj. superoperator, čije je dejstvo na proizvoljni operator Л: BA = f 
ВАВ- 1 . Ovo je generalizacija veze rneđu operatorirna i superoperatorirna koji se dobijaju pri 
kvantizaciji Galilejeve grupe A/2 ' 8 (glava 5). Stoga se superoperatori opštih rotacija rnogu dobiti 
nevezano sa Galilejevorn gruporn, tj. i u slučaju opštih rotacija. Dakle, uvek kacla je u % zadata 
reprezentacija grupe SU(2), i u prostoru operatora je zadata jedna reprezentacija iste grupe. 
Dobijerri operatori takođe čine reprezentaciju grupe SU(2), te se i u prostoru operatora rnože 
ponoviti ista procedura razlaganja i određivanja standardnog bazisa, kao i u prostoru stanja %. 

Odgovarajući standardni bazis operatora se označava sa Tm‘ X K Međutim, indeks Л je suštinski 
nepotreban, jer se, za razliku ocl vektora stanja, kacla se obično traži njihova potpuna klasifikacija, 
tj. bazis, za operatore urrapred zna koji se razmatraju u datorn fizičkorn problernu, tako cla 
pitanje bazisa u operatorskorn pmstoru nerna praktične važnosti. Stoga u nastavku ovaj indeks 
rreće biti pisan, i smatraće se da je zapravo sađržan u slovnoj oznaci operatora (npr. i 

Bm^ su iz različitih ireducibilnih potprostora istog tipa). Skup operatora {Tm } \ m = k, . . . , --k} 
obrazuje jedan ireducibilni prostor, koji se naziva ireducibilni tenzorski potprostor, đok se pojedini 
operatori T^ nazivaju komponente ireducibilnog tenzorshog operatora. Jasno je po definiciji, da 
se pri dejstvu rotacija komponente transforrnišu kao i vektori standardnog bazisa (A.2.12): 


т (риу: 


и 1 р п ап)тр, 


(k) 


(A.2.20) 


gcle su U m ) m (<pu) Wigner-ove funkcije. Razmatrajući rotacije oko Descartes-ovih ortova i dife- 
rencirajući levu stranu prethodne jeđnakosti, dobijaju se komutatori sa opservablama K. No, ti 
izrazi su zapravo komponente angularnih momenata u prostoru operatora, pa na desnoj strani 
inora biti arralogon ocl (A.2.6): 

[ K 3 , T™ ] = mhfM, [ K ± , ] = ^(ктгг\(к±т + 1)ћ^:1 л . (A.2.21) 


Ovo je takođe rnoguea alternativna definicija komponenti ireducibilnog tenzorskog operatora 
(uporediti sa primedborn A.2.5) . Jasno je da operator komutira sa K ako i samo ako je ireducibilni 

А.2.8џ poređenju sa odgovarajućim izrazima iz glave 5 , 11 posieđnjern izrazu su izmenjena mesta operatorima 
B i B'"" { . U stvari, gornji izraz je formalna definicija jednog superoperatora, nezavisna od mogućih fizičkih 
interpretacija, dok su superoperatori razmatrani u glavi 5 irnali tačno određenu, pasivnu, interpretaciju dejstva 
Galilejevih transformacija u prostoru operatora. 
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tenzorski operator sa k = 0 (samim tim i m = 0); takvi operatori se nazivaju skaiarni operatori. 
Za k = 1 se dobija trojka operatora {т/\т/\т)_\}, i to je tzv. vektorski operator. Nije teško 
proveriti da sarni operatori angularnog momenta obrazuju jedan vektorski operator; uz pomoć 

lerne LA.2.1 se nalazi da operatori ТЈр = K ?J i 2+ = тЈ\к± zadovoljavaju (A.2.21). 

Kako je u prostoru operatora rnoguće naći bazis čiji su elementi kornponente ireducibilnih 
tenzorskih operatora, svaki operator se rnože napisati kao linearna kombinacija iređucibilnih 
tenzorskih operatora. Sa dmge strane u prostoru stanja % je već ranije određen standardni 
bazis. Stoga je bilo koji rnatrični element (ф \ A \ х ) rrmguće napisati kao linearnu kombinaciju 
matričnih elemenata (k 2 m- 2 Л 2 | t\Ć \ кгпцХ] ). Prenia tonie. pomoću ovih ”standardnih” 
matričnih elernenata rnoguće je izraziti sve verovatnoće prelaza, tj. osnovne eksperirnentalno 
opservabilne veličine. Očigledni konceptualni značaj ovog rezultata pojačava sledeći 

Teorem A.2.2 (Wigner, Eckart) Matrični element (к 2 т 2 Х 2 \ Т+ \ kxm\X\ ) se može izraziti 
u formi 


{kmX | T‘mĆ | k\m\Xi ) = ( k\mi,k 2 m 2 \ km){ кХ ||j++| k\X\ ) , 


(A.2.22) 


gde je {k,X | \ТТТ\ | k\Xi ) tzv. redukovani matrični element nezavisan od m, m,\ i m- 2 , dok je 

( k\mi\ k 2 m 2 \ km) Clebsch-Gordan-ov koeficijent A-2-9 : 


( kik 2 m,im 2 | km) = б 


m i + Ш 2 ,m 1 


(2 k + l)(&i + k ‘2 — к)\(к\ — k ,2 + k)\(k 2 — k\ + k)\ 


(k\ + k 2 + k + 1 )! 


х 


(A.2.23) 


\/(k\ + m,i)\(ki - m,i)l{k 2 + m 2 )\(k 2 - m 2 )\(k + m)\(k - m)l 

+ј г (- l) z [z\(k\ + к 2 - k - z)l(ki - пц - z)\(k 2 + m 2 - z)\(k - k 2 + mj + z)\(k - к г ~~ rn 2 + z)l 

(z prelazi skup svih vrednosti za koje su sabirci u sumi konačni). 

Dokaz (dat u paragrafu §7.4.7) bazira rra uočavanju da je vektor T'm/ \ +im+i ) iz prostora u 
kome deluje reprezentacija & к ‘ 2) Ona nije ireducibilna, i samo ako sadrži reprezentaciju 

DTI matrični element nije nulti. Ovakvo razlaganje se detaljnije razmatra u § A.4. 

Wigner-Eckart-ov teorem pokazuje da se svaki od (2 k + 1) (2/с г + T)(2k 2 + 1) matričnih ele- 
menata (kmX | Тт/ \ к^т^Х^ ) (pri fiksiranim k,ki,k 2 ,Xi i Л 2 i različitim m-i,m 2 i m) izražava 
kao proizvod jednog istog faktora (redukovani matrični element ne zavisi od mi,m 2 i m) i od- 
govarajućih Clebseh-Gordan-ovih koeficijenata. Kako su Clebsch-Gordan-ovi koeficijenti zadati 
kao funkcije kvantnih brojeva ki,k 2 ,k,mi,m 2 i m, oni ne zavise od prirode problema koji se 
razmatra (npr. fizičkog smisla operatora Tm ), niti od brojeva A] i Л. 

U slučaju skalarnog operatora, tj. operatora A = koji komutira sa K, pa stoga i sa K 2 , 
on se inora redukovati u zajedničkim svojstvenim potprostorima za K 2 i K$, tj. u ”fiokama” 
TĆm . Stoga, ako je A opservabla, u TĆm mora postojati njen svojstveni podbazis, npr. | krna,X a ): 
A | kmaX a ) = a \ kmaX a ). No tada je, A(K± \ kmaX a )) = K±A \ kmaX a ) = a(K± \ kmaX a )), 
tj. i K± | krnaX a ) je svojstveni vektor za A za istu svojstvenu vrednost a. Na taj način 
je pokazano da je u svakom potprostoru TiA^ operator A redukovan u konstantni operator 

A . 2 . 9 cl e bsdi-G 0r d an - 0 vi koeficijenti su nešto detaljnije razmatrani u paragrafu § A.4.2. 
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a/ 2 k+i- U standardnom bazisu on irna dijagonalni oblik, pri černu je svaki ireducibilni potprostor 
karakterisan istorn svojstvenom vrednošću na dijagonali. Nije teško pokazati da se do istog 
zaključka dolazi i iz Wigner-Eckart-ovog teorema, za A; 2 = 0. Ovaj rezultat se koristi kao dopuna 

algorltma nalaženja standardnog bazisa: u fizičkirn problemirna se običrm javlja neka opservabla 
kompatibilna sa K (npr. hamiltonijan kod sferno simetričnih sistema), a u fiokama LĆm je 
kompletna opservabla; zato se u koraku ii) biraju njeni svojstveni vektori za standardni bazis, a 
njene svojstvene vrednosti preuzimaju ulogu kvantnog broja Л. 


А.З Orbitalni angularni moment 

Opšti rezultati dobijeni u prethodnom odeljku će sada biti primenjeni na osnovnu realizaciju 
angularnog momenta, odnosno na orbitni angularni moment jedne trodimenzionalne čestice. 


A.3.1 Prostor funkcija na sferi 

Pri razmatranju kretanja jedne čestice u trodimenzionalnom prostoru, kao što je već ranije opi- 
sano u glavi 2, odgovarajući prostor stanja je orbitalni prostor % 0 , koji u koordinatnoj reprezen- 
taciji postaje Lebesgue-ov prostor £ 2 (r). Dejstvo grupe rotacija u ovorri prostoru je riađeno u 
glavi 5: 

D(R)f(r)^ f(R x r), (A.3.1) 


gde D(R) operator koji reprezentuje rotaciju R. 


Generatori rotacija oko koordinatnih osa se mogu naći direktno iz prethodne relacije, ili 
kvantovanjem odgovarajućih varijabli klasične mehanike, kao u § A.2.1; to su orbitalni angulami 

momentU -3 ' 1 : 


K, 


-гћ 'У ) €ijkXj 
jk = 1 


dxi 


(A.3.2) 


Zadatak A.3.1 Izvesti (A.3.2) direktno iz (A.3.1). 

Ako se u (A.3.1) iskoriste sfeme koordinate, koordinata r se ne menja: D(R)f(r, в, ц>) = 
f(r, в' , (f'). Stoga je pogodno razmatrati £ 2 (r) kao potprostor u £ 2 (r) ® £ 2 (п) onih funkcija 
f(r, в, ф) za koje je /(0, в, ф) konstanta (ovo je očigledan uslov uzrokovan singularnošću sfemih 
koordinata u r = 0). Jasno je da je ugaoni faktor prostor £ 2 (п) = f £ 2 (i9, </?) zapravo Lebesgue- 
ov prostor funkcija na sferi. Pri tome se faktorišu i operatori rotacija i angularnih momenata: 
D(R) = I r ® [D(R)]q, 1 = I r ® [1] п . Vidi se da je dejstvo ovih operatora netrivijalno sarno u 
£ 2 (0), i svojstva ovih operatora su efektivno određena faktorom iz £ 2 (0). Zato će u nastavku 
sarno ovaj prostor biti razmatran, a indeks п će biti izostavljen (ali podrazumevan). 

Jednakosti (A.3.2) u sfernim koordinatama postaju 

Q Q л Q Q 

h = iMsin <p— - + ctg в cos +-— ), l 2 = -гћ(соз - - ctg в sirr +-— ), (А.З.За) 

UU (j(p UU u(p ' 


А - зл Као i do sada, podrazumeva se К г = В(К г ), 
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-гћА 


(А.З.Зб) 


a odavde se lako nalazi i kvadrat angularnog momenta: 


fc2 Г 1 д 2 I 

I- sin 2 9 дф 2 ' sin 9 д9 


sin 



(A.3.4) 


Zadatak A«3»2 Izvesti relacije (A.3.3) i (A.3.4). 


Singularnost sfernih koordinata u polovima sfere 9 = 0, тг povlači da u ovirn tačkama funkcija 
na sferi ф(в,(р) za в = 0, тг ne sme zavisiti od ( p, tj. ф(0 ,ip) i 'ф(п,(р) su konstante. Stoga se 
u C 2 ($) 0 £ 2 (<p) izdvaja С 2 (п) kao potprostor funkcija potčinjenih gornjem graničnom uslovu. 
Takođe, zbog definicije sfernih koordinata, za svaku funkciju na sferi važi ф(р, в) = ф(р + 2Ћ, в). 
Na taj riačin moguće je razrnatrati operatore angularnog momerrta u većem prostom, Ć 2 (9) О 
Ć 2 (p), a naknadnorn analizom rezultati se svode na £ 2 (0). Prostor C 2 (p) je skup funkcija rra 
kružnici, tj. funkcija koje zadovoljavaju /?,( 0) = /г(2тг), ili ekvivalentno, skup periodičnih funkcija 
na R sa periodorn 2тг. Proširujući operatore /3 i l 2 na prostor С 2 (в) <g> С 2 (р>), oni dobijaju formu 


/3 1 $ C /3 


sin 2 9 


Гг 2 d 

sin 9 d 9 


sin 4 ls 




(A.3.5) 


gde je [h] v = -гћ^. 

A.3.2 Sferni harmonici 

Na taj riačin je određen prostor £ 2 (0) relevantan za opis orbitnog angularnog mornerrta jedne 
čestice, i operatori koji reprezentuju angularni rrroment u njerriu. U skladu sa rezultatima pa- 
ragrafa § A.2.6, potrebno je rešiti zajednički svojstveni problem (A.2.18) za operatore (А.З.Зб) i 
(A.3.4), da bi se dobio standardni bazis, u kome svi operatori imaju poznatu formu. Alterna- 
tivno, može se rešavati zajednički svojstveni. problem operatora (A.3.5) uz nametanje pomenutih 
graničnih uslova u polovima sfere. Da bi se izbegao sistem parcijalnih diferencijalnih jednačina 
11 prvom pristupu, razmotrena će biti druga mogućnost. 

Naime, u prostoru C 2 (9)®C 2 ( ф) moguće je razdvojiti promenljive na osnovu sledećeg očiglednog 
rezultata. 


Teorem A.3.1 (O razdvajanju promenljivih) Neka, je prostor % proizvod % = %i ®%2- 
Neka su dalje J 5 * i Ci (i = 1 , 2 ) opservable (u odgovarajućim faktor prostorima) sa spektrima 

в г = {b 1 }, odnosno 7* = {£}, dok je {| ¥, Х г (р г ) )| ¥ G јЗ 1 ; X l (¥)} svojstveni hazis za Д. 

i) Spektar opservable A = B1OB2 je {b L b 2 | ¥ G /З 1 , b 2 G C 2 }, a svojstveni bazis | b L , X b i }0 | b 2 , X 52 ). 


ii) Neka je A = B\ ® B 2 + C\ 0 Cj. pri čemu su opservable B 2 i C 2 kompatibilne, sa zajedničkim 


svojstvenim potprostorima % 


(6 2 ,G) 


Tada je Tt = ф 6 2 ОН- 




ortogonalna dekompozi- 


cija prostora % na invarijantne potprostore opservable A. a u svakom od njih A se redukuje 


u opservablu A^C) = (£2Д + 0 /(&V 2 ). 
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Drugi deo teorerna daje algoritarn za rešavanje svojstvenog problerna operatora A. Za svaki par 


W 


(6 2 ,c 


se resava 


kompatibilnih svojstvenih vrednosti operatora B 2 i C 2 , u potprostoru %i 
svojstvenl problem redukovane opservable А^ %с K Ako je | о/ б ,c Л а(6 2 ;С 2 ) ) svojstveni bazis 
operatora b 2 Bi+c 2 C\ u %i, na osnovu prvog dela teorema (uzimajući B 2 = / 2 i B 1 = b 2 Bi+c ž Ci) 


svojstveni bazis operatora Aj 62 U) u TL\ O Tt 2 ,c ^ je | 


, К а ( 6 2 ;С 2 


)® | b 2 . 


c 2 , Xb 2 ,c 2 )■ stoga 


se svojstveni problem za A rešava tako da se reši zajednički svojstveni problem za B 2 I C 2 , 
formiraju odgovarajući zajednički svojstveni potprostori Tl 2 ,c ' ovih operatora u Tt 2 (sa bazisom 
| b 2 , c 2 , Xb 2 ,c 2 )); kada se za svaki od njih reši svojstveni problem operatora b 2 B i + c 2 Ci u TL\, 
dobija se ceo svojstveni bazis za A. Očigledno, spektar mu je {аЏ >2 ' с2 ) | \fh 2 ,c 2 }. 

Sada se može pristupiti direktnom rešavanju zajedničkog svojstvenog problema I 3 i Г 2 . U 
TL V dobija se za [/ 3 ]^ svojstvena jednačina = тћћ{ф). Njena nezavisna rešenja su 

h m (ip) = е гт1р , a uslov periodičnosti h m ( 0 ) = h m (2ir) pokazuje da rn može biti samo ceo broj. 
U prostoru funkcija na kružnici £ 2 (<p), ovo je jedan bazis (ortonormiranost se postiže delenjerri 
sa л/2тг), tj. ЏАр je kompletna opservabla. To automatski znači da je 11 prostoru TL 0 angulami 
moment eelobrojan (tj. u razlaganju TL 0 javljaju se samo ireducibilni potprostori Тб- к,х ^ sa celim 
k). Kako je faktor iz £ 2 (0) operatora l 3 jedinični operator, Teorem T A.3.1.i) pokazuje da je svaka 
funkcija ф т (0, <p) = g(0)h m (p) jedan svojstveni vektor ovog operatora za svojstvenu vrednost 
mh. Stoga opservabla l 3 nije kompletna, a faktor g(0) određen je isključivo na osnovu svojstvenog 
problerna Г 2 . 

Izraz (A.3.5) pokazuje da svojstveni problern opservable l 2 rnože da se reši na osnovu Te- 
orerna ТА.ЗТ.п). Uzimajući B 2 = [Ž 3 ] 2 , a C 2 = I v , nađeno rešenje za [l z ] v povlači da se za 

svako celobrojno m ф 0 dobija. prostor £ 2 (0) <0 gde je %} m I dvodimenzionalni potprostor 

obrazovan funkcijama e tmip i eN mvp (u oznakama teorema je б 2 = \т\ 2 ћ 2 , dok jedina svojstvena 
vrednost c 2 = 1 za I ip nije naglašena). Tako se u ovom prostoru opservabla l 2 redukuje 11 




т 2 ћ 2 

sin 2 0 


sinč>đA в ,Ш' 


Dakle, svojstvena jednačina 1 2 ф(0, p) = 1(1 + 1)ћ?ф(0, p), svodi se na niz jednačina 11 prostorima 

£ 2 (0) 0 %} m \', nakon uvođenja promenljive х = cosO (time i ^ = — J^g^) i jednostavnog 
sređivanja, to je niz uopštenih hipergeometrijskih jednačina : 


đ 2 2x d 1(1 + 1) (1 — х 2 ) — m 2 

dx 2 1 — х 2 dx (1 — х 2 ) 2 


0 . 


(A.3.6) 


Jasno je da je svako rešenje za m istovremeno i rešenje za —m, a sam standardni postupak 

rešavanja uopštene hipergeornetrijske jednačine A ’ 3-2 će biti sproveden za m > 0 . 

Uz oznake a(x) = 1—х 2 , d(x) = Z(/+l)(l — х 2 ) — m 2 i T(x) = —2x, prvo se određuje konstanta 

k tako da je izraz тг = f + J (°Mz )2 — 5 - + /а polinom po х. Ovo znači da je potkoreni 


kvadratni trinom rn 2 + (k — l(l + 1))(1 — х 2 ) zapravo kvadrat binoma, tj. izjednačavanje sa nulom 
diskriminante 4 (m 2 + k — l(l + l))(l(l + 1) — k) daje jednačinu po k. Njena rešenja su k = 1(1 + 1) i 
k = 1(1 + 1) — m 2 , koja daju ukupno četiri mogućnosti za 7г: 7Г = ±m i тт = ±mx. Sada se g m (x) 


A .3.2yideti npr. A. Ф. Никифоров, B. Б. Уваров, Специалтме Функции Математическоп Физики, Мо- 
сква, Наука, 1978. 
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traži u foririi Х™( х )уГ( х )’ gde funkcije х zadovoljava diferencijalnu jednačinu ™ Za različite 

izbore 7г lako se dobijaju rešenja (nezavisna od l) x m ( x ) = \j (pif ) ±m i X m ( x ) = \/(l — х 2 ) тт - 

Zamenom u (A.3.6), nalazi se hipergeometrijska jednačina: cr{x) d + r(t ) dy ^ = A|/[ n (t); 
ovde je A = —k — tt' , a т = 2тт + f. Za navedena različita rešenja po k nalazi se A = —1(1 + 1) 
i т = 2 (+m — ж), odnosno A = m(m + 1) — /(/ + 1) i т = 2(±m — Т)х. U nastavku se traže 
rešenja p(x) Pearson-ove diferencijalne jednačine (ap) f = тр, koja su na intervalu promene х 
( [ — 1 , 1 ] ) pozitivna i ograničena. Ova jednačina se lako rešava, ali su rešenja ograničena za svako 
nenegativno m saino pri izboru k = 1(1 + 1) — m 2 i тг = mx, pa zato i A = m(m + 1) — 1(1 + 1) = 
— Џ — m)(l + m + 1); to su p(x) = (1 — x 2 ) rn . 

Množenje funkcijom p(x), koja je na intervalu (— 1, 1) pozitivna, omoguenje da se hiperge- 

ometrijska jednačina svode na oblik ■^^-^o(x)p(x)£^y m (x) = Xy m (x). Jasno, to je svojstvena 

jednačina operatora (1 — x 2 )~ m f^(l — a: 2 ) mi ' 1 ^, i to za navedenu svojstvenu vrednost A. Za 
m ф 0, dozvoljena rešenja se anuliraju u х = ±1 (da bi njihovi proizvodi sa е ±гџ> bili nezavisni od 
(f\ix = ±1, i pripadali prostoru £ 2 (fž)). Za operatore ovog tipa rešenja sa navedenim graničnim 
uslovirna su poznata u opštem slučaju: spektar je (Л та = пт' + o" \ n = 0,1 , . . nedegene- 
lisan je i odgovarajuće svojstvene funkcije su polinomi, ortonorrnirani u C 2 (x) sa težinom p( х), 
zadati Rodrigues-ovom formulom y n (x) = j]^-^[o n (х) p(x)\, gde je B n konstanta normiranja. 

U razmatranom slučaju je A n = —n(n + 2 m + 1), tako da se traženo A nalazi za n = l — m, 
u formi asociranog Legendre-ovog polinoma 

'R f\l—m 

rn = pirn.m) = ^l-m u /., __ 2 \l 

Jl l ~ m (1 - x 2 ) rn dx l ~ rn 1 ’ ' 


Zadatak A»3«3 Pokazati da je gornja formula ekvivalentna sa 


Vi 


Ai+ \m\ 

Bi- m ( 1 - x 2 ) m - i Г (1 - X 2 ) 1 . 


d ++|m| 

(Uputstvo: iskoristiti opažanje da se bez obzira na znak m moraju dobiti isti rezultati.) 


Zadatak А.З.Ј Pokazati da za х = ±1 (tj. za <9 = 0, тг) i m > 0 funkcija y\ n (х) ima vrednost 0. 

Iz uslova n = l — m, sledi da pri fiksiranorn l i 0 < m < l postoji tačno jedno rešenje, 

te su zajednički svojstveni potprostori za fiksirane l i m nedegenerisani. Sa druge strane, pri 

fiksiranom l dobijeni uslov 0 < m < l, uz podsećanje na činjenicu da rešenja ne zavise od znaka 
m, zapravo je ekvivalentan već ranije izvedenom svojstvu m = 0, ±1, . . . , ±1 (za celobrojno l). 
Konačno, zadatak Z A.3.4 (za m = 0 funkcija ћ т (ф) ne zavisi od ip) pokazuje da su sva dobijena 
ukupna rešenja ф т (9, ip) = % m (cos 9)y m (cos 0)h m (p) iz prostora C 2 (Q). Tako se u ugaonom 
faktor prostoru £ 2 (П) prostora % 0 za svako l = 0 , 1 , 2 , . . . javlja tačno jedan ireducibilni potprostor 
orbitalnog a/ngularnog mornenta. Celobrojnost reprezentacija je posledica a priori postavljenog 
iskustvenog zahteva da se vektori rre rrrerijaju pri rotaciji za 2тг. Konačrro, normiranjem dobijenih 
rešenja ф т (9, p) nalazi se standardni bazis sfernih harrnonika u £ 2 (fž) 


l = 0 , 1 , 2 , 


m 


(А.З. 
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A.4 Slaganje angularnih momenata 

Prostor stanja realnih fizičkih sistema po pravilu je direktni proizvod više prostora, pri černu je 
u svakoin definisan angularni moment (npr. višečestični sistern sa orbitalnirn angularnirn rno- 
mentima svake od čestiea, ili orbitalni i spinski angularni uioment jedne čestice). Sa grupno 
teorijskog stanovišta to znači da je u svakoui faktor prostoru zadata reprezentaeija grupe SU(2), 
te je i u ukupnom prostoru zadat direktni proizvod ovih reprezentacija. Drugirn rečima i u ukup- 
riorn prostom je definisan totalni angularni mornent. Na osnovu faktor prostora se rrmže odrediti 
struktura totalnog angulamog momenta, i odgovarajuća pravila se obično nazivaju slaganje an- 
gularnih momenata. Naravno, dovoljno je rešiti problem za dva prostora, jer se sukcesivnim 
slaganjem po dva angularna momenta, može naći rešenje i za više prostora (pri tome neki od 
rezultata, npr. veza standardnog bazisa u ukupnom i pojedinim prostorima, mogu zavisiti od 
redosleda slaganja). Ovaj problem će biti razmotren u nastavku odeljka. 

A.4.1 Clebsch-Gordan-ove serije 

Neka je % = %i 0'H-2, pri černu je u svakorn od faktor prostora definisan angularni rnoment K,., 
sa ireducibilnim potprostorirna %\ к " Хк ^\ u celorn prostom se niože definisati trojka operatora 

(A.4.1) 


(što se skraćuje u još uvek dovoljno jasno K = K x + K 2 ). Kako svaka vektorska opservabla K* 
zadovoljava komutacione relacije (A.2.3), a pri torne je [ Кц,К 2 ј ] = 0 za svako % i j, nije teško 
proveriti da je i K vektorska opservabla angularnog rnorrienta (tj. i ona zadovoljava (A.2.3)). 
Pošto je struktura angulamog momenta potpurro definisana određivanjem standardnog bazisa (iz 
njega je jasno koji su ireducibilni potprostori uključeni, koliko puta koji, a i poznate su matrice 
svih relevantrrih operatora u ovorn bazisu) , osnovni problem je određivanje ovakvog bazisa u %. 
Pri tome se smatra da su standardni bazisi { | )} poznati. 

Prostor % se razlaže na ortogonalnu sumu % = Ф kiM ®A tl ,A а , 2 %\ KlMl) 0 % (K2,Xk2) . Svaki 
od faktor prostora u sabircima je ireducibilni invarijantni potprostor odgovarajućeg angularnog 

momenta, odakle se odrnafi zaključuje da su sabirci %^ klMl) ®%^ 2,Xk2) invarijantni (ali ne niržno 

ireducibilni!) potprostori za K. Ukupan problem se tako svodi na razlaganje ovih potprostora na 
ireducibilne, te određivanje standardnih bazisa u njima. Dodatno, pošto su operatori angularnog 
momenta određeni kvantnim brojem k, tj. ne zavise od Л, dovoljno je rešiti problem razlaganja 
i standardnog bazisa u apstraktnom slučaju proizvoda prostora V )kl) 0 V )k ' 2) . Ekvivalentan 
problem, razlaganje direktnog proizvoda dve ireducibilne reprezentacije D )kl) i D )k ' 2) grupe SU(2) 
na ireducibilne reprezentacije je u teoriji grupa poznat kao Clebsch- Gordan-ovo razlaganje (III 
serija). 

Za dalja razrnatranja je važno odrediti dejstvo operatora K na direktni proizvod standardnih 
bazisa {| ) | пц = . . . , —к{} u prostorirna V^ ki) (i = 1, 2). Taj bazis prostora V )kl) 0 V )k ' 2) 

se naziva nekorelisani bazis , i za njegove vektore | kirni, k 2 m 2 ) ==| к^ггц)® \ k 2 m 2 ) očigledno, 

na osnovu (A.4.1) važi: 

Кз | kirrii, k 2 m 2 ) = (rrii + т 2 )ћ | к\Ш\, k 2 m 2 ), 


K =' K] 0 / 2 + Л 0 К 2 


(А.4.2а) 
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K± | ki'rrii, к 2 гп 2 ) = (ki) | к\гп\ ± 1, k 2 m 2 ) + c^ 2 (k 2 ) \ k\mi, k 2 m 2 ± 1 ) (A.4.26) 

(uprediti sa (A.2.6)). 

Najvažniji rezultat u ovom kontekstu je: pri slaganju angularnih momenata k± i k 2 dohijaju 

se po jedanput svi angularni momenti k = \k± — k 2 \, \к± — k 2 \ + 1, . . . . k± + k 2 . Njegova precizna 
formulacija je 


Teorem A.4.1 Razlaganje prostora ® V ( * 2) na ireducibilne prostore operatora K je V (fcl) 0 
V (fe2) = ® kl h k , 2 j ,V (fc) , tj. Clebsch-Gordan-ove serija ireducibilnih reprezentacija grupe SU(2) 

k=\Kq — Го‘2 I 

su 


ђ{кх) 0 ђ{кг) = 0 fei+fe 2 f)(k) 

k=\h - k 2 \ 


(A.4.3) 


Dokaz: Jezikom teorije Lie-jevih algebri, rezultat sledi iz činjenice da je ireducibilna reprezentacija potpuno 

određena svojom maksimalnom težinom. Drugim rečima, pošto je na osnovu (A.4.2a) vektor | k\m\\k 2 m 2 ) 
svojstveni za K 3 , sa svojstvenom vrednošću m\ + Ш 2 , njegova najveća svojstvena vrednost je k\ ■■{■■■ k 2 , i javlja se 
tačno jedanput (za vektor | k\ k\ )0 | fefe ))* Sledeća po veličini je svojstvena vrednost k\ — 1, koja je dvostruko 
degenerisana (vektori su | k\k\ )oo | k 2 — 1 ) i | к\ ђ к\ --1)0 | fefe )), i tako dalje. To znači da je maksimalna 
svojstvena vrednost operatora K 2 upravo k(k + za k = k\ + к 2ђ i da odgovarajući ireducibilni potprostor za 
K sadrži svojstvene vektore operatora K% za svojstvene vrednosti тћ, gde je m = k\ + k 2 , . . . , —k\ — k 2 . Da bi se 
našli ostali ireducibilni potprostori za K, treba naći ortokornplement nađenog prostora \/( kl + k2 '} u V^'d 0 V^ 2 b 
Sada je jasno da je u ortokomplementu najveća svojstvena vrednost operatora Ič 3 upravo (k\ + k 2 — l)ft, i da 
postoji tačno jedan svojstveni vektor koji joj odgovara, te se i ireducibilni potprostor y( k i-r-k 2 -i) p 0 j a,vlj uj e tačrro 
jedanput. Postupak se ponavlja uz smanjivanje k za po jedan 11 svakorn koraku, dok se rre iscrpi ceo prostor 
direktnog proizvoda, a to je kada je k = \k\ — k 2 \. Q. E. D. 

Teorern T A.4.1 pokazuje da se sve ireducibilne reprezentacije grupe SU(2) rnogu dobiti pri 

redukciji odgovarajućeg direktnog stepena reprezentacije D^\ pa se ova reprezentacija naziva 
fundamentalnom reprezentacijom. U stvari, ovaj iskaz se rnože pooštriti, uz korišćenje simetri- 
zacije direktnog proizvoda reprezentacija. 

Zadatak А. 4 .Л Odrediti višestrukosti du u razlaganju <g> V^ 2 ) 0 V^ 3 ^ = 0^ o? i 

A.4.2 Clebsch-Gordan-ovi koeficijenti 

Na osnovu teorema A.4.1 jasno je da se u V (fcl) ® V (fcz) rrmže jednoznačno (do na fazni faktor) 
odrediti standardni bazis {| k\k 2 km) | k = \h — k 2 \, . . . , h + k 2 ] rn = k, , —k} (oznake h i k 2 
u vektoru samo naglašavaju da je to bazis direktnog proizvođa ireducibilnih prostora), u kome 
su operatori K reprezentovani kvazidijagonalnim matricama, kao što je opisano u paragrafu 

§ A.2.5. Skalami proizvodi ( hmp, k 2 m 2 | km) ‘= ( hm\, k 2 m 2 \ k\k 2 km) su Clebsch-Gordan-ovi 
koeficijenti, i čine matricu prelaska sa nekorelisanog u standardni bazis A 41 . 

Clebsch-Gordan-ove koeficijente je kod svih kompaktnih grupa rnoguće računati rnetodoui 
grupnih projektora (kao kod konačnih grupa, uz odgovarajuću primenu invarijairtne integracije). 
Međutirn, pokazuje se da je praktičriije račurmti Clebsch-Gordan-ove koeficijente korišćenjem 

а - 4Л Оуо je zapravo opšta definicija Clebsch-Gordan-ovih koeficijenata, prirnenljiva za ireducibilne reprezentacije 
bilo koje gmpe. 



А.4. SLAGANJE ANGULARNIH MOMENATA 


503 


algebre su(2). Dok je dejstvo operatora K na nekorelisani bazis dato u (A.4.2), u standardnom 
bazisu važe standardne relaeije: 

Kz I k\k 2 km) = mfi | k\ k^km), K± | k\k 2 km) = c m (k) \ k\k 2 km ± 1). (A.4.4) 

Vektor | kik 2 km) je svojstveni vektor operatora K^ 1 ’^ za svojstvenu vrednost m, pa je samim 
tim linearna kombinacija odgovarajućih nekorelisanih svojstvenih vektora iz (A.4.2) za mi+m 2 = 

m: 

ТП- f- 

| ki k 2 km ) = C'm.m, I kirm: k 2 , m 2 = rri - rrii ). (A.4.5) 

rrii =—m- 

Granice sume je lako izračunati: m± = mm{ki,k 2 + m} i m = mm{ki,k 2 — m). Jasno je da 

je C} n mi upravo Clebsch-Gordan-ov koeficijent ( k\m\, k 2 ,m — m\ = m 2 \ km), te se delujući 
operatorom K± na obe strane gornje jednakosti, na osnovu (A.4.2) i (A.4.4) i poznatih veza 
rneđu koeficijentima e+ i c“, nalazi 


2n(k)Cj hmi = c+_ mi (k 2 )C^ >mi + c^(k\)C^ mi _\. (A.4.6) 


Dobijenom rekurentnom fbrmulom najpre se koeficijenti a zatirn i proizvoljni (7 ШШ1 , svode 

na С% кђ koji se direktno računaju. Relativno dugačkim, mada ne i kornplikovanirn računanjem A - 4,2 
nalazi se izraz (A.2.23). 


Zadatak AJ t »2 Naosnovu (A.4.2), (A.4.4) i (A.4.5) naći Clebsch-Gordan-ove koeficijente ( kr'm^; к 2 гп 2 | \k\ ~~~ k 2 \m 
i ( kirrii;k 2 m 2 | k\ + k 2 m). Na osnovu ovoga izračunati sve koeficijente za k\ = k 2 ------ Uz pornoe (A.4.6), 

izračunati Clebsch-Gordan-ove koeficijente za k\ = k 2 = 1. 


A.4.2p ore( | ( | rU g e k n jige navedene u A.2.4, iscrpni izvođenje Clebsch-Gordan-ovih koeficijenata i reliranih rezul- 
tata dato je u A. П. КЈцис, A. A. Бандзаитис, Теорил Моментпа Количества Двпжетш в Квантовои 
Механике, Видбнгос, 1965 . 



